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江 晓 原 


在 现今 “全 球 化 ”日 益 明显 的 时 代 , 不 同文 化 之 间 的 交流 、 碰 撞 和 融合 正 
在 加 速 进行 。 尽 管 各 方 对 这 一 过 程 的 终极 价值 判断 大 相 径 庭 ,甚至 针 锋 相 
对 ,但 是 无 论 如 何 ,各 方 所 面临 的 对 异域 文化 深入 理解 的 任务 都 是 无 法 回避 
的 。 而 对 于 这 一 任务 来 说 ,历史 上 的 中 外 交流 则 是 其 中 必 不 可 少 的 组 成 
部 分 。 

考虑 到 科学 技术 在 今日 社会 中 所 扮演 的 特殊 角色 ,研究 历史 上 的 中 外 
科学 技术 交流 就 成 为 上 述 任务 中 一 个 特别 迫切 的 部 分 。 因 为 科学 技术 自身 
所 形成 的 “进入 门槛 ”导致 对 于 研究 者 的 特殊 要 求 一 只 有 少数 既 受 过 正 
规 科学 技术 训练 ,又 具备 史学 素养 的 研究 者 ,才能 够 有 效 从 事 这 方面 的 研 
究 ; 所 以 以 往 的 中 外 交流 史 研 究 中 ,人 文 方面 的 交流 已 经 取得 了 大 量 成 果 ， 
但 是 对 于 历史 上 的 中 外 科学 技术 交流 ,无 论 从 史料 整理 .研究 成 果 、 社 会 影 
响 等 方面 来 看 , 相 比 这 一 领域 自身 的 重要 性 ,都 是 远 远 不 够 的 。 

就 国内 的 情况 而 言 , 历 史上 的 中 外 科学 技术 交流 ,直到 上 个 世纪 80 年 
代 , 方 才 逐 渐 受 到 学 术 界 较 多 的 关注 ,逐渐 积累 了 一 定数 量 的 研究 成 果 。 


多 年 来 ,我 在 上 海 交通 大 学 科学 史 系 的 诸位 同仁 , 俱 以 研究 中 外 科学 技 
术 及 文化 交流 为 同行 所 瞩目 ,成 果 丰 硕 。 本 系 教师 历年 来 先后 负责 承担 国 
家 级 及 省 部 级 研究 项 目 约 30 项 (包括 已 结 项 及 在 研 ) 。 且 本 系 多 年 来 培养 了 
大 批 博士 .硕士 研究 生 , 其 中 亦 颇 多 以 中 外 科技 交流 方向 的 课题 为 学 位 论文 
题目 者 。 同 仁 咸 以 为 ,以 本 系 为 主要 依托 ,团结 各 方 力 量 ,整合 多 年 研究 成 
果 , 完 成 一 项 中 外 科技 交流 历史 文献 集大成 性 质 的 整理 研究 工程 ,此 其 时 
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人 锋 。 于 是 遂 有 国家 社会 科学 基金 重大 项 目 ( 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 整 
理 及 研究 ) 之 申报 ,并 顺利 获得 资助 立项 。 

此 次 项 目 团 队 的 组 建 ,广泛 团结 国内 外 各 处 在 科学 技术 史 方面 学 有 专 
长 之 研究 人 员 , 以 上 海 交 通 大 学 科学 史 系 师 生 为 主干 ,包括 了 中 国 科学 院 自 
然 科 学 史 研 究 所 ,清华 大 学 、 北 京 大 学 、 巴 黎 第 七 大 学 、 华 东 师 范 大 学 、 东 华 
大 学 、 上 海 师 范 大 学 、 内 蒙古 师范 大 学 、 上 海中 医药 大 学 、 河 南大 学 、 广 西 民 
族 大 学 、 淮 阴 师范 学 院 、 咸 阳 师 范 学 院 等 14 个 单位 的 数 十 位 研究 人 员 。 

本 项 目 旨 在 对 历史 上 传人 中 国之 各 种 域外 科学 文化 ,以 及 中 国 科学 文 
化 向 周边 汉文 化 圈 输 出 的 相关 中 文 历史 文献 和 典籍 ,进行 全 面 整理 和 研究 。 
年 代 跨 度 起 于 汉 末 , 迄 于 晚 清 。 拟 着 重 收集 、 整 理 以 下 几 方 面 的 历史 文献 : 
自 汉 末 至 宋 初 随 佛教 传人 中 国 的 包含 天 文 、 历 法 等 域外 知识 的 文献 ,元 代 随 
伊斯兰 教 传人 中 国 的 阿拉 伯 天 文学 .数学 文献 和 典籍 , 明 清 之 际 随 基督 教 传 
入 中 国 的 欧洲 古典 天 文学 .数学 .物理 学 等 典籍 , 晚 清 传人 中 国 的 西方 近 现 
代 科 学 典籍 ,中 国 科 学 向 周边 世界 传播 的 汉文 历史 文献 。 

本 项 目 具 有 科学 史 、 历 史学 、 中 外 文化 交流 史 等 多 方面 的 学 术 价值 ,能 
够 为 未 来 的 深入 研究 提供 完备 的 史料 集成 。 

通过 建设 这 一 中 外 科学 技术 交流 的 史料 集成 ,以 及 借助 这 一 史料 集成 
所 展开 的 在 这 一 领域 全 方位 的 深入 ,可 望 将 历史 上 中 外 科学 技术 交流 的 研 
究 大 大 提升 一 个 层级 和 档次 ,并 使 中 国 研 究 者 在 国际 学 术 界 获得 更 多 的 发 
言 权 。 

从 更 为 广泛 的 意义 上 来 看 , 值 此 中 国 和 平 崛起 之 际 , 本 项 目 在 扩大 中 国 
文化 影响 .增加 中 国文 化 软 实力 方面 的 现实 意义 , 亦 将 越 来 越 明显 。 


本 项 目下 设 七 个 子 课题 : 

1. 汉 译 佛经 与 道藏 中 的 天 文 历法 文献 整理 与 比较 研究 (上 海 交 通 大 学 
钮 卫星 教授 负责 ) 

对 汉 译 佛经 与 道藏 中 的 天 文 历 法 作 比 较 研 究 。 在 古代 世界 各 种 文明 之 
间 存 在 着 各 种 各 样 的 文化 交流 ,而 科学 技术 、 宗 教 教义 和 文学 艺术 等 都 是 文 
化 交流 的 主要 内 容 。 以 佛教 为 载体 ,向 中 土 传 人 了 不 少 印度 .巴比伦 和 和 希腊 
天 文学 和 历法 知识 。 这 一 传播 从 东汉 末年 一 直 延 续 到 北宋 初 年 ,并 在 唐 朝 
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达到 一 个 高 潮 。 到 中 晚 唐 时 期 ,佛教 的 输入 又 转变 为 以 注重 祈 捷 、 消 灾 , 讲 
究 仪 式 、 仪 轨 的 密教 为 主 , 为 达到 所 谓 的 消 弥 灾难 的 目的 ,在 技术 上 更 加 依 
赖 天 文学 手段 ,因此 该 时 期 的 佛经 中 保存 有 相当 丰富 的 天 文学 内 容 。 无 论 
从 佛学 角度 或 科学 史 角 度 , 或 从 探究 宗教 与 科学 之 关系 的 角度 , 力 至 从 文献 
校勘 的 角度 ,对 这 些 佛教 经 典 中 的 天 文学 内 容 都 有 必要 进行 详细 的 梳理 和 
考证 。 在 以 往 的 研究 基础 上 ,对 佛教 和 道教 经 典 中 所 包含 的 天 文学 内 容 进 
行 一 次 整体 的 和 梳理 和 考察 ,并 对 这 些 天 文学 内 容 做 出 恰当 的 评述 ,以 期 对 
这 些 传人 中 国 的 域外 天 文学 内 容 进行 全 面 、 系 统 的 研究 ,并 追溯 这 些 天 文学 
的 来 源 ,考察 这 些 天 文学 内 容 对 中 国 本 土 天 文学 文化 甚至 本 土 文化 所 产生 
的 影响 。 

2. 中 西方 天 文 历法 交流 重要 古籍 整理 与 比较 研究 ( 东 华 大 学 邓 可 卉 教 
授 负 责 ) 

侧重 对 于 古代 中 西天 文 历 法 交流 文献 进行 整理 和 比较 研究 ,并 整 
理 研究 相关 的 重要 历史 文献 ,时 间 跨 度 为 秦汉 之 际 至 鸦片 战争 。 基 于 
明 清 之 际 西 方 天 文学 第 一 次 大 规模 传人 中 国 并 且 中 西方 科学 文化 开 
始 正面 交流 这 个 历史 事实 ,通过 详细 考证 此 期 中 西天 文学 碰撞 、 交 流 
直至 融合 的 历史 背景 ,梳理 并 研究 明 清 之 际 的 数理 天 文学 文献 ,并 兼 
及 中 国 和 和 希腊 .中 国 和 阿拉 伯 天 文 历法 交流 和 比较 研究 。 这 不 仅 对 于 
传统 数理 天 文学 的 研究 有 益 ,而 且 对 现代 科学 的 可 持续 发 展 具 有 重要 
的 启示 作用 。 

3. 古代 中 外 生化 医学 外 交流 文献 整理 及 比较 研究 (上 海 交 通 大 学 孙 毅 
霖 教授 负责 ) 

在 古代 中 外 生化 医学 交流 方面 ,这 个 领域 中 的 许多 早期 历史 文献 , 曾 长 
期 潭 没 于 宗教 .方术 等 史料 中 ,有 些 甚至 被 妖魔 化 或 污 名 化 。 而 这 些 文献 背 
后 的 中 外 交流 ,也 颇 多 未 发 之 覆 。 而 一 些 晚期 的 文献 , 则 有 流传 海外 或 仍 以 
手稿 形式 存世 者 , 丝 急 需 进 一 步 研究 整理 。 中 国 古 代 有 很 多 典籍 在 不 同 历 
史 时 期 .通过 不 同 途径 流传 到 海外 ,其 中 不 少 在 国内 逐渐 失传 ,以 至 学 人 需 
从 海外 求索 。 特 别 是 流传 到 海外 的 中 国 科技 典籍 ,迄今 尚 无 人 专门 搜集 及 
整理 出 版 。 其 中 有 不 少 涉及 中 国 十 代 重 要 的 科技 发 明 或 者 科技 史上 的 重要 
事件 ,对 于 研究 中 国 古 代 科学 技术 至 关 重 要 ,但 国内 或 者 没有 存 本 ,或 者 仅 
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有 残 本 。 在 流落 海外 的 珍稀 中 国 科技 典 籍 中 ,还 有 一 批 由 清 初 在 华 传教 十 
写成 的 著作 ,其 中 不 少 是 他 们 用 于 教授 皇帝 、 皇 子 和 宫廷 科学 家 的 讲义 ,是 
中 西 科技 交流 史上 的 重要 文献 。 由 于 种 种 原因 ,这 些 著作 没有 得 到 出 版 , 仅 
以 手稿 形式 存世 。 凡 此 种 种 ,都 是 中 国 科技 史上 的 重要 文献 ,但 又 是 国内 缀 
大 多 数 研究 者 所 不 知道 的 ,甚至 国外 研究 者 也 难以 入手 。 对 它们 进行 抢救 
性 整理 ,并 进行 比较 研究 ,不 仅 在 保护 古代 科技 文化 遗产 、 弘 扬中 国 古代 科 
技 文明 成 就 等 方面 具有 重要 意义 ,对 世界 范围 内 的 科技 史 研 究 者 来 说 ,都 是 
一 件 功德 。 

4. 明 末 清 初 耶稣 会 士 数理 科学 译 著 的 整理 与 研究 (上 海 交 通 大 学 纪 志 
刚 教授 负责 ) 

近年 中 外 文化 交流 日 益 广泛 ,学 者 们 研究 视角 拓展 到 早期 中 西 交流 
的 历史 边界 ,但 早期 交流 的 原 典 仍 散落 各 处 , 难 窥 全 鹏 。 就 明 未 清 初 耶 
稣 会 十 传人 的 数理 科学 译 著 而 言 , 与 这 一 领域 已 有 的 较 多 研究 成 果 相 
比 ,相应 的 历史 文献 整理 显得 非常 落后 ,这 是 一 个 相当 令 人 惊奇 的 现 
象 。 这 一 时 期 浩 繁 的 中 外 科学 技术 交流 文献 (包括 中 文 的 与 外 文 的 )， 
大 量 以 刊本 、 稿 本 、 善 本 、 珍 本 的 形式 深 藏 在 中 外 各 图 书馆 中 ,使 一 般 
的 研究 者 无 缘 得 见 。 故 该 子 课 题 主要 整理 此 一 时 期 的 历 算 译 著 , 并 兼 
及 其 他 。 

5. 中 西 物理 学 及 工艺 技术 交流 历史 文献 整理 研究 (上 海 交通 大 学 关 增 
建 教授 负责 ) 

从 鸦片 战争 结束 至 民国 初期 ,这 段 时 间 西 方 科学 的 传人 ,使 中 国 社会 开 
始 大 规模 的 接触 西方 近代 科学 ,中 国 从 此 开始 了 由 古代 社会 向 近 现代 社会 
转型 的 新 的 历史 阶段 。 该 子 课题 从 文献 着 手 ,对 历史 上 中 外 科技 交流 的 历 
史 文献 进行 整理 研究 。 由 于 在 西方 科技 传人 的 过 程 中 ,物理 和 工艺 (包括 兵 
器 技术 ) 历 来 扮演 着 重要 角色 ,该 子 课题 主要 着 眼 于 这 两 个 学 科 , 梳 理 这 自 
时 间 由 西方 传人 的 物理 工艺 著作 , 理 清 数目 , 考 订 文本 ,将 其 整理 点 校 ,汇集 
出 版 ,建立 起 研究 这 段 中 外 科技 交流 史 可 信 的 文献 资料 库 ,为 全 国 同道 提供 
可 资 借鉴 的 第 一 手 研究 资料 ,使 得 中 国 近代 史 的 研究 在 中 外 科技 文化 交流 
领域 从 此 能 够 建立 在 坚实 的 史料 基础 之 上 。 同 时 对 这 些 文献 本 身 的 内 容 和 
历史 价值 进行 研究 ,丰富 中 国 近代 史 的 内 容 。 
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6. 近 现 代 中 外 生化 医学 交流 文献 整理 及 比较 研究 (淮阴 师范 学 院 蒋 功 
成 教授 负责 ) 

由 明 末 清 初 延续 到 今 的 近代 西方 生物 科学 知识 向 中 国 的 传播 ,文献 类 
型 多 .传播 范围 广 ,并 通过 多 样 化 的 渠道 进入 到 普通 中 国人 的 生活 中 ,产生 
I 影响 非常 复杂 ,有 许多 未 曾 发 气 和 整理 的 文献 资料 。 而 且 , 要 了 人 解 这 些 学 
科 知 识 对 于 中 国 社会 与 科学 发 展 的 影响 ,不 能 仅仅 靠 一 些 经 典 文 本 的 传播 
作为 代表 ,还 需要 关注 到 其 他 非 专业 文本 中 的 科学 知识 。 通 过 相关 史料 的 
整理 ,我 们 可 以 对 于 近 现 代 生 物 学 .化 学 交流 文献 的 基本 情况 有 一 个 全 面 的 
了 解 ,并 发 气 、 抢 救 和 整理 一 些 容易 散失 的 重要 科学 文献 ,为 以 后 学 者 进 一 
步 的 研究 打下 基础 ,并 理解 不 同 的 历史 文化 背景 对 于 科学 发 展 的 影响 特点 。 

7. 汉字 文化 圈 科 学 文化 交流 的 历史 文献 整理 与 研究 ( 东 华 大 学 徐 泽 林 
教授 负责 ) 

在 中 外 文化 交流 史上 ,朝鲜 半岛 .日 本 .越南 等 汉字 文化 圈 国 家 受 中 国 
文化 的 影响 最 深 。 各 历史 时 期 中 国 传统 科技 典籍 不 断 传人 这 些 国家 ,对 这 
些 国家 的 传统 科学 文化 产生 重要 影响 ,乃至 于 中 日 、 韩 ( 朝 )、 越 形成 共同 的 
科学 文化 疾 。 目 前 ,有 大 量 的 中 国 传统 科技 典籍 保存 于 这 些 国 家 的 各 类 图 
书馆 ,还 有 不 少 科 技 典 籍 在 这 些 国家 被 翻 刻 、 训 解 ,它们 不 仅 是 中 国 传统 科 
技 文化 传播 的 历史 遗迹 ,也 是 对 某 些 典籍 在 中 国 本 土 失传 或 中 外 版 本 差异 
的 补遗 。 胃 一 方面 ,由 于 传统 的 东亚 科学 编 史 都 是 立足 于 本 位 立场 的 国 别 
科学 史 纺 繁 ,缺乏 对 汉字 文化 圈 科 学 史 的 整体 认识 与 全 面 的 史料 调查 ,从 而 
汉字 文化 圈 科 技 文化 交流 中 的 历史 文献 传播 与 现存 情况 尚 需 全 面 调查 , 通 
过 详细 调查 历史 上 汉字 文化 圈 科 技 典 籍 的 传播 情况 ,由 此 而 反映 中 国 传统 
科学 文化 对 周边 国家 科学 文化 的 影响 。 该 子 课题 调查 和 研究 中 国 传统 科技 
典籍 在 日 本 、 韩 国 ( 朝 鲜 ) ,越南 的 流传 与 影响 ,并 将 全 面 深入 到 韩国 科学 、 越 
南 科学 的 内 部 ,研究 各 种 汉 籍 科技 著作 及 甚 影响 下 的 外 域 著作 的 具体 内 容 、 
科学 方法 .思想 动机 等 细节 问题 ,用 分 析 、 比 较 等 方法 研究 日 本 、 朝 鲜 、 越 南 
传统 科学 的 内 部 机 理 及 其 与 中 国 科 学 文化 的 联系 及 其 自身 发 展 。 


就 相关 的 历史 文献 整理 而 言 ,上 个 世纪 90 年 代 由 河南 教育 出 版 社 ( 即 现 
在 的 大 和 象 出 版 社 ? 陆 续 出 版 4 中国 科学 技术 典籍 通 汇 》 对 中 国 古 代 科学 技术 
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文献 作 了 初步 的 收集 和 整理 ,是 一 个 值得 重视 的 成 果 , 御 路 蓝 缕 , 功 不 可 没 。 
但 (中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 》 并 不 着 眼 于 中 外 交流 ,而 且 对 文献 采用 影印 之 
法 ,并 无 点 校 整理 。 此 外 也 有 一 些 零星 的 相关 成 果 问 世 或 即将 问世 。 但 就 
总 体 而 言 , 在 历史 上 的 中 外 科学 文化 交流 方面 ,如 此 规模 的 历史 文献 整理 ， 
在 国内 是 前 所 未 有 的 。 

就 学 术 研 究 而 言 , 则 本 项 目 所 团结 的 研究 团队 , 数 十 位 成 员 的 研究 成 
果 ,几乎 禾 盖 了 古代 中 外 科技 交流 的 整个 领域 。 依 托 这 样 的 团队 进行 相关 
的 历史 文献 整理 和 人 研究 , 方 能 建立 在 学 术 研究 的 基础 之 上 ,超越 通常 的 古籍 
整理 层次 。 

本 项 目的 最 终 成 果 , 将 以 两 种 形态 汇集 出 版 : 

其 一 是 一 系列 历史 文献 的 点 校本 ,定名 为 《中 外 科学 文化 交流 历史 文献 
人 处 刊 六 文献 之 部 ”。 这 一 部 分 将 成 为 一 套 具 有 多 方面 学 术 意 义 的 历史 文献 
集 ,可 和 望 为 各 相关 领域 的 研究 提供 方便 。 

其 二 是 一 系列 研究 著作 一 一 既 有 独立 的 学 术 专著 ,也 有 研究 论文 集 , 它 
们 构成 《中 外 科学 文化 交流 历史 文献 从 刊 ) 的 “研究 之 部 ”。 

中 间 阶 段 当 然 还 将 发 表 一 系列 研究 性 质 的 高 质量 学 术 论文 。 最 后 将 提 
交 本 重大 项 目的 总 体 研 究 报 告 。 该 总 体 研 究 报 告 将 作为 “总 论 ” 卷 ,收入 《中 
外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 六 研究 之 部 ”。 


江 瞳 原 

2012 年 5 月 30 日 

于 上 海 交 通 大 学 

科学 史 与 科学 文化 研究 院 
(前 身 为 科学 史 与 科学 哲学 系 ) 


这 


17 世纪 ,日 本 传统 数学 发 生 了 质 的 飞跃 。 以 关 孝 和 、 建 部 贤 弘 等 为 代表 
的 和 算 (Wasan) 家 们 在 中 国 古 代 割 圆 术 与 招 差 法 的 基础 上 开创 了 可 以 看 作 
是 微 积分 前 驱 的 “ 圆 理 ” 研 究 ;通过 对 天 元 术 的 接受 与 改造 发 展 了 他 们 自己 
的 多 项 式 方程 消 元 理论 并 导致 了 行列 式 的 发 明 , 等 等 。 可 以 说 : 和 算 家 们 站 
在 中 国 宋 元 数 学 家 的 肩膀 上 接近 了 近代 数学 的 大 门 。 

和 算 无 疑 是 中 国 古 代数 学 在 丝绸 之 路 东 线 绽放 的 一 朱 奇 范 。 关 沧 和 、 
建部 贤 弘 等 和 算 家 们 的 著述 渗透 着 中 国 古 代数 学 的 营养 ,同时 也 闪 兆 着 和 
算 家 们 在 中 国 传统 数学 基础 上 创新 的 火花 。 男 一 方面 ,和 算 终 究 没 有 跨越 
近代 数学 的 门槛 ,明治 维新 之 后 被 东 渐 的 西方 数学 所 替代 ,在 数学 史上 留 
了 一 个 深刻 的 悬念 和 值得 破解 的 迹 题 。 因 此 ,研究 和 算 的 兴衰 及 其 与 中 国 
古典 数学 的 关联 ,了 解 17 世纪 和 算 家 们 的 创造 性 贡献 .揭示 中 国 古 典 数学 的 
成 就 和 势能 .反思 中 国 传统 数学 与 和 算 各 自由 盛 转 衰 的 命运 ,是 一 个 既 有 历 
史 文 化 价值 .又 有 现实 借鉴 意义 的 重要 而 引 人 的 课题 。 

《和 算 中 源 一 一 和 算 算 法 及 其 中 算 源 流 》 正 是 一 部 探讨 和 算 的 发 展 及 其 
中 算 渊源 的 力作 。 作 者 徐 泽 林 教授 是 国内 为 数 不 多 的 和 算 史 专家 。 他 的 博 
土 论文 (和 算 的 中 算 基础 及 其 与 清 代 数学 的 比较 》, 即 是 一 部 和 算 史 专著 ,其 
后 长 期 致力 于 中 国 古 代 算 法 与 和 算 算法 的 研究 ,在 国内 外 科学 史 和 数学 史 
学 术 刊 物 上 发 表 了 一 系列 论文 ,本 书 是 他 多 年 丰硕 成 果 的 结晶 ,不 仅 使 以 往 
的 研究 系统 化 ,同时 汇集 了 作者 在 和 算 史 领域 的 诸多 发 现 和 创见 。 作 者 对 
中 国 传统 历 算 中 的 极 值 概念 萌芽 及 其 对 和 算 “ 极 数 术 ”( 极 值 算法 ) 的 影响 之 
揭示 ,改变 了 日 本 数学 史 界 的 传统 观点 ;关于 建部 贤 弘 的 “ 累 遍 增 约 术 ”与 
Romberg 算法 (逐次 半分 数值 加 速 逼 近 算 法 ) 的 等 价 性 之 论证 ,发 前 人 所 未 
发 ,对 现代 数值 计算 亦 有 局 发 意义 ,显示 了 作者 的 现代 数学 修养 和 科学 史 洞 
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察 力 ;特别 是 ,本 书 从 汉字 文化 圈 的 整体 文化 观 ,考察 东亚 地 区 无 穷 小 算法 
的 源流 与 走势 ,分 析 其 成 就 与 局 限 ,为 全 面 正确 地 理解 近代 数学 的 文化 来 源 
和 思考 “ 李 约 蕊 难题 "开阔 了 视野 ,提供 了 有 新 意 的 见解 。 

对 原始 文献 的 掌握 是 数学 史 研 究 的 基本 功 。 本 书 作 者 曾 承 担 了 吴 文俊 
数学 与 天 文 丝 路 基金 项 目 “ 中 国 传统 数学 传播 日 本 的 史迹 调研 ”, 深 入 日 本 
多 地 大 学 和 寺院 的 图 书馆 对 和 算 史 料 进 行 了 挖 气 和 整理 ,并 编译 了 作为 “ 丝 
绸 之 路 数学 名 著 译 从 ”之 一 的 《和 算 选 粹 》)。 第 一 手 史料 无 疑 构 成 了 作者 研 
究 成 果 的 坚实 基础 。 对 原始 文献 的 驾驭 ,加 上 作者 的 现代 数学 修养 和 敏锐 
的 比较 目光 ,两 者 的 结合 是 能 够 在 前 人 工作 的 基础 上 有 所 突破 的 关键 。 

数学 史 是 一 个 题材 广阔 的 领域 ,但 要 获得 系统 的 有 深度 的 成 果 , 则 需 
要 艰苦 的 探索 和 长 期 的 积累 ,需要 敬业 乐 道 的 境界 。 本 书 可 以 看 作 是 中 外 
数学 交流 与 比较 史 研 究 的 一 个 范例 , 当 其 付 印 之 际 , 谨 序 致 贺 ,更 希望 本 书 
的 出 版 能 进一步 推动 国内 中 外 数学 交流 与 比较 史 的 研究 ,涌现 更 多 达到 一 
定 高 度 、 具 有 一 定 纵深 的 学 术 专 闭 。 


中 国 科学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 ” 李 文 林 
2011 年 10 月 12 日 于 北京 中 关 村 


前 言 


世界 文明 中 有 很 多 文化 类 型 ,最 主要 者 当 属 “欧洲 基督 教 文化 圈 "“ 东 
亚 儒家 文化 圈 "“ 印 度 次 大 陆 佛 教 文化 圈 "” 和 ”阿拉伯 伊 斯 兰 文化 圈 "。 东 亚 
儒家 文化 圈 又 称 作 汉字 文化 圈 , 指 汉字 的 诞生 地 中 国 以 及 周边 的 越南 、 朝 
鲜 琉球. 日 本 。 这 些 地 域 主要 是 农耕 民族 ,历史 上 的 政治 制度 主要 是 册封 
体制 ,外 交 关 系 主要 是 宗 藩 关系 与 朝贡 关系 ,历史 上 疙 至 今日 完全 使 用 或 与 
本 国文 字 混 合 使 用 汉字 (日 本 称 汉字 为 真名 ,本 国文 字 为 假名 ;韩国 称 汉文 
为 真 文 ,本 国语 言 为 谚 文 ;越南 称 汉 字 为 笃 字 ,本 国文 字 为 喃 字 ), 古 代 官 方 
及 知识 界 多 使 用 汉语 文言 文 作为 书面 语言 ,即使 在 现代 ,韩国 语 、 越 南 语 和 
日 本 语 的 词汇 中 约 5 成 至 7 成 都 是 由 古 汉语 派生 出 来 的 汉字 词组 成 。 汉 字 
作为 语言 和 文化 的 载体 ,使 中 国 的 儒家 思想 与 传统 学 术 传 播 和 影响 于 这 些 
地 区 。 

中 国 传统 数学 自 成 体系 ,从 先秦 时 期 就 开始 了 数学 知识 的 不 断 积累 , 汉 
代 以 来 ,农耕 社会 与 儒家 文化 环境 决定 了 中 国 传统 数学 的 价值 核心 在 于 “ 通 
神明 , 顺 性 命 ” 与 “经 事务 ,类 万 物 ” 两 个 层面 ,因此 ,中 国 传统 数学 强调 具体 
性 .实践 性 与 实用 性 ,从 而 形成 了 今天 称 之 为 “应 用 数学 ”的 数学 文化 传统 。 
它 因 重 视 实 用 ,加 之 东方 人 习惯 于 归纳 思维 ,所 以 通常 把 数学 问题 分 为 若干 
类 (如 方程 . 盘 不 足 . 勾 股 . 大 衍 、 埃 积 等 ), 各 类 问题 给 出 普遍 算法 一 一 术 , 由 
“ 术 ? 通 过 有 限 的 机 械 性 步骤 , 必 能 获得 问题 的 解答 ,其 " 术 ” 就 是 算法 上 12 
所 以 ,汉字 文化 圈 传 统 数 学 常常 被 称 作 “ 算 术 ”, 即 “计算 技术 ”的 意思 。 
自 汉 唐 时 代 起 ,中 国 数学 文化 就 传播 移植 于 周边 地 区 ,汉字 文化 圈 的 日 


[1] 所 谓 算法 (algorithm) ,就 是 模型 分 析 中 的 一 组 可 行 的 .确定 的 有限 的 规则 。 它 可 理解 为 由 基 
本 的 运算 以 及 规定 的 运算 顺序 所 构成 的 完整 的 解 题 步骤 ,或 者 看 成 是 按照 要 求 设计 好 的 有 限 
步骤 的 确定 性 的 计算 程序 ,并 上 且 这 样 的 步骤 和 程序 可 以 解决 一 类 问题 。 


002 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 研究 之 部 和 算 中 源 


本 朝鲜、 越南 的 数学 文化 在 与 西方 文化 接触 乃至 西化 以 前 ,其 民族 自主 性 
与 独立 性 还 是 很 有 限 的 。 从 16 世纪 中 叶 开 始 ,西方 文化 渐渐 进入 东亚 ,汉字 
文化 圈 内 各 国 科 学 文化 的 民族 性 也 日 益 明显 ,在 17 一 19 世纪 ,东亚 各 国 的 数 
学 文化 在 保持 汉文 化 的 根本 性 质 的 同时 ,也 形成 了 自己 的 特色 ,尤其 是 远离 
大 陆 的 日 本 数学 文化 ,直至 19 世纪 末 20 世纪 初 , 随 着 东亚 社会 的 变革 与 转 
型 ,东亚 传统 数学 文化 渐渐 被 西方 数学 文化 所 取代 。 

西方 基督 教 文化 进入 东亚 稍 前 ,是 东亚 传统 天 文 算 学 没落 的 时 期 ,传统 
数学 在 大 陆 的 发 展 衰微 ,明代 普及 以 珠算 为 主 的 日 用 算术 , 宋 元 时 期 发 达 的 
数学 成 果 在 大 陆 几 乎 被 遗忘 。 第 一 次 西学 东 渐 过 程 中 ,西方 传教 士 把 在 远 
东 的 传教 中 心 转移 到 儒 文 化 中 心 一 一 中 国 ,在 基督 教 文化 冲击 下 , 明 末 清 初 
的 中 国 数学 受到 西方 科学 文化 的 强烈 冲击 ,中 国 数学 家 在 “西学 中 源 ” 思 想 
支配 下 ,致力 于 将 所 传 西 算 融 汇 于 中 算 , 努 力 证 明 一 切 之 西法 丝 出 自 中 国 ， 
其 数学 工作 大 体 上 是 在 消化 西方 数学 ,对 数学 新 知识 的 创造 工作 并 不 多 见 。 
乾 嘉 时 期 经 学 考据 学 风 下 对 传统 数学 的 注解 性 研究 ,或 可 说 是 经 学 的 附属 ， 
与 其 说 数学 研究 ,还 不 如 说 是 数学 历史 文献 研究 ,从 数学 知识 进化 的 观点 来 
看 ,值得 称赞 的 成 果 其 少 。 至 19 世纪 未 ,西方 数学 渐 成 清 代 数学 的 主流 。 

日 本 江 户 时 代 (1603 一 1867) 的 和 算 家 们 幸运 地 获得 了 在 中 国 本 土 几乎 
业已 隐 灭 的 宋 元 数 学 知识 《 算 学 启蒙 》( 朱 世 杰 ,1299)《 杨 辉 算 法 》( 杨 辉 ， 
1274 一 1275)《 授 时 历 兴 王 必 .郭守敬 ,1280) 等 著作 ,给 江 户 时 代 和 算 的 发 
展 予 以 深刻 影响 ,和 算 在 很 少 受 到 西方 数学 影响 下 ,沿袭 东亚 固有 的 文化 传 
统 继续 发 展 。 江 户 时 代 的 町 人 文化 环境 孕育 了 艺 道 化 的 日 本 传统 数学 文 
化 ,导致 和 算出 现形 式 化 .技术 化 的 倾向 。 和 算是 对 宋 元 数 学 传统 的 发 展 ， 
宋 元 数学 的 成 果 被 和 算 家 推 向 新 的 高 度 ,其 某 些 成 果 足 可 与 牛顿 (Isaac 
Newton，1642 一 1727) 时 代 的 欧洲 近代 数学 相 媲美 。 

宋 元 代 数学 内 容 包 括 天 元 术 、 四 元 术 、 演 段 法 、 开 方 释 锁 、 翅 积 招 差 、 大 
衍 术 等 。 关 孝 和 (Seki Takakazu，1642? 一 1708) 将 天 元 术 改 良 成 * 旁 书 
法 ”, 后 来 由 其 弟子 们 发 展 成 演 段 术 或 点 定 术 ,使 和 算 研究 进入 具有 东方 特 
色 的 代数 分 析 时 代 , 和 算 在 中 算 基础 上 获得 大 量 优秀 成 果 正 是 由 于 使 用 了 
这 种 代数 分 析 法 。 

与 近代 欧洲 人 关心 代数 方程 的 公式 解法 相 异 趣 , 东方 人 出 于 实际 应 用 


的 需要 而 关心 代数 方程 的 数值 解法 ,这 一 传统 由 《 九 章 算术 》 的 “ 开 方 术 ” 发 
展 而 来 ,至 宋代 发 展 成 贾 完 (11 世纪 ) 的" 增 乘 开 方 术 ” 与 秦 九 韶 (1202 一 
1261) 的 “ 正 负 开 方 术 ”, 构 造 了 解 高 次 方程 数值 解 的 机 械 化 算法 ( 即 Horner 
法 )。 关 孝 和 推广 了 《杨辉 算法 》 中 的 开 方 法 ,对 代数 方程 求解 进行 一 般 化 、 
形式 化 的 处 理 , 独 立地 获得 了 “ 秦 九 韶 算 法 程序 ”, 同 时 也 检讨 了 方程 根 的 判 
别 式 、 正 负 根 存在 条 件 、 方 程 根 与 系数 的 关系 以 及 方程 变换 等 代数 问题 ,并 
以 逐次 近似 法 求 方程 实数 根 。 关 邦和 之 后 , 开 方 术 成 为 和 算 中 最 基本 的 数 
学 内 容 和 数学 方法 。 宋 元 数学 由 于 使 用 天 元 术 而 引起 数学 问题 的 形式 化 与 
复杂 化 ,从 而 出 现 了 求解 多 元 高 次 方程 组 的 消 元 演算 (和 算 称 作 “ 解 伏 题 ”)， 
和 算 家 发 展 了 以 天 元 术 为 基础 的 消 元 理论 ,建立 了 解 高 次 多 元 方程 组 的 机 
械 化 方法 ,促进 了 和 算 沿 几何 代数 化 道路 继续 发 展 ,作为 消 元 算法 的 副 产 
品 , 和 算 家 在 世界 数学 史上 首次 导入 行列 式 展开 法 。 

实数 的 有 理 通 近 为 中 国 古 代 历 算 中 最 重要 的 课题 ,汉代 《三 统 历 》 中 就 
使 用 了 所 谓 的 “ 通 其 率 ” 算 法 ,以 计算 五 星 的 会 合 周期 ,南北 朝 时 期 何 承 天 
(370 一 447) 又 创立 了 ”“ 调 日 法 ”, 用 最 佳 渐 近 分 数 表示 朔望月 长 度 。 为 求 历 
元 (上 元 积 年 ) ,中 国 历 学 家 建立 了 解 同 余 式 组 的 算法 , 即 “ 孙 子 定理 ”或 “中 
国 剩余 定 理 ” ,南宋 秦 九 韶 将 这 一 算法 系统 化 ,概括 为 "大 衡 术 ”与 “ 演 纪 术 ”。 
在 没有 实数 理论 的 背景 下 , 约 分 . 零 约 术 .大 本 求 一 术 等 实数 有 理 通 近 算 法 ， 
与 一 次 不 定 分 析 算 法 互 为 一 体 。 这 些 丢 番 图 盘 近 算法 在 和 算 中 都 有 所 发 
展 , 和 算 家 丰富 了 东亚 传统 数学 中 的 丢 番 图 通 近 算法 。 

因 推 算 日 月 五 星 非 均匀 运动 的 需要 ,中 国 历 学 家 发 明了 多 项 式 函 数 内 
插 法 , 另 一 方面 ,由 于 埃 积 求 和 的 需要 ,建立 了 多 项 式 函 数 的 有 限 差 分 算法 。 
和 算 家 推广 了 《授时 历 ) 的 等 间距 三 次 内 插 法 ,创立 了 “ 累 裁 招 差 法 ”“ 混 沌 
招 差 法 ”“ 方 程 招 差 法 ”等 多 种 招 差 法 ,使 之 成 为 具有 一 般 性 的 多 项 式 待定 
系数 法 ,不 仅 应 用 于 高 阶 等 差 数 列 求 和 的 研究 ,获得 一 系列 埃 积 公式 ,而 且 
将 “混沌 招 差 法 ”应 用 于 弧 长 计算 ,引导 和 算 在 弧 长 计算 中 开拓 了 无 穷 寡 级 
数 展开 的 研究 。 

由 于 计算 制度 与 计算 技术 的 发 达 , 在 无 穷 小 分 析 领 域 , 中 国 数学 传统 比 
诸 和 希腊 数学 传统 或 更 为 优越 , 刘 徽 (3 世纪 )、 祖 冲 之 (429 一 500) 父 子 在 计算 
圆 .号 形 面积 和 球体 积 以 及 对 阳 马 术 的 证 明 时 ,使 用 了 极限 法 ,这 些 被 和 算 
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家 称 之 为 “ 圆 理 ” 的 数学 方法 孕育 着 微 积分 思想 方法 的 萌芽 。 关 孝 和 、 建 部 
贤 弘 (Takebe Katahiro，1664 一 1739)、 久 留 岛 义 太 (Kurushima Yoshihiro， 
2? 一 1757) .松永 良 泥 (Matsunaga Yoshisuke，? 一 1744) 、 安 岛 直 圆 (Ajima 
Naonobu,，1733 一 1800)、. 和 田 宁 (Wata Yasushi，1787 一 1840) 等 和 算 家 承 刘 
徽 、 祖 冲 之 父子 之 绪 , 在 圆 理 领 域 继续 开拓 ,使 圆 理 走向 积分 法 。 清 代数 学 
由 于 接受 了 西方 的 几何 学 和 三 角 法 ,所 以 在 曲线 、 曲 面体 度量 的 无 穷 小 计算 
中 ,没有 沿袭 中 国 传统 的 计算 方式 ,更 没有 利用 招 差 法 。 对 于 杜 德 美 (Pierre 
Jartoux，1668 一 1720) 三 术 的 证 明 , 明 安 图 (? 一 1764) 等 清 代 数学 家 选择 了 
几何 学 和 三 角 法 的 解决 途径 ，“ 割 圆 连 比 例 ” 方 法 的 级 数 展开 ,背离 了 刘 徽 极 
限 方法 的 数值 计算 精神 , 实 可 谓 "“ 无 穷 小 几何 学 ”。 李 善 兰 (1811 一 1882) 以 
其 发 明 的 “ 尖 锥 术 ” 进 行 无 穷 级 数 展开 ,也 是 欧 氏 几何 学 影响 的 产物 。 和 算 
的 圆 理 方法 未 受 西方 数学 影响 ,是 汉字 文化 圈 传 统 数 学 中 无 穷 小 分 析 算 法 
的 新 发 展 , 中 算 之 割 圆 术 、 零 约 术 、 开 方术 、 招 差 术 、 埃 积 术 等 传统 算法 在 和 
算 圆 理 研 究 中 发 挥 了 重要 作用 。 

日 本 民族 擅长 钻研 技术 的 特性 ,加 上 江 户 时 代 游 艺 文 化 的 影响 ,使 中 算 
的 算法 精神 在 和 算 中 表现 得 十 分 突出 。 如 累 裁 招 差 法 、 零 约 术 、 逐 次 近似 
法 、 累 遍 增 约 术 、 累 约 术 等 算法 程序 都 十 分 精致 ,是 东亚 传统 数学 中 算法 的 
典范 。 吴 文俊 院士 曾经 将 中 国 传统 数学 概括 为 机 械 化 数学 ,并 将 之 与 希腊 
传统 的 公理 化 数学 进行 了 比较 ,从 而 认为 近代 欧洲 的 代数 学 与 微 积分 的 产 
生 是 东方 算法 化 数学 的 产物 "1 李 文 林 教 授 也 认为 ,综观 世界 数学 史 , 数 
学 发 展 的 主流 并 非 西方 学 者 所 描述 的 那样 只 有 演绎 倾向 ,事实 上 是 演绎 倾 
向 与 算法 倾向 交替 成 为 数学 发 展 的 主流 和 ?1 在 宋 元 数学 传统 的 基础 上 发 
展 起 来 的 和 算 成 果 表 明 ,东亚 传 统 数学 在 代数 学 、 微 积分 学 的 形成 上 ,并 不 
逊色 于 西方 数学 ,希腊 传统 的 演绎 数学 对 于 近代 数学 的 形成 未 必 处 于 绝对 
优势 。 近 代数 学 之 所 以 在 文艺 复兴 后 的 欧洲 诞生 ,还 主要 是 特定 社会 因素 
的 作用 。 

笔者 一 直 以 汉字 文化 圈 区 域 文化 的 视角 研究 中 算 与 和 算 的 算法 ,研究 


[C1] 顾 今 用 . 中 国 古 代数 学 对 世界 文化 的 伟大 贡献 [J]. 数学 学 报 ,1975(1): 20 - 25. 
[2] 李 文 林 . 算法 .演绎 倾向 与 数学 史 的 分 期 [J]. 自然 辩证 法 通讯 ,1986(2): 48 - 52. 


成 果 发 表 于 中 国 和 日 本 的 科学 史 与 数学 史 专业 杂志 上 , 现 以 这 些 研 究 成 果 
为 主体 , 撰 著 成 一 部 系统 性 的 专著 ,通过 对 中 日 传统 数学 文本 的 现代 解读 和 
历史 文献 的 考证 ,论述 和 算 的 主要 算法 成 就 及 其 与 中 国 传统 算法 的 关系 ,并 
以 今日 计算 数学 的 语言 分 析 其 科学 性 与 科学 价值 ,以 揭示 东亚 数学 的 算法 
化 特征 。 

2010 年 笔者 接受 了 上 海 交 通 大 学 科学 史 系 江 晓 原 教 授 的 邀请 ,参加 了 
他 主持 的 国家 社 科 基金 重大 招标 项 目 “ 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 整理 与 
研究 "的 课题 研究 ,负责 其 中 的 子 课 题 “ 汉 字 文 化 圈 科 学 文化 交流 的 历史 文 
献 整理 与 研究 ”的 研究 工作 。 汉 字 文 化 圈 内 的 科学 文化 交流 ,无 论 是 深度 还 
是 广度 都 远 比 中 国 与 其 他 地 区 的 科学 文化 交流 的 内 容 要 丰富 ,文献 更 浩 繁 。 
本 课题 既 需 要 调查 和 整理 作为 科学 文化 交流 载体 的 历史 上 的 科学 著作 ,也 
需要 调查 和 研究 中 国 科学 著作 及 其 承载 的 科学 知识 与 科学 思想 在 域外 的 传 
播 和 影响 情况 。 这 本 著作 力 此 课题 研究 成 果 之 一 。 
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第 1 说 
“该 段 "的 演变 与 东亚 代数 方法 的 发 展 ， 


中 国 传统 数学 中 的 一 些 概 念 和 方法 ,在 17 一 19 世纪 的 朝鲜 和 日 本 得 到 
传播 .继承 和 发 展 , 以 区 域 文化 视角 对 这 些 传 统 数 学 知识 在 中 国 、 朝 鲜 和 日 
本 的 传播 和 演化 的 考察 , 对 于 深刻 认识 东亚 传统 数学 ,具有 特别 重要 的 作 
用 。“ 演 段 ” 是 宋 元 数 学 与 和 算 中 的 一 个 重要 概念 和 数学 方法 ,本 章 通 过 系 
统 解读 中 日 传统 数学 著作 ,考察 “ 演 段 ”概念 和 方法 在 东亚 的 流 变 , 以 厘清 
“ 演 段 ”概念 的 内 涵 , 揭 示 其 代数 学 意义 。 


1.1 数学 史学 界 对 “ 演 段 "概念 的 不 同 解释 


宋 元 数 学 著作 虽 广 泛 使 用 “ 演 段 ”这 一 术语 ,但 对 于 何谓 “ 演 段 ”, 均 语 下 
未 详 , 如 杨辉 1] 称 :“ 羡 欲 演算 之 片段 也 , 知 片段 则 能 穷 根 源 ” ,语义 简 括 , 令 
人 费解 。 入 明 后 , 随 宋 元 代数 方法 的 失传 ,明代 算 书 中 “ 演 段 ”概念 并 不 多 
见 , 且 无 解释 ,以 至 清 代 乾 嘉 学 者 再 次 接触 宋 元 数学 时 ,已 不 其 明了 " 演 段 ” 
意义 ,如 清 代 学 者 李 锐 (1769 一 1817) 521 释 之 日 “所谓 演 者 , 演 立 天 元 , 段 
者 ,以 条 段 求 之 也 。” 此 态 附 会 字面 意思 的 解释 ,未 能 道 出 其 真 义 。 


* ”本章 内 容 曾 发 表 于 《自然 科学 史 研 究 )(2011 年 第 3 期 ,318 - 344) 。 

杨辉 . 田亩 比 类 乘除 捷 法 LA]. 靖 玉 树 编 . 中 国 历代 算 学 集成 (上 )[2Zj. 济南 : 山东 人 民 出 版 社 ， 
1993: 960. (参考 文 献 中 注 记 [LZj 表 示 古 典 文献 集 , 下 同 ) 

李 锐 .《 益 古 演 段 ) 跨 . 李 冶 . 益 古 演 段 LM]. 从 书 集成 本 : 109. 
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历史 文献 中 对 “ 演 段 ”意义 的 模糊 表述 ,为 中 国 数学 史学 者 解读 宋 元 数 
学 带 来 一 些 困 难 , 从 而 对 “ 演 段 ”概念 给 出 不 同 解释 。 许 还 航 (1906 一 
1965) 1 认为 “ 演 段 ” 是 一 种 算法 , 演 段 就 是 把 图 形 分 成 几 段 ,或 推演 而 成 同样 
几 个 , 移 补 凑合 , 厌 此 而 得 到 问题 解答 的 方法 。 并 指出 : 演 段 算法 源 于 赵 君 狠 
的 弱 图 ,中 算 家 对 于 求 积 . 开 方 、 级 数 以 及 二 次 、 三 次 方程 解法 的 研究 ,可 赁 厌 
演 段 取得 成 功 ,从 而 认为 “ 演 段 能 显示 出 图 形 和 数字 之 间 相关 的 道理 ”。 围 绕 
李 冶 (1192 一 1279 欠 益 古 演 段 X%1259) 中 的 演 段 与 条 段 , 梅 荣 照 "2 认为 “条 段 ” 
是 指 确定 开 方 式 中 的 “ 实 "“ 从 ”“ 廉 ”的 计算 方法 ,“ 演 段 " 是 用 天 元 术 曾 明 
条 段 的 来 源 , 用 几何 图 式 说 明 条 段 的 意义 ; 孔 国 平 “ 5] 认为“ 演 段 ”包含 两 种 
建立 方程 的 方法 ,一 是 用 天 元 术 推 演 方程 ,二 是 以 条 段 法 推演 方程 ; 误 化 “1 
认为 六 条 段 ? 表 示 方 程 各 项 的 一 段 段 条 形 的 面积 ， 演 段 ” 就 是 指 " 条 段 " 的 演 
算 , 意 在 用 天 元 术 解 释 条 段 。 围 绕 刘 益生 卒 年 不 详 欠 议 古 根源 光 约 1080) 
的 内 容 和 方法 , 特 古 斯 5] 释 “ 演 段 ” 道 : 演 者 , 即 演化 推算 之 功 ,演示 变化 过 
程 之 意 ; 段 者 , 言 田亩 之 片段 , 即 大 小 不 同 的 田 块 。 演 段 , 即 演算 之 片段 也 ， 
即 借助 图 形 的 各 种 转换 ,以 达到 解 题 的 目的 ,并 认为 演 段 为 造 术 及 算法 的 依 
据 ; 李 迪 (1927 一 2006) .51 认为: 段 , 指 图 形 , 演 段 , 就 是 通过 图 形 的 变化 ,给 
出 解 题 的 思路 ; 沈 康 身 (1923 一 2009)57 则 解释 道 : 刘 益 继承 刘 微 《 九 章 算 
术 》 所 用 的 出 入 相 补 、 以 表 补 虚 原 理 处 理 图 形 问 题 ,并 进一步 形 数 结合 ,数量 
化 ,创立 演 段 术 , 刘 益 发 明 的 演 段 术 就 是 用 几何 图 形 解 释 代 数 方程 问题 。 

无 独 有 偶 , 关 考 和 (Seki Takakazu，1642? 一 1708) 、 建 部 贤 维 (Takebe 
Katahiro，1664 一 1739) 等 和 算 家 对 "* 演 段 ” 概 念 的 表述 也 较 模 糊 ,后 世 和 算 
史学 者 对 和 算 “ 演 段 ” 概 念 也 给 出 不 同 解读 。 林 知 一 (Hayashi Tsuruichi， 
1873 一 1935) 82 解释 道 :“ 虽 关 孝 和 发 明了 天 元 演 段 法 ,但 我 认为 , 演 段 法 比 


1 ]】 许 芝 盘 . 中 算 家 的 几何 学 研究 LM]. 北京 : 中 国 青年 出 版 社 , 1952: 56. 
[C2] 梅 荣 照 . 李 冶 及 其 数学 著作 [ A. 宋 元 数学 史 论 文集 LC]. 北京 : 科学 出 版 社 ,1966: 143. 

3 ] 和 孔 国 平 . 对 李 冶 k 益 古 演 段 》 的 研究 LA]. 李 迪 主 编 . 数学 史 研 究 文集 (三 )LC]. 呼 和 浩特 : 内 蒙 
古 大 学 出 版 社 ,1997. 
[C4] 曲 安 京 主编 . 中 国 古 代 科 学 技术 史 纲 (数学 卷 )[LM]. 沈阳 : 辽宁 教育 出 版 社 ，2000: 19. 

5] 特 古 斯 . 刘 益 及 其 佚 著 《 议 古 根 源 汇 A]. 李 迪 主编 . 数学 史 研 究 文集 [LC]( 一 ). 呼和浩特 : 内 蒙 
古 大 学 出 版 社 ,1990: 58. 
6 ] 李 迪 . 中 华 传统 数学 文献 精 选 导读 LMJ]. 武汉 : 湖北 教育 出 版 社 ,1997: 205. 

C7] 沈 康 身 . 中 国 数学 史 大 系 [Mj. 第 五 卷 . 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ,1999: 64. 

8 ]】 林 锥 一 . 并 邦和 站 理 [站 . 东京 物理 学 校 灯 读 . 第 469 号 . 另 见 : 林 稚 一 . 半 孝 和 0O) 门 理 [A]. 
林 锥 一 博士 和 算 研 究 集 朱 ( 上 )[LC]. 东京 : 东京 开 成 馆 ,1937: 786. 
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天 元 术 稍 有 进步 ,需要 与 天 元 术 进 行 区 别 。 所 谓 演 段 ,为 演 述 阶段 的 意思 ， 
如 角 术 中 有 和 角 术 演 段 ,解释 稍 复杂 者 则 有 演 段 ”; 而 三 上 义 夫 (Mikami 
Yoshio，1875 一 1950) “起 则 解释 道 :“ 其 演 段 术 者 ,两 次 使 用 天 元 术 , 并 进行 消 
元 , 乃 其 原则 。 天 元 术 者 ,是 构造 两 个 同时 等 于 同一 个 量 的 算式 ,其 两 个 算式 
相 消 , 即 互相 减 ,得 开 方式 的 方法 , 开 方 式 相当 于 现在 的 方程 式 。 这 样 对 于 稍 
繁杂 的 问题 ,简单 地 根据 天 元 术 原 则 求解 , 则 变 得 困难 ,于 是 ,于 所 求 未 知 数 之 
外 ,再 引入 别 的 可 称 作 辅助 数 的 未 知 数 ,在 这 两 个 未 知 数 之 间 构 建 两 个 方程 
式 ,构建 其 一 个 方程 式 就 是 天 元 术 的 做 法 ,所 以 构建 两 个 方程 式 ,就 是 两 次 使 
用 天 元 术 , 而 且 从 其 两 式 中 消去 辅助 未 知 数 , 得 到 只 含 所 问 未 知 数 的 一 个 开 方 
式 。 在 关 孝 和 的 演 段 术 中 ,是 采用 这 种 做 法 的 .” 根 据 三 上 义 夫 的 解释 ,由 


人 A。 Aiz ss 各 六 


M A 已 机 Bi 光 十 i B,, Eg 


消去 M, 得 到 开 方 式 的 方法 为 天 元 术 ; 而 由 


[名 AZ 十 … 十 Az 一 0 


I 让 


消去 z 的 消 元 方法 (其 中 系数 A,，B, 中 含有 辅助 未 知 数 y) , 则 为 演 段 术 。 

中 日 数学 史学 者 对 “ 演 段 "概念 的 解释 , 虽 不 同 程度 .不 同 角度 地 揭示 了 
“ 演 段 ”的 一 些 本 质 ,但 也 存在 一 些 问题 。 许 还 骨 的 解释 过 于 笼统 ,没有 说 明 
“ 演 段 ”与 “出 人 相 补 ”的 区 别 , 也 没有 清楚 说 明 何谓 “图 形 和 数字 之 间 相 关 的 道 
理 "。 梅 荣 照 \ 孔 国平 . 表 敏 的 解释 仅 局 限于 ( 益 古 演 段 ) 中 的 “ 演 段 ”, 李 迪 , 沈 康 
身 . 特 古 斯 的 解释 仅 针对 刘 益 《 议 十 根源 ) 中 的 “ 演 段 ”, 均 不 免 片 面 ,所 释 均 与 
杨辉 ( 生 座 年 不 详 ). 朱 世 杰 (1249~1314) 著 作 中 的 “ 演 段 "意义 不 尽 一 致 。 

梅 荣 照 把 “条 段 法 "理解 为 确定 方程 系数 * 实 *"“ 从 ”“ 廉 ”的 数学 方法 ， 
这 样 理解 是 合适 的 ,但 其 所 谓 “ 用 天 元 术 阐 明 条 上段 的 来 源 ,用 几何 图 式 说 明 
条 段 的 意义 ", 未 能 道 出 * 演 段 " 的 真实 意义 。 孔 国平 把 * 演 段 "理解 为 立方 程 
的 两 种 方法 一 一 条 段 法 与 天 元 术 ,是 正确 的 ,但 未 能 说 明 其 他 宋 元 算 书 中 的 


[1] 三 上 义 夫 . 阅 孝 和 〇 业绩 上 京 阪 0) 算 家 普 民 支那 思 算法 上 2) 并 傈 及 从 比较 [J]. 东洋 学 报 ， 
1932(20) : 232. 
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“ 演 段 ”与 李 冶 著作 中 “ 演 段 ”的 联系 。 沈 康 身 虽 指 出 了 刘 益 演 段 法 与 基于 出 
入 相 补 原理 的 几何 图 示 法 的 联系 ,但 未 指明 刘 益 的 “ 演 段 术 ” 与 天 元 术 的 关 
系 ,更 未 论 及 《四 元 玉 鉴 ) 中 的 “ 演 段 ”与 刘 益 演 段 法 的 联系 和 区 别 。 

以 上 诸 家 都 未 能 清晰 解释 “ 段 ” 的 意义 。 特 古 斯 的 解释 , 先 言 :“ 段 者 , 言 
田亩 之 片段 , 即 大 小 不 同 的 田 块 ”, 把 “ 段 ” 理 解 为 几何 形体 。 后 言 :“ 演 段 , 即 
演算 之 片段 也 ”, 乃 附会 杨辉 之 语 。 后 言 之 “片段 " 较 前 言 者 抽象 ,并 非 几 何 
形体 。 李 迪 释 “ 段 ”为 图 形 , 意 义 比较 狭隘 ,其 最 初 意义 确 如 此 ,但 随 着 天 元 
术 、 四 元 术 的 应 用 ,“ 段 ”之 意义 是 有 所 变化 的 。 衰 敏 把 “条 段 ” 看 作 名 词 , 解 
释 成 “方程 各 项 的 一 段 段 条 形 的 面积 ”, 把 “ 演 段 ”曲解 为 “演算 条 段 ”。 

林 稚 一 与 三 上 义 夫 对 和 算 “ 演 段 ” 的 解释 ,都 仅 局 限于 关 孝 和 的 关于 天 
元 术 、 旁 书法 和 消 元 法 的 “ 演 段 术 ”, 即 以 建部 贤 弘 的 《发 微 算法 演 段 详解 》 
(1685) 中 的 “ 演 段 ”为 中 心 ,没有 系统 考察 其 他 和 算 著作 以 及 其 他 数学 问题 
中 的 “ 演 段 "概念 。 笔 者 "1] 曾 经 指出 ,“ 演 段 ” 概 念 具有 狭义 与 广义 之 分 , 演 
段 概念 及 其 方法 随 代 数 方法 的 改变 而 有 所 不 同 。 林 知 一 解释 的 是 广义 的 
“ 演 段 ” ,三 上 义 夫 解释 的 是 狭义 的 ”* 演 段 ”。 

事实 上 ,“ 演 段 ” 概 念 自 北宋 产生 以 后 ,其 内 涵 随 代数 方法 的 发 展 而 不 断 
变化 ,经 历 了 宋代 的 条 有 段 法 阶段 . 金 元 时 期 的 天 元 术 阶 段 . 明 代 的 式微 沉寂 
阶段 、 和 算 家 的 点 窜 术 阶段 ,以 至 于 成 为 和 算 中 普遍 使 用 的 代数 分 析 方 法 。 
因此 “ 演 段 ”与 条 有 段 法 、 天 元 术 、 消 元 法 、 点 罕 术 有 着 密切 的 联系 。 以 往 对 “ 演 
段 ” 的 解释 ,都 片面 、 扳 立地 考察 其 使 用 情形 和 使 用 背景 ,未 揭示 其 共同 特 
征 , 未 考察 中 算 与 和 算 中 的 “ 演 段 ”的 联系 与 区 别 , 也 未 分 析 “ 演 段 ”与 天 元 
术 、 旁 书法 、 点 窜 术 的 关系 ,更 未 能 认识 “ 演 段 ”概念 与 方法 的 发 展 阶段 ,从 而 
未 能 揭示 “ 演 段 ”作为 东亚 传统 数学 人 研究 中 的 代数 分 析 方 法 的 作用 和 意义 。 


1.2 ”对 宋 元 数学 中 “ 演 段 "的 考察 


1.2.1 关于 刘 益 著作 中 的 演 段 
现存 资料 表明 ,“ 演 段 ” 概 念 最 早出 现 于 杨辉 的 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 


[1] 徐 泽 林 . 中 算 机 械 化 思想 在 和 算 中 的 发 展 一 一 解 伏 题 的 机 械 化 特征 [JJj. 自然 科学 史 研 究 . 
2001.20(2): 120- 131. 
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(1275) 。 杨 辉 在 编 成 (乘除 通 变 本 未 》 之 后 光 及 见 中 山 刘 先生 益 扎 k 议 古 根 
源 》, 演 段 锁 积 ,有 超 古 人 神 之 妙 ,其 可 不 为 发 扬 , 以 神 后 学 , 遂 集 为 《田亩 算 
法 )”512, 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 卷 上 内 容 为 各 种 形状 田地 的 面积 公式 及 其 
例题 ,是 《 九 章 算术 》 方 田 章 内 容 的 延伸 , 卷 下 主要 是 “ 锁 积 ?类 问题 ,辑录 了 
北宋 刘 益 《 议 古 根源 》 中 部 分 “ 直 田 ”类 问题 及 其 解法 。《 议 古 根 源 ) 演 段 直 田 
类 问题 百 问 ,其 百 问 应 该 都 是 “ 锁 积 ”问题 。 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 卷 下 直 田 
演 段 的 问题 (包括 冠 以 “ 演 段 日 ”的 术 文 与 几何 图 示 的 “ 演 段 图 ”), 当 采 自 《 议 
古 根源 》。 理 由 如 下 : 

杨辉 在 (田亩 比 类 乘除 捷 法 ?序言 中 称 : 

中 山 刘 先 生 作 《 议 古 根源 》, 序 日 入 则 诸 门 ,出 则 直 田 。 盖 此 义 也 。 

撰 成 直 田 演 段 百 问 , 信 知 田 体 变化 无 穷 ,引用 带 纵 开 方 、 正 负 损益 之 法 ， 

前 古 所 未 闻 也 。 作 术 逾 远 , 周 究 本 源 , 非 探 师 索 隐 而 英 能 知之 。 辉 择 可 

作 关 键 题 问 者 , 重 为 详 悉 著述 ,推广 刘 君 重 训 之 意 [ 上 21 

这 些 演 段 图 均 为 直 田 ,是 其 所 言 “出 则 直 田 ”“ 撰 成 直 田 演 段 百 问 ”的 具 
体 表现 。 这 些 演 段 图 若非 刘 益 所 作 , 则 刘 益 序 中 所 言 无 所 本 。 演 段 图 所 反 
映 的 数量 关系 与 “ 演 段 日 ”下 的 术 文 内 容易 合 , 互 为 表 里 , 也 与 杨辉 所 言 “ 刘 
益 撰 成 直 田 演 段 百 问 ”相合 。 杨 辉 明言 自己 只 是 为 《 议 古 根源 》* 详 注 图 草 ， 
以 推广 刘 氏 垂 训 之 意 。” 

《 议 古 根源 ;) 今 已 亡 佚 , 欲 考察 其 " 演 段 > 意义 ,只 需 考察 杨 氏 《田亩 比 类 
乘除 捷 法 兴 图 1. 1)。 首 先 ,我 们 来 考察 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 中 使 用 “ 演 段 ” 
的 场合 。 在 刘 益 的 22 道 问 题 中 ,出 现 “ 演 段 日 ”的 地 方 , 均 为 使 用 二 次 方程 求 
解 的 问题 ,而 在 以 算术 方法 求解 的 问题 中 ,无 一 处 用 到 “ 演 段 ”, 而 且 这 些 使 
用 “ 演 段 "处理 的 问题 ,都 是 几何 问题 ,采用 基本 类 似 的 几何 模型 。 可 以 认 
为 , 刘 益 “ 演 段 ”的 使 用 范围 ,基本 都 是 可 用 二 次 方程 求解 的 几何 问题 。 

其 次 ,我 们 来 考察 “ 演 段 日 ”下 所 述 方法 与 “ 演 段 图 ”在 《4 议 古 根源 ) 中 的 
作用 ,以 分 析 为 何 首 次 在 刘 益 的 著作 中 出 现 “ 演 段 ” 方 法 。 从 刘 益 的 22 个 原 


[C1] 杨辉 . 续 古 摘 奇 算法 序 [Al. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z1. 第 1 册 . 郑州 : 
河南 教育 出 版 社 ,1993: 1095. 

[2] 杨辉 . 田亩 比 类 乘除 捷 法 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑 
州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 1073. 
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题 可 以 看 出 , 刘 益 的 开 方 术 比 前 人 有 明显 突破 ,其 “引用 带 从 开 方 、 正 负 损 益 
之 法 ,前 古 所 未 闻 也 ”511 刘 益 原 题 之 后 给 出 了 如 益 积 开 方 、 减 从 开 方 等 各 
类 方程 的 求解 方法 。 开 方术 的 突破 ,必然 会 要 求 相 应 的 列 方程 方法 要 有 所 
改进 ,因为 具有 有 效 地 建立 方程 ,才能 获得 * 正 负 开 方术 ”所 处 理 的 各 类 方 
程 , 以 发 挥 正 负 开 方 术 的 作用 。 


i : 直 未 详 供 
| | x 上 人 i 
& 闻 2 柄 至 图 极 故 
LULL 3 入 这 王 环 入 
二 并 | 韩 站 遍 百 也 疼 路 演 
人 a 位 到 大 明 知 限 
代 |]= REIT | 装 主 二 和 富 极 百 
. 国 **| 四 学 泽 问 
4 渗 上 要 ， 基 . 审 于 
| 法 方 只 处 共 人 钦 
评 党 之 。 自 心 浪 
工 方 从 工 至 隅 置 哉 和 继 说 可 奥 算 
南 法 方 南 百 金 积 吉 ”县 不 ” 避 5 格 运 
际 以 壹 置 数 客 和 得 教 及 牢 味 让 
定 方 二 凑 下 忆 军 上 少 各 种 舌 颈 
六 教 置 二 证 超 别 启 -之 个 也 
百 给 二 十 十 一 四 十 

四散 位 -一 二 + 
gf 中 人 和 
说 余 加 放 定名 间 上 芭 向 则 


图 1.1 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 中 的 直 田 演 段 " ?7 


再 次 ,我 们 来 考察 刘 益 “ 演 段 ”所 用 的 方法 。 刘 益 的 “ 演 段 图 ”与 术 文 内 容 
相对 应 ,其 “ 演 段 ”是 以 “ 直 田 ” 演 示 的 ,与 后 来 《 益 古 演 段 ) 中 的 条 有 段 法 方式 一 致 ， 
所 以 刘 益 的 演 段 也 就 是 后 来 所 称 的 条 段 法 。 以 下 通过 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 卷 
下 所 录 《 议 古 根源 ) 问 题 的 第 一 题 及 其 演 段 过 程 ,来 说 明 刘 益 “ 演 段 ” 的 意义 。 

该 题 所 处 理 的 是 二 次 方程 x* 十 12x = 864。 刘 益 首先 给 出 演 段 图 ,以 几 
何 图 形 显示 方程 各 项 : 外 方 为 直 田 积 846, 上 方 为 阔 方 x ,下 为 从 阔 方 (长 阔 
差 乘 阔 )12x( 图 1. 2)。 


[1] 杨辉 . 田亩 比 类 乘除 捷 法 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 LZ]. 第 1 册 . 郑 
州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 1073. 

[2] 杨辉 . 田亩 比 类 乘除 捷 法 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [LZ]. 第 1 册 . 郑 
州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 1086. 
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阀 并 


阔 


| ns | 


图 1.2 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 图 1.3 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 
卷 下 第 一 题 演 段 图 卷 下 第 六 题 演 段 图 


其 演 段 目的 在 于 说 明 方 程 系数 的 由 来 。 这 里 的 “ 段 ? 是 量词 , 意 为 个 、 
块 , 不 是 指 图 形 的 面积 ,而 是 指 图 形 的 数量 , 即 一 段 阔 方 、 一 段 从 阔 方 。 再 如 
其 第 六 题 : 

演 段 日 : 和 自 乘 ,有 四 段 直 田 积 ,一 段 差 方 积 , 所 以 用 四 积 减 和 方 ， 

剩 下 差 方 一 段 , 却 取 方 面 511 

其 中 的 段 数 , 指 (a 十 60)? 一 4ab 二 (a 一 0)” 式 中 各 项 常 系数 1, 4, 1, 虽 不 
是 二 次 方程 的 系数 ,但 由 此 可 以 导出 方程 系数 。 其 演 段 图 如 图 1. 3。 

刘 益 “ 演 段 ” 目 的 是 列 二 次 方程 , 即 说 明 如 何 导 出 方程 系数 ,所 用 方法 为 
条 段 法 。 这 一 方法 秘 始 于 赵 严 的 “ 勾 股 图 说 ”。 赵 缆 为 了 说 明 勾 股 弦 互 求 问 
题 ,提出 一 个 已 知 长 方形 面积 A 与 长 ( 即 股 ) 阔 ( 勾 ) 之 和 c, 求 长 阔 的 问题 。 
若 令 阔 为 x, 导出 一 个 二 次 方程 x(c 一 x) = A 或 一 x 十 cx 二 A, 赵 夹 给 出 
了 几何 图 解 。 对 于 已 知 勾 股 和 (或 勾 股 差 ) 以 及 勾 股 积 , 以 求 勾 股 的 问题 ,被 
刘 徽 引入 《 九 章 算术 ) 勾 股 章 问 题 的 注释 中 ,也 采用 出 入 相 补 原理 ,通过 几何 
图 示 导 出 带 从 开 方 式 。 

刘 益 所 谓 ” 算 之 术 , 入 则 诸 门 ,出 则 直 田 ”, 与 明代 学 者 朝 强 在 ( 测 圆 海 镜 
分 类 释 术 》(1550) 序 言 中 所 说 ;:“ 九 数 起 于 方 田 而 终于 勾 股 , 盖 极 其 奥 且 难 
矣 ”5.2?], 以 及 杨辉 在 《乘除 通 变 本 末 》" 习 算 纲 目 ” 中 所 称 :“ 开 方 乃 算法 大 节 
目 , 义 股 、 旁 要 , 演 段 锁 方 多 用 , 例 有 七 体 : 一 日 开平 方 ,二 日 开平 圆 ,三 日 开 
立方 ,四 日 开 立 圆 ,五 日 开 分 子 方 ,六 日 开 三 夹 以 上 方 ,七 日 带 从 开 方 ,并 载 


[1] 杨辉 . 田亩 比 类 乘除 捷 法 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 ， 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑 
州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 1089. 

[2] 朝 缠 .《 测 圆 海 镜 分 类 释 术 》 序 [A]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Zj. 第 2 
册 . 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 995. 
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少 广义 股 二 章 。”51 反 映 的 数学 思想 是 一 致 的 。 检 阅 东 亚 传统 数学 著作 ， 
大 多 把 “ 开 方 ”类 问题 列 于 书 末 ,表明 解 方 程 问 题 是 东亚 传统 数学 知识 中 难 
度 最 深水 平 最 高 的 内 容 , 这 些 方程 问题 导 源 于 “ 少 广 ”和 “ 勾 股 ”, 前 者 导出 
az 一 ao 的 方程 ,后 者 导出 azx? 十 ax 二 ao (后 推广 为 az" 十 az 十 
wax 十 … 十 azx 十 ax 二 ao) 的 方程 。 刘 益 演 段 直 田 百 问 ,实际 是 对 赵 爽 、 
刘 微 两 人 以 勾 股 构建 二 次 方程 这 类 问题 的 发 挥 。 


1.2.2 杨辉 对 演 段 的 解释 和 使 用 
后 世 学 者 对 “ 演 段 ”的 解释 ,主要 围绕 刘 益 、 蒋 周 ( 生 卒 年 不 详 ) 和 李 冶 著 
作 中 的 “ 演 段 ”而 作出 的 ,但 刘 益 、 蒋 周 、 李 冶 等 人 都 没有 给 出 何谓 “ 演 段 ”的 
明确 说 明 。 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 之 所 以 收录 刘 益 《 议 古 根源 ) 中 的 22 个 
问题 ,与 其 介绍 刘 益 的 “ 正 负 损 益 开 方 术 >” 有 关 , 杨 辉 在 书 中 多 次 提 及 * 演 段 ” 
并 了 予以 很 高 评价 。 欲 解 明 宋代 " 演 段 ?意义 ,不 能 不 分 析 杨 辉 对 "“ 演 段 ” 的 解 
释 与 使 用 。 
杨辉 著作 中 , 除 提 及 刘 益 的 演 段 之 外 ,杨辉 自己 6 处 言及 “ 演 段 ”, 其 中 一 
处 出 自 杨辉 4 详解 九 章 算 法 ;序言 ,5 处 出 自 《 杨 辉 算 法 》。 现 分 别 摘录 如 下 : 
GD《 详 解 九 章 算法 》 自 序 : 
题 有 分 者 , 随 母 通 之 ; 母 不 同 者 , 齐 子 并 之 ; 田 不 匠 者 , 折 并 直 之 ; 数 
恬 求 者 , 互 乘 换 之 ; 差 等 除 实 , 别 而 衰 之 ; 痘 垒 积 者 ,以 形 测 之 ; 数 隐 互 
者 , 维 乘 并 之 为 问 , 正 负 入 之 ; 勾 股 旁 要 , 开 方 求 之 ; 节 题 匿 积 , 演 段 取 
之 。 此 算法 之 尽 理 也 [21 
@《 乘 除 通 变 本 末 六 习 算 纲目 ” 称 : 
开 方 乃 算法 大 节目 , 勾 股 、 旁 要 , 演 段 锁 方 多 用 , 例 有 七 体 。 一 日 开 
平方 ,二 日 开平 圆 , 三 日 开 立 方 ,四 日 开 立 圆 ,五 日 开 分 子 方 ,六 日 开 三 
来 以 上 方 ,七 日 带 从 开 方 ,并 载 少 广 、 勾 股 二 章 55] 


[1] 杨辉 .乘除 通 变 本 末 [LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 .数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河 
南 教 育 出 版 社 ,1993: 1049. 

[2] 杨辉 . 详解 九 章 算 法 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 .数学 卷 LZ]. 第 1 册 . 郑州 : 
河南 教育 出 版 社 ,1993: 951. 

[3] 杨辉 .乘除 通 变 本 示 [LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河 
南 教育 出 版 社 ,1993: 1049. 
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@) 《乘除 通 变 本 末 》* 习 算 纲 目 ” 中 又 称 : 
《事物 纪 原 ) 载 名 股 旁 要 ,本 是 两 章 , 今 总 为 一 章 , 详 观 法 意 , 实 是 两 
端 , 刘 徽 以 旁 要 之 术 变 重 差 减 积 ,为 海岛 九 问 ; 刘 益 以 匀 股 之 术 治 演 段 
锁 方 , 撰 《 议 古 根源 ) 二 百 问 , 带 从 、 益 阳 开 方 , 实 冠 前 十 1 
@ 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 序 : 
为 田亩 算法 者 , 盖 万 物 之 体 , 变 段 终归 于 田 势 , 诸 题 用 术 , 变 折 恬 归 
于 乘除 。 中 山 刘 先 生 作 《 议 十 根源 》 序 日 ”入 则 诸 门 , 出 则 直 田 ”, 盖 此 
义 也 。 撰 成 直 田 演 段 百 问 ,信之 田 体 变化 无 穷 ,引用 带 从 开 方 , 正 负 损 
益 之 法 ,前 古 所 未 闻 也 [了 21 
@ 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 卷 下 : 
中 山 刘 先 生 谓 : 算 之 术 , 入 则 诸 门 ,出 则 直 田 。《 议 古 根 源 ) 故 立 演 
段 百 问 , 盖 欲 演 算 之 片段 也 , 知 片 段 则 能 穷 根 源 , 既 知 根源 ,而 于 心 无 莹 
昧 侨 。 今 姑 摘 取 数 问 , 详 注 图 草 , 以 明 后 学 ,其 余 自 可 引 而 伸 之 , 触 类 而 
长 ,不 待 尽 述 也 [53 
(@@《 续 古 摘 奇 算法 》 自 序 : 
及 见 中 山 刘 先 生 撰 《 议 古 根源 》, 演 段 锁 方 ,有 超 古 人 神 之 妙 , 其 可 
尽 为 发 扬 , 以 神 后 学 , 遂 集 为 《田亩 算法 》"4] 
在 中 ,@ ,四 ,@ 处 ,杨辉 把 * 演 段 " 与“ 锁 方 ”>“ 节 题 匿 积 ”"“ 勾 股 ”"“ 旁 
要 ”等 联系 在 一 起 。 从 文法 上 看 , 演 段 是 动词 , 锁 方 . 节 题 匿 积 是 名 词 。 匿 
积 、 锁 积 或 锁 方 ,是 由 少 广 . 勾 股 引出 来 的 开 方 式 ( 方 程式 ) 的 代名词 ,而 释 锁 
就 是 开 方 ( 解 方程 ) 的 代名词 。 所 谓 “ 节 题 匿 积 , 演 段 取 之 ”“ 演 段 锁 方 ”是 一 
个 意思 , 即 演 段 是 处 理 匿 积 、 锁 积 问 题 的 一 种 手段 或 数学 方法 , 它 所 采用 的 
形式 就 是 勾 股 和 旁 要 551 在 四 ,@@ 处 ,杨辉 是 在 说 明 刘 益 曾 “ 演 段 * 二 百 个 
直 田 问题 。 


1] 杨辉 . 乘除 通 变 本 末 [Aj]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 . 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河 
南 教育 出 版 社 ,1993: 1049. 

2] 杨辉 . 田亩 比 类 乘除 捷 法 [LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 [Z. 第 1 册 . 郑 
州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 1073. 

3] 杨辉 . 田亩 比 类 乘除 捷 法 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 LZ]. 第 1 册 . 郑 
州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 1086. 

[4] 杨辉 . 续 古 摘 奇 算 法 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 LZ]. 第 1 册 . 郑州 : 河 
南 教育 出 版 社 ,1993: 1095. 

5] 旁 要 ,按照 杨辉 的 解释 ,应 该 是 与 勾 股 测量 算法 有 关 的 数学 问题 。 
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对 于 刘 益 * 演 段 ? 直 田 百 问 的 目的 ,杨辉 解释 成 :“ 盖 欲 演 算 之 片段 也 , 知 
片段 则 能 穷 根 源 , 既 知 根源 , 而 于 心 无 蒙昧 侨 .” 这 名 话 让 后 人 费解 。“ 演 算 
之 片段 当 指 演算 过 程 的 若干 步骤 , 林 稚 一 对 * 演 段 ” 的 解释 ,接近 此 义 。 杨 
辉 将 “ 段 ” 解 释 成 “片段 *, 未 能 道 出 刘 益 * 演 段 ”> 之 * 段 ”的 本 义 一 一 平面 图 形 
的 数量 。 虽 不 能 由 此 而 断言 杨辉 不 明 刘 益 演 段 方法 的 本 质 , 但 可 以 认为 , 杨 
辉 未 必 理 解 刘 益 演 段 直 田 百 问 的 真实 意图 ,《 田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 中 杨辉 对 
刘 益 直 田 演 段 问题 的 处 理 , 也 能 反映 这 一 点 。 

首先 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 卷 上 是 各 种 几何 图 形 的 面积 计算 问题 ,使 用 
的 方法 都 是 乘法 或 除法 ,没有 涉及 二 次 方程 ,所 以 没有 用 到 演 段 ; 卷 下 前 三 
题 是 对 《五 草 算 经 》 误 刊 的 方 田 ` 四 不 等 田 问题 的 纠正 ,也 不 涉及 二 次 方程 ， 
故 也 不 用 演 段 ;后 面 的 27 个 题 中 , 除 1,2 题 以 及 4,6,8 三 道 比 类 题 外 ,余下 
的 22 个 问题 均 为 6 议 古 根源 ?中 的 直 田 问题 ,都 使 用 演 段 。 所 以 杨辉 (田亩 比 
类 乘除 捷 法 ) 是 以 “田亩 ”( 包 括 寺田) 来 比 类 乘除 (包括 开 方 ) 运 算 的 ,与 《 议 
十 根源 》 通 过 演 段 吉田 以 获得 带 从 、 益 隅 开 方 式 的 著作 目的 是 不 同 的 。 

其 次 ,杨辉 在 刘 益 直 田 演 段 的 基础 上 * 详 注 图 草 , 以 明 后 学 ”, 从 其 所 注 
图 草 可 以 看 出 ,杨辉 对 于 使 用 * 演 段 ” 的 目的 与 刘 益 也 不 完全 一 致 。 卷 下 所 
引 刘 益 的 22 个 问题 中 ,每 题 之 后 均 有 答 , 有 术 ( 除 
第 19 题 517 ,部 分 题 523 术 后 有 * 演 段 日 ”部 分 
: 题 533 附 有 演 段 图 。 现 存 的 图 可 分 为 两 类 ,一 类 包 
括 题 图 , 演 段 图 ,法 图 ; 另 一 类 则 为 算 草 中 的 开 方 
图 。 除 演 段 图 外 ,其 余 各 图 应 为 杨辉 所 补 。 其 "法 
” 图 ”( 如 第 二 题 的 法 图 ,图 1. 4) 意 义 与 刘 益 演 段 图 

不 一 致 , 与 列 方程 无 关 , 是 开 方 法 的 几何 表示 图 ， 
也 是 用 条 段 法 。 杨 辉 没有 区 分 “法 图 ”与 “ 演 段 图 ”, 它 们 的 作用 相反 ,前 者 以 
几何 方式 解释 解 方 程 算法 ,而 后 者 以 几何 方式 说 明 列 方程 的 过 程 。 

不 过 ,杨辉 对 于 直 田 演 段 进行 了 比 类 ,例如 对 于 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 
下 所 录 《 议 古 根源 》 问 题 的 第 一 题 , 作 如 下 比 类 


图 1.4 杨辉 的 法 图 


[1] 其余 27 题 编 号 按 题 目 先后 顺序 排序 。 
[2] 题 序 为 4,5,6,7,8,9,10,11,21,22。 
[3] 有 演 段 图 的 题 序 为 1,2,3,4,5,6,8,9.10,11,13,18,.20。 
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给 银 八 百 六 十 四 两 ,只 云 所 得 银 之 两 数 比 总 分 人 数 其 银 多 十 二 两 ， 

问 总 是 几 人 ,每 人 各 得 几 两 ? 

答 日 : 二 十 四 两 ,三 十 六 人 。 

这 是 非 直 田 类 问题 ,数量 关系 与 刘 益 的 直 田 问题 一 致 ,也 可 归结 为 二 次 
方程 x 十 12x 一 864。 他 把 可 利用 一 元 二 次 方程 求解 的 非 几 何 问题 , 比 类 成 
直 田 问题 , 拓 广 了 演 段 方法 的 使 用 范围 ,使 其 成 为 一 般 化 的 代数 方法 。 

综 上 可 知 , 杨 辉 出 于 以 田亩 求 积 解释 乘除 算法 的 目的 ,收入 了 《 议 古 根 
源 ) 建 立 二 次 方程 的 直 田 问 题 ,忽视 了 刘 益 直 田 演 段 的 目的 , 它 对 “ 演 段 ”的 
解释 以 及 对 刘 益 直 田 演 段 问题 的 处 理 , 模 糊 了 “ 演 段 ” 的 意义 ,对 明代 数学 家 
在 理解 和 使 用 演 段 上 产生 了 负面 影响 。 但 他 将 非 几何 类 问题 比 类 成 直 田 问 
题 ,使 演 段 方法 超越 几何 类 问题 ,反映 南宋 时 期 出 现 了 以 几何 方式 处 理 一 切 
数学 问题 的 倾向 ,这 种 代数 方式 可 谓 几 何 化 代数 。 


1.2.3 李 冶 著作 中 的 演 段 

李 冶 是 继 刘 益 之 后 使 用 “ 演 段 ”这 一 术语 最 多 的 数学 家 ,“ 演 段 ” 这 一 术 
语 不 仅见 诸 《 益 古 演 段 ) 之 书 名 ,而 且 该 书 多 处 使 用 与 之 相关 的 “条 段 ”、 
“ 段 ”"“ 条 段 图 ”等 术语 。 欲 理解 李 冶 “ 演 段 ”的 意义 , 需 分 析 其 著作 意图 和 演 
段 作用 ,更 需 结合 其 “条 段 法 ”进行 分 析 。 

对 于 该 书 的 写作 意图 , 李 冶 在 ( 益 古 演 段 》 自 序 中 叙 道 : 

近世 有 某 者 ,以 方圆 移 补 成 编 , 号 ( 益 古 集 》, 真 可 与 刘 李 相 疗 颜 , 余 

犹 恨 其 秘 匿 而 不 尽 发 , 遂 再 为 移 补 条 段 , 细 翻 图 式 ,使 粗 知 十 百 者 便 得 

入 室 昭 其 文 [17 

《 益 古 集 》 旋 北宋 葛 周作 品 , 内 容 为 移 补 方圆 问题 , 即 已 知 平面 图 形 面积 
求 圆 径 , 边 长 . 周 长 的 数学 问题 ,一 般 都 需要 二 次 方程 求解 。《 益 古 演 段 》 就 
是 演 段 ( 益 古 集 》 中 的 这 些 问 题 , 李 治 先 用 天 元 术 , 后 “ 依 条 段 求 之 ”, 所 以 李 
冶 的 “ 演 段 ”包括 天 元 术 和 条 上 段 法 两 种 形式 ,如 《 益 古 演 段 ) 第 22 题 如 下 (如 图 
1. 5): 


[1] 李 冶 . 益 古 演 段 LAJ]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z1. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教 
育 出 版 社 ,1993: 875. 
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今 有 方 田 一 段 ,其 西北 隅 被 针 水 占 之 ,外 计 地 一 千 二 百 一 十 二 步 七 
分 半 。 只 云 纵 田 东 南阳 至 水 楞 四 十 五 步 半 , 问 田 方面 多 少 ? 
日 : 田 方面 三 十 五 步 。 


咏 


得 三 | 川 奎 太 


法 目 : 立 天 元 一 为 水 占 斜 ,加 入 云 数 四 十 五 步 半 ,和 | 元 为 田 
RE 
针 , 以 自 增 乘 得 上。 为 四 儿 知 ,于 头 ,再 立 天 元 一 为 水 占 斜 ,以 自 之 
| 
为 水 占 , 得 小 方 积 。 就 分 以 一 步 九 分 六 厘 乘 之 ,得 四 生 步 ,为 所 展 得 水 
llolloll 夺 
占 积 也 。 以 减 头 位 ,得 上 | ” 步 ,为 如 积 一 段 , 寄 左 ,然后 列 真 积 一 千 
oH 
二 百 一 十 二 步 七 分 半 , 以 一 步 九 分 六 厘 乘 之 ,得 数 二 千 三 百 七 十 六 步 九 
lol 二 森 
分 九 厘 ,以 与 左 相 消 ,得 上 | ,开平 方 ,得 三 步 半 , 为 水 占 儿 ,加 至 
= 


步 , 为 田 儿 , 身 外 减 四 , 即 是 方面 也 。 

依 条 段 求 之 : 展 积 内 减 至 步 需 ,为 实 ,二 之 至 步 ,为 从 , 九 分 六 厘 虚 
常 法 ,开平 方 ,得 三 步 半 , 即 水 占 儿 也 。 

义 日 : 今 将 水 占 儿 直 命 为 小 方 池 面 也 。 

旧 术 日 : 列 田 积 于 头 位 ,又 列 至 步 除 四 , 则 直至 步 , 以 自 乘 , 减 头 位 ， 
余 为 实 , 二 之 积 步 ,为 从 ,以 九 分 六 厘 为 廉 , 减 纵 开 方 ,得 二 步 半 ,加 直至 
步 三 十 二 步 半 , 得 三 十 五 步 , 即 田 方面 也 。 

此 图 即 旧 术 条 段 也 。 旧 术 减 云 步 为 直至 步 ,入 法 而 求 得 二 步 半 ,为 
直至 步 不 及 方面 步 。 新 术 展 积 , 入 法 而 求 得 三 步 半 ,为 水 占 儿 C1 
其 条 有 段 法 包括 “ 依 条 段 求 之 ”所 述 的 李 冶 方式 以 及 旧 术 。 所 谓 旧 术 , 指 


将 周 《 益 古 集 ) 中 的 条 段 法 。 ee 


[ 1] 李 冶 . 益 古 演 段 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教 


育 出 版 社 ,1993: 898. 
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水 至 步 ( 如 图 1. 6) ,而 蒋 周 旧 术 没 用 展 积 ,而 直接 求 直 至 步 ( 如 图 1.7)。 就 以 
几何 图 示 推 演 方程 系数 而 言 ,两 者 没有 本 质 差 别 。 李 冶 演 段 过 程 中 ,天 元 术 
在 前 ,条 段 法 在 后 ,其 用 意 在 于 ,以 条 段 法 验证 天 元 术 的 正确 性 ,使 人 们 容易 
理解 方程 系数 的 由 来 。 


图 1.5 《 益 古 演 段 ?第 22 题 图 图 1.6 李 冶 的 条 段 图 图 1.7 蒋 周 旧 术 的 条 上段 图 


~ 


值得 注意 的 是 , 李 冶 演 段 之 “ 段 ” 的 意义 , 随 天 元 术 的 使 用 而 有 所 扩张 。 

《 测 圆 海 镜 兴 1248) 卷 七 第 二 问 的 “又 法 ” 叙 之 日 : 
以 二 行 差 宕 数 自 乘 ,又 倍 之 ,为 实 , 并 二 行 步 以 乘 二 行 差 寺 , 又 四 

pe 

血 , 余 以 减 上 位 ,为 第 一 廉 ,四 之 二 行 , 共 为 第 二 廉 , 二 步 虚 法 , 益 积 开 

之 ,得 皇 极 弦 二 百 八 十 九 17 

其 卷 七 第 二 问 术 文中 还 有 “ 乘 股 弦 差 二 段 " 的 说 法 ,这 表明 ,其 “ 段 ”的 意义 不 
再 局 限于 具体 的 平面 图 形 的 数量 ,而 逐渐 抽象 为 各 类 数学 量 的 倍数 ( 常 系数 )。 


1.2.4 朱 世 杰 著 作 中 的 演 段 

《四 元 玉 鉴 ) 中 的 “ 演 段 ”主要 出 现 于 两 种 场合 : 一 是 卷首 的 诸 * 自 乘 演 段 
图 ”, 另 是 卷 中 的 “ 明 积 演 段 门 ”。 这 两 场合 都 与 勾 股 问题 或 直 田 问题 有 关 ， 
其 “ 演 段 ”过 程 包 含 条 有 段 法 、 天 元 术 和 四 元 术 。 

我 们 首先 分 析 * 自 乘 演 段 图 ”中 演 段 的 意义 。《 四 元 玉 鉴 ;卷首 共有 四 个 
图 ,依次 为 “ 今 古 开 方 会 要 之 图 ”"“ 四 元 自 乘 演 段 之 图 ”( 如 图 1. 8)“ 五 和 自 
乘 演 段 之 图 ”“ 五 较 自 乘 演 段 之 图 ”。 其 中 ,第 一 图 “ 今 古 开 方 会 要 之 图 ”( 包 


[1] 李 治 . 测 圆 海 镜 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教 
育 出 版 社 ,1993: 816. 
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括 “ 梯 法 七 乘 方 图 "和 " 古 法 七 乘 方 图 ” 系 用 于 解 方程 的 开 方 作法 本 源 图 ,后 
三 图 便 是 所 谓 的 演 段 图 。 令 勾 股 形 的 勾 为 K、 股 为 和弦 为 、 黄 方 为 d, 则 图 
二 ”四 元 自 乘 演 段 之 图 ”如 图 1. 8) 所 表示 的 数量 关系 为 


(aa 十 0 十 c 十 Ga)? 0 ge 了 


2ad + 2bc 二 26d -2cd 


一 4 


HL 
型 | 藉 直 站 十 | 胖 洁 


~ 
Es 


党 又 治 煌 针对 王 六 中 


内 仿 尝 束 站 习 济 党 


涩 J 
十 一 于 二 
> » Fr 1 3 
因 淹 六 尘 旺 站 
i et 0 - # 和 人 
- - 和 > 
2 | 由 4 
六 济 宇 划 | ER 
| | ， 
ny 站 
| 人 -| HN 
~ | | | 
， > ，， ee 有 | 
汤加 有 4 
~ ?| 


NN 位 豆 汶 | | 十 开 出 幸 习 渗 虽 


EA 


图 1.8 《四 元 玉 鉴 四 元 自 乘 演 段 之 图 "5 
图 三 “五 和 自 乘 演 段 之 图 ”所 表示 的 数量 关系 式 为 


{L( 十 a) 十 c] 十 (cc 十 十 (Cc 十 a) 十 [CC Qa) 十 cc] 十 (a 十》 


二 [CB 十 QQ) 十 呈 二 (ec 二 7 十 (c 二 a 十 [(6 一 4) 十 cj] 二 


(十 pb 和 十 2000 十 a) 十 c](c 十 人 十 20(0 十 oa 十 cc 十 oa 了 


2L(0 十 a) 十 cjLG 一 a) 十 ec 十 20 人 二 oa 十 cj 十 0 


| 


2(c 十 O(c 二 Q@) 十 2Cc 十 LGB 一 Q) 十 c 十 2Cc 二 06) (a 65)4 


1 | 


2(c 十 co)LC 一 a) 十 cj 十 2(0c 十 a)(Cc 十 人 十 2(Cc pb)[L( 一 c) 十 c] 
图 四 ”五 较 自 乘 演 段 之 图 ”所 表示 的 数量 关系 式 为 


{((0 一 a) 十 (c 一 四) 十 (c 一 人 十 [c 一 (0 一 四 ] 十 [GO 十 ww) cl]}? 


二 (6 一 a 二 (ca) + (cD) +[cm CG oF +[G+a) 一 < 


2(b0—a) (cm—a)T206— a (cm6)+20— oO cm (6—a)]+ 


[1] 朱 志 杰 . 四 元 玉 鉴 LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 . 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教育 
出 版 社 ,1993: 1208. 
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2( 一 OIL 十 go meet+2C—a (m+2c ma)[c— (4a)|+ 
2(c 一 aa)L(G 十 a) 一 c 十 2(0c 一 所 [ce 一 (0 一 CC)] -| 
2(c 一 0 十 ca) 一 c] 十 2Lc 一 (0 一 a)] LO 十 ca 一 c] 


三 个 演 段 图 本 质 上 是 多 项 式 平方 公式 。 这 里 并 未 提 及 条 段 , 但 其 实 

质 与 4 议 古 根源 》《 益 古 集 》 旋 至 (杨辉 算法 》《 益 古 演 段 》 中 用 条 段 法 进行 直 

田 演 段 是 一 致 的 ,而 且 表 面 上 看 似 它们 与 列 方程 无 关 , 实 际 上 它们 是 “ 直 积 

求 源 门 ”“ 明 积 演 段 门 ”等 有 关 问 题 中 列 二 次 方程 的 依据 。 朱 世 杰 在 “四 元 
自 乘 演 段 之 图 ”之 后 , 注 日 : 

凡 四 元 者 ,以 明理 为 务 , 必 达 乘除 升降 进退 之 理 , 乃 尽 性 穷 神 之 学 


| 
也 。 仆 立 匀 三、 股 四 、 弦 五 、 黄 方 二 为 问 ,并 之 得 | 太 |, 自 乘 为 军 , 得 
| 


1 | ,此 式 共 计 一 十 六 段 , 计 堆 一 百 九 十 六 步 , 考 图 认 之 ,其 理 
| 


显然 上 [11 

意思 是 说 ,四 元 术 的 要 务 是 明理 ,要 明 乘 除 升 降 进 退 之 理 。 所 谓 “ 乘 除 
升降 进退 之 理 ”, 就 是 多 项 式 乘 除 运 算 规 则 , 因为 四 元 式 的 基本 形式 是 天 元 
式 ( 多 项 式 ) ,在 推演 四 元 式 的 列 方程 演算 和 消 元 演算 中 ,主要 是 天 元 式 的 加 
减 乘 除 四 则 运算 ,天 元 式 的 加 减 运 算 比 较 简单 ,只 需 将 同行 系数 进行 加 减 就 
可 以 了 ,而 天 元 式 的 乘除 运算 较 复杂 ,天 元 式 乘 天 元 式 , 结 果 表 现 为 天 元 式 
的 升降 进退 ,除法 运算 需 通过 “ 别 置 ? 除 式 而 化 为 乘法 运算 。 因 此 ,多 项 式 乘 
法 公式 在 四 元 术 的 演算 中 显得 十 分 重要 , 故 于 卷首 列 出 表示 多 项 式 乘 法 公 
式 的 诸 元 自 乘 演 段 之 图 ,以 备 列 方程 和 消 元 演算 之 用 。 由 于 没有 符号 代数 ， 
这 些 公式 以 传统 惯用 的 条 段 法 即 几何 方式 直观 表示 , 即 其 所 谓 的 “ 考 图 认 
之 ,其 理 显然 ”。 

朱 世 杰 在 “五 较 自 乘 演 段 之 图 ”后 又 注 日 :“ 夫 算 中 元 妙 , 无 过 演 段 ,如 积 


[C1] 朱 世 杰 . 四 元 玉 鉴 LA]. 郭 书 春 主 编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z1. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1208. 
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幽 征 , 莫 越 认 图 .”515 这 里 的 “元 ”, 指 天 元 术 、 四 元 术 ， 如 积 ? 是 用 天 元 术 列 
方程 的 术语 , 先 推演 /1(x) = A, 寄 位 ,再 推演 f,(x) = A, 与 寄 位 相 消 , 获 
得 天 元 式 ( 即 开 方 式 ) /1 (x) 一 /2(x) 一 f(x) 二 0, 对 于 二 (或 三 ) 次 方程 而 
言 ,其 中 A 往往 是 平面 (或 立体 ) 几 何 图 形 中 某 部 分 的 面积 (或 体积 ) ,推演 
f(x) 二 A, 就 叫 如 积 求 之 。 认 图 ,就 是 认 演 段 图 。 故 朱 世 杰 所 言 ,意思 是 说 
“四 元 术 的 奥妙 ,不 外 乎 演 段 , 以 天 元 术 列 方程 ,方法 幽 微 , 但 莫 过 于 辨认 演 
段 图 ”。 此 言 表明 ,卷首 演 段 图 也 是 通过 勾 股 图 形 分 析 代 数 关系 以 建立 方程 
的 依据 。 其 后 的 “四 象 细 草 假 令 之 图 ”都 是 根据 前 面 的 演 段 图 来 构造 方程 或 
方程 组 的 ,它们 可 以 帮助 我 们 理解 何谓 “如 积 幽 微 , 英 越 认 图 ”。 如 “一 气 混 
元 ”中 构造 一 元 五 次 的 天 元 式 , 其 关键 在 于 如 何以 天 元 式 将 勾 、 股 、 弦 表示 出 
来 。 演 算 过 程 中 利用 


(1) 
5 十 三 9 (2) 


其 中 : 式 (1) 为 今 式 ; 式 (2) 为 云 式 。 当 以 < 为 元 , 即 所 设 未 知 数 工 时 , 求 得 


关 二 让 二 下 十 Ke 一 下 三 (3) 
20 一 (c 十 0) 一 (CC 一 0) 一 9 | (4) 


演算 过 程 中 , 式 (3) 与 式 (4) 可 以 通过 演 段 图 获得 。 因 此 ,卷首 的 “ 演 段 
图 "不仅 是 作为 代数 运算 依据 的 乘法 公式 ,而 且 也 是 书 中 列 方程 而 分 析 数 量 
关系 的 依据 ,同时 也 是 将 多 元 转化 为 一 元 的 演算 依据 。 

其 次 ,我 们 来 分 析 《 四 元 玉 鉴 ) 卷 中 “ 明 积 演 段 门 ”中 演 段 的 意义 。 

“ 明 积 ”与 “ 锁 积 ” 或 “ 匿 积 ”相对 ,前 文 已 述 ,“ 锁 积 ” 与 “ 匿 积 ”都 是 指 代数 
方程 ,那么 “ 明 积 ”就 是 开 方 , 义 近 “ 释 锁 ”, 所 以 ,“ 明 积 演 段 ”就 是 对 有 关 直 田 
积 的 方程 问题 进行 演 段 。“ 明 积 演 段 门 ? 共 20 问 ,都 是 以 直 田 积 为 问 , 用 天 元 
术 列 方程 求解 ,其 中 5 个 二 次 方程 , 10 个 三 次 方程 ,3 个 四 次 方程 ,2 个 六 次 


[1 ] 朱 世 杰 . 四 元 玉 鉴 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 .数学 卷 [Z]j. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1209. 
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方程 。 除 其 中 的 5 个 二 次 方程 可 以 用 条 段 法 进行 直 田 演 段 而 获得 天 元 式 外 ， 
其 余 高 次 方程 均 无 需 用 刘 益 、 李 冶 的 条 有 段 法 进行 演 段 。 事 实 上 , 朱 世 杰 在 这 
里 全 用 天 元 术 进 行 演 段 , 演 段 过 程 中 利用 了 卷首 演 段 图 所 反映 的 代数 关系 
和 多 项 式 公 式 。 这 表明 , 朱 世 杰 超 越 李 冶 而 摆脱 了 几何 直观 ,其 演 段 是 比较 
抽象 的 和 形式 化 的 ,关于 一 般 高 次 方程 的 纯 代数 演算 。 

除 《 四 元 玉 鉴 》 外 ,《 算 学 启蒙 》(1299) 中 也 使 用 演 段 ,并 且 也 有 关于 演 段 
的 说 明文 字 。 其 卷 下 “ 开 方 释 锁 门 ?第 八 题 下 的 朱 世 杰 自 注 日 : 

按 : 此 以 古 法 演 之 ,和 步 自 乘 ,得 八 千 四 百 六 十 四 步 , 乃 四 段 直 积 ， 
一 段 较 蛙 也 。 列 积 ,四 之 ,得 八 千 二 百 八 , 减 之 , 余 有 较 窜 二 百 五 十 六 ， 
为 实 , 以 一 为 廉 ,平方 开 之 ,得 较 一 十 六 步 , 加 和 , 半 之 ,得 长 ,长 内 减 较 ， 
即 平 也 。 今 以 天 元 演 之 , 明 源 活 法 ,省 功 数 倍 。 假 立 一 算 于 太极 之 下 ， 
如 意 求 之 ,得 方 、 廉 , 隅 从 正人 负 之 段 , 乃 演 其 虚 积 , 相 消 相 长 , 脱 其 真 积 
也 。 予 故 于 逐 问 , 备 立 细 草 , 图 其 纵横 , 明 其 正 负 , 使 学 者 积 然 易 分 
晓 也 51 
朱 氏 所 称 “ 以 古 法 演 之 ”的 “ 古 法 ”, 当 指 “ 条 有 段 法 ”, 所 言 “ 今 以 天 元 演 

之 ”, 当 指 天 元 术 。 所 以 , 朱 世 杰 的 注 文 表明 ,条 段 法 ( 古 法 ) 和 天 元 术 都 是 演 
段 方 法 。 在 这 里 ,他 与 李 冶 在 《 益 古 演 段 ) 中 的 做 法 一 样 ,将 天 元 术 与 条 有 段 法 
进行 比较 。 和 算 家 建部 贤 弘 根据 这 段 关 于 天 元 术 的 注 文 ,在 《 缀 术 算 经 》 
(1722) 中 通过 直 田 问题 论述 天 元 术 应 用 时 ,也 指出 : 

如 十 法 ,将 直 积 围 成 四 方 ,中 央 容 长 平 差 宕 而 造 长 平和 有 圭 之 图 , 开 
平方 先 求 长 平和 。 于 此 题 ,其 理 虽 速 也 , 若 总 如 此 以 理 究 , 少 于 难题 役 
心 犹 可 察 理 , 竟 不 能 成 索 数 之 术 。 今 天 元 之 法 ,其 理 虽 幽 隐 者 , 然 速 得 
术 之 神 法 也 , 然 非 不 探 而 直 得 , 纯 以 因 乘 、 加 减 之 理 探 , 探 而 得 其 度 
者 也 52 
值得 注意 的 是 , 朱 世 杰 所 称 的 “ 假 立 一 算 于 太极 之 下 , 如意 求 之 ,得 方 、 

廉 、 隅 从 正 负 之 段 ”, 清 楚 地 说 明 , 演 段 目 的 就 是 要 获得 “ 方 . 廉 . 隅 从 正 负 之 
段 ”( 方 程 系数 ) ,其 “ 段 ” 的 意义 不 再 是 平面 图 形 几何 量 的 量词 ,如 其 “ 开 方 释 


[C1] 朱 世 杰 . 算 学 启蒙 LAJ]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 . 数学 卷 [Z1. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1183. 
[2] 建部 质 弘 . 缀 术 算 和 经 LM. 享 保 七 年 (1722). 内 阅 文 库 藏 抄本 . 
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锁 门 ?第 15 问 的 术 文中 称 ” 一 百 二 十 二 段 平 ,以 长 乘 之 ,为 一 百 二 十 二 段 
积 ”, 这 里 的 “ 段 ” 既 是 一 维 线段 的 量词 ,又 是 二 维 平面 图 形 的 量词 ,而 且 后 面 
的 题目 中 还 出 现 如 “三 段 方 台 积 、 四 段 圆 台 积 、 四 段 立 方 积 ” 的 三 维 立体 图 形 
的 量词 。“ 段 ”的 意义 不 再 局 限于 平面 图 形 , 几何 意义 在 淡化 ,代数 意义 在 增 
强 , 逐 渐 抽 象 为 各 类 数学 量 的 倍数 (系数 ) ,也 为 多 项 式 的 常 系数 。 

综 上 可 知 , 朱 志 杰 的 “ 演 段 ”不 再 拘泥 于 条 段 法 ,而 是 普遍 使 用 天 元 术 和 
四 元 术 , 是 以 多 项 式 演算 为 中 心 、 列 方程 为 目标 的 代数 演算 。 


1.3 ”对 明代 数学 中 “ 演 段 "的 考察 


天 元 术 在 元 代 末 年 仍 在 使 用 ,例如 沙 克 什 在 重修 《 河 防 通 议 》(1321) 时 
使 用 了 天 元 术 ,其 列 方程 步 又 与 李 冶 的 完全 一 致 。 但 至 明代 , 除 顾 应 祥 还 提 
到 天 元 术 外 ,其 余 明 代数 学 著作 均 未 出 现 天 元 术 。 顾 应 祥 在 《 测 圆 海 镜 分 类 
释 术 》 对 李 冶 《 测 圆 海 镜 ) 中 的 全 部 内 容重 新 分 类 进行 注释 ,但 他 把 原 书 中 用 
天 元 术 列 方程 的 内 容 全 部 删 掉 ,并 认为 : 

但 其 每 条 下 细 草 , 虽 径 立 天 元 一 ,反复 合 之 ,而 无 下 手 之 术 , 使 后 学 

之 士 茫然 无 门路 之 可 入 。 轰 不 自 撰 ,每 章 去 其 细 草 , 立 一 算术 ,又 以 其 

所 立 通 勾 边 股 之 属 ,各 以 类 分 之 上 11 

可 见 顾 应 祥 知道 有 天 元 术 但 不 能 理解 ,更 不 会 应 用 。 其 他 明代 数学 家 
的 著作 中 均 未 涉及 天 元 术 与 四 元 术 , 可见 宋 元 时 期 以 代数 方程 为 中 心 的 筹 
算 代数 演算 方法 在 明代 失传 了 。 但 “ 演 段 ”这 一 术语 在 明代 尚未 完全 绝迹 ， 
根 笔 者 考查 , 王 文 素 的 ( 算 学 宝 鉴 )(1524)、 周 述 学 的 《神道 大 编 历 宗 算 会 》 
(1558) 与 程 大 位 的 《算法 统 宗 》(1592) 这 三 本 书 中 有 之 ,它们 均 取 自 于 杨辉 
的 著作 。 

《 算 学 宝 鉴 )1524) 有 两 处 出 现 “ 演 段 ”, 一 是 卷 十 六 “平方 ”, 另 是 卷 三 十 三 
“ 共 积 开平 方 ”521。 卷 十 六 “平方 *, 介 绍 开 平方 和 开 带 从 平方 ,内 容 采 自 杨辉 
《田亩 比 类 乘除 捷 法 》, 并 引 杨辉 (乘除 通 变 本 末 )》 之 “ 习 算 纲目 ”中 语句 的 : 


[13] 顾 应 祥 .《 测 圆 海 镜 分 类 释 术 》 自 序 . 
[52] 王 文 素 . 算 学 宝 鉴 LA]. 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 ， 数学 卷 LZ]. 第 2 册 . 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ， 
1993:; 557. 
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开 方 乃 算法 大 节目 , 勾 股 、 旁 要 、 演 段 、 锁 方 多 用 , 例 有 七 体 。 一 日 

开平 方 ,二 日 开平 加 ,三 卓 开 立方 ,四 日 开 立国 ,五 日 开 分 子 方 ,六 日 开 

三 乘 以 上 方 ,七 目 带 从 开 方 ,并 载 少 广义 股 二 章 512 

所 附 图 与 (田亩 比 类 乘除 捷 法 ) 杨 辉 所 补 的 “法 图 一样, 与 列 方程 无 关 ， 
是 开 方法 的 几何 表示 图 ,以 几何 方式 解释 解 方程 算法 。 

卷 三 十 三 “ 共 积 开平 方 " 旨 在 介绍 带 从 开 方 ,以 已 知 两 个 平面 图 形 的 面 
积 和 发 问 。 本 卷 仅 前 三 题 有 “ 演 段 ”第 一 题 为 “ 古 题 ", 引 杨辉 (田亩 比 类 乘 
除 捷 法 ) 的 一 个 问题 ,第 二 ,第 三 两 题 为 王 文 素 所 拟 ,这 些 问题 的 “ 演 段 图 ”也 
是 用 来 解释 开 方 算法 。 

显然 , 王 文 素 ( 算 学 宝 鉴 中 的 演 段 完全 来 自 杨 辉 著作 ,与 列 方程 无 关 。 

《神道 大 编 历 宗 算 会 )1558) 卷 四 中 的 “ 翻 法 演 段 图 ”也 是 开 方法 的 几何 
解释 图 (如 图 1. 9) ,无 涉 列 方程 的 代数 演算 ,应 该 也 是 受 杨辉 的 影响 。 
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图 1.9 《神道 大 编 历 宗 算 会 ) 中 的 演 段 "?] 


《算法 统 宗 X1592) 卷 下 有 两 处 也 提 到 “ 演 段 ”, 一 是 卷 三 “ 田 盏 演 段 根源 
图 解 ”《 如 图 1. 10) ,二 是 卷 六 “ 少 广 ” 中 的 “ 演 段 根源 开 方 图 解 ”《 如 图 1. 11)。 


[C1] 王 文 素 . 算 学 宝 鉴 LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 [Z1. 第 2 册 . 郑州 : 河 
南 教育 出 版 社 ,1993: 138. 

[2] 周 述 学 . 神道 大 编 历 宗 算 会 LAJ. 续 修 四 库 全 书 (1043, 子 部 . 天文 算法 类 )LZ]. 上 海 : 上 海 古 
籍 出 版 社 ,1995: 646. 
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《算法 统 宗 》 中 的 “ 演 段 根源 开 方 图 解 “2? 


图 1.11 


C1] 程 大 位 .算法 统 宗 [A]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 2 册 . 郑州 : 河南 


教育 出 版 社 ,1993: 1318. 


[2] 程 大 位 .算法 统 宗 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 


教育 出 版 社 ,1993: 1318. 
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所 谓 “ 田 亩 演 段 根源 图 解 ”, 是 通过 将 图 形 的 边 长 直径 按 度量 单位 进行 
分 割 ,以 度量 形式 解释 平面 图 形 的 面积 公式 ,与 二 次 方程 无 关 , 更 与 列 方程 
无 关 。 这 样 处 理 可 能 受 《 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 内 容 的 影响 ,误解 了 杨辉 
使 用 演 段 的 意图 。 

在 “ 演 段 根 源 开 方 图 解 ” 中 , 程 大 位 注释 日 : 

夫 算 之 术 , 入 则 诸 门 ,出 则 直 田 。 盖 直 田 能 致 诸 用 而 有 此 说 。 故 立 

演 段 , 盖 欲 演算 之 片段 也 。 知 片段 , 则 能 穷 根源 , 既 知 根源 ,而 心 无 蒙昧 

锋 。 今 摘 数 问 , 详 注 图 解 ,以 明 后 学 ,其 余 自 可 引 而 伸 之 ,不 待 尽 述 [1 

这 段 文字 引 自 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 但 却 并 注 明 出 处 。 此 注 文 之 
后 列 有 一 题 : 已 知 直 田 积 .长 阔 差 , 求 长 \ 阔 。 此 题 也 引 自 《田亩 比 类 乘除 捷 
法 》, 并 给 出 带 从 平方 图 . 减 从 翻 法 图 ,这 些 演 段 图 旨 在 揭示 开 方 运算 的 几何 
本 质 ,以 证 明 开 方 运算 的 正确 性 。 

程 大 位 的 “ 演 段 ” 既 用 在 算术 题 中 ,也 可 用 在 方程 题 中 ,但 其 “ 演 段 ”, 不 
是 用 来 列 方程 ,而 是 用 来 说 明 解 方程 的 几何 本 质 。 

考察 明代 这 三 部 算 书 中 的 演 段 可 知 ,它们 都 抄录 于 杨辉 著作 , 演 段 方法 
虽 是 条 有 段 法 ,但 其 含义 与 宋 元 时 期 的 布 列 多 项 式 方程 的 “ 演 段 ”含义 不 同 ,无 
代数 演算 之 意 ,显然 与 受 杨辉 以 演 段 图 解释 开 方 法 的 误导 有 关 。 这 一 现象 
表明 宁 元 发 达 的 “ 演 段 ”代数 演算 方法 在 明代 消亡 了 。 


1.4 ”对 和 算 中 “ 演 段 意义 的 考察 


“ 演 段 ”概念 和 天 元 术 随 《 算 学 启蒙 ) 和 《杨辉 算法 ) 在 日 本 的 传播 而 被 和 
算 家 所 接受 ,并 加 以 发 展 。 特 别 是 ( 算 学 启蒙 ) 中 的 通过 几何 图 形 构建 代数 
关系 ,以 天 元 术 求 解数 学 问题 的 几何 代数 化 模式 ,对 和 算 影 响 最 为 显著 ,以 
致 这 种 代数 化 儿 何 成 为 和 算 一 大 特色 "2?2,， 和 算 的 演 段 方法 与 几何 问题 研究 
有 着 密切 的 关系 。 

自 ( 算 学 启蒙 的 传 信 ,至 《发 微 算法 》( 关 邦和 ,1674) 的 成 书 ( 如 图 


[1] 程 大 位 .算法 统 宗 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通论 。 数学 卷 [Z1. 第 2 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1318. 
[2] 徐 泽 林 . 吴 方 法 与 和 式 几 何 研究 [J]. 自然 科学 史 研 究 .2008.27(4): 471 - 484. 
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1. 12) ,尽管 天 元 术 不 断 出 现 于 江 户 初期 的 和 算 书 中 ,但 “ 演 段 ”概念 并 
未 出 现 。 最 初 使 用 “ 演 段 ”这 一 术语 的 是 关 孝 和 的 《发 微 算法 》。 该 书 
序 称 : 


明 寺 立 | 
萃 .十 向 数 ; 条 ,所 ' 十 不 为 多 了 克 介 了 
于 时 家 才 时 二 生 下 加 到 | 下 于 SN| 7 区 
4 i No- 注 sy 

本 ， 方 , 捅 至 昌 和 已 局 文 | “ 围 成 分 要 会 十 

司 | 之 殉 出 了 天 甲 1 机) 己基 ,个 问 . 一 
于 | 人 合议 | 上 一 窑 成 分 二 十 从) 机 仿 | 条， 
了 也 个 页 条 ,之 -加 千 人 请, 数 拱 , 百 了 时 各 有 pa 
问 | 也 之 ,等 ,十 六 至 数 得 之 | 上 | 四 ”而 十 去 数列 甬 | 家 
石 括 祝 于 十 玫 半 二 作 育 书 散 七 从 ,而 个. 所 | 法 

| . 嫩 昌 省 7 杂工 十 枚 两 其 | 到。 数 而 稚 二 开 再 难 | 月 
这 也 得 . 方 来 ,也 至 .本 基 T+， 省 凡 拓 数 数 自 只 | 之 

考 是 . 央 铃 方 .条 二 太 于 ” 济 孝 十 而 着 案 , 云 | 得 
Ee 刚 ; 方 ,是 次 . 方 二 记 演 ||| 条 MW 汕 着 散 胡 类 之 ; 列 | ,本 
> 篇 永 / 起 (次 七 和 名. 阮 ||| 永 主角 而 数 .本 去 币 ,: 

之 和 4 下 币 / 胸 ，) 条 ,再 太 ||| 检 种 村 下 者 立 其 1 
要 ) 手 二 而 两 胸 , 方 自净 六 六 站 数 少 , 重 = 
燃 入 ,由 用 再 Ti! 次. 条, 是 十 入 着 寺 ' 寺 | 

| 之 页 以 册 顺 (C) 数 ,QO 次 工 羡 蚁 立 百 
总; 素 和 亚 稍 ， 负 网 zy 匀 , 立 7| | 去 百 寸 入 七 


图 1.12 《发 微 算法 ) 中 的 演 段 1) 
项 岁 , 算 学 行 于 世 甚 疼 。 或 立 其 门 、 或 著 其 书 者 ,不 可 枚 举 也 。 效 
有 《古今 算法 记 》, 设 难题 一 十 五 问 , 引 而 不 发 笑 。 尔 来 四 方 之 算 者 、 昌 
手 之 \ 其 理 高 远 而 苦难 晓 。 且 未 睹 其 答 书 。 予 党 有志 斯 道 , 故 发 其 微 
意 , 注 术 式 ,而 深 藏 管 底 , 以 丽 外 见 侨 。 我 门 之 学 徒 成 日 , 底 几 角 梓 广 
其 传 ,然则 为 未 学 之 徒 ,不 无 小 补 。 仍 不 顾 文理 之 拙 应 其 需 , 名 日 (发 微 
算法 》。 至 其 演 段 精微 之 极 , 依 文 繁多 而 事 混杂 , 省 略 之 , 犹 俊 后 贤 之 学 
者 和 欲 正 看 而 已 。 于 时 延 宝 二 岁 在 甲 寅 十 二 月 几 望 , 关 氏 孝 和 叙 上 [21 
序 中 所 谓 * 演 段 精微 之 极 ”, 指 书 中 第 14 问 求 解 中 推演 1 458 次 方程 的 
过 程 ( 如 图 1. 12)。《 发 微 算法 ) 是 以 天 元 术 解 答 泽 口 一 之 (Sawaguchi 
Kazuyuki, 生 卒 年 不 详 ) 所 著 《 古 今 算 法 记 》(1671)15 个 遗 题 的 著作 , 关 孝 和 
把 他 用 天 元 术 推 注 高 次 方程 的 过 程 称 作 “ 演 段 ”, 但 受 篇 幅 限 制 , 书 中 没有 记 


[1] 并 邦和 . 三 微 算法 LMJ. 延 宝 二 年 (1674). 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 藏 . 登录 号 : ws001069 , 索 
书号 : 林 文 康 0025. 

[2 ] 关 孝 和 . 绩 微 算法 LMJ. 延 宝 二 年 (1674). 东北 大 学 冈 书 馆 狩 野 文康 藏 . 登录 号 : ws001069 , 索 
书号 : 林 文 库 0025. 
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录 “ 演 段 ” 过 程 ,导致 当时 的 和 算 家 乃至 后 世 的 和 算 史 研究 者 多 不 明 关 氏 “ 演 
为 让 世人 了 解 关 氏 演 段 过 程 与 演 段 方法 的 意义 ,建部 贤 弘 著 《 发 微 算法 

演 段 详解 》 贞 享 二 年 ,1685)( 如 图 1. 13), 书 中 首 列 “ 演 段 起 例 ”: 
凡 题 有 见 、 隐 、 伏 三 类 , 见 题 以 全 、 折 之 法 随 正 、 变 二 形 求 所 问 ; 隐 题 
立 天 元 一 得 真 . 虚 二 数 求 所 问 。 此 二 题 之 术 《 算 学 启蒙 》 现 其 法 则 。 然 
虽 立 天 元 一 如 意 求 之 , 相 消 数 容易 而 难 见 , 则 云 伏 题 也 。 伏 题 有 单 伏 、 

众 伏 , 以 记 于 此 书 之 演 段 , 推 时 不 云 单 伏 、 众 伏 , 共 得 恬 术 。 


人 5 | 生地 和 和 和 车 

于 下 入 音效 下 相生 

提 注 下 术 下 形 * 厌 得 
深 直 中 要 下 ， 
和 时 


图 1.13 《发 微 算法 演 段 详解 ) 中 的 旁 书法 与 演 自 

如 右 云 相 消 数 难 见 时 ,本 术 以 所 出 者 为 民有 , 别 立 天 元 一 , 通 正 负 
段 数 , 穷 书 其 名 ,如 常 相 消 得 式 。 本 术 出 何某 震 而 演 段 , 立 何 某 时 ,以 自 
右 得 式 , 初 廉 ,次 第 何某 因 、 何 某 三 乘 辕 、 何 某 五 乘 早 等 , 迄 隅 相 乘 ,加 入 
实 与 方 ,而 成 归 除 式 , 实 自 乘 寄 左 , 方 守 乘 何某 辕 , 相 消 后 分 正 负 , 求 寄 
左 数 与 相 消 数 而 起 本 术 。 本 术 出 何某 再 乘 款 而 演 段 , 立 何某 时 ,以 自 右 
得 式 , 次 廉 ,次 第 何某 再 乘 宗 、 何 某 五 乘 守 何某 八 乘 辕 等 , 迄 阳 相 乘 ,加 
入 实 \ 方 与 初 廉 ,而 成 平方 式 , 实 再 自 乘 、 方 再 乘 需 相 乘 于 何某 再 乘 守 、 
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廉 再 乘 辕 相 乘 于 何某 五 乘 款 ,三 位 并 而 寄 左 。 实 方 廉 相 乘 , 相 乘 于 何某 
再 乘 需 ,三 之 , 相 消 后 分 正 负 , 得 本 术 之 求 寄 左 数 与 相 消 数 。 三 乘 知 以 
上 者 ,位 数 繁 多 , 故 略 之 , 求 之 者 以 消长 式 得 也 。 
又 有 求 前 后 两 式 而 用 方程 正 负 之 术 者 ;也 有 用 维 乘 之 法 者 ;也 有 用 
消长 式 者 ;也 有 用 加 减 反复 者 ;也 有 不 立 天 元 一 而 用 分 合 直 本 者 ;各 应 
所 得 之 式 , 随 所 问 之 题 而 求 寄 与 消 ,而 可 起 术 。 诸 位 遍 可 约 者 约 之 , 遍 
可 省 者 省 之 ,等 夹 空 阶 者 缩 之 。 
为 众 伏 者 , 演 段 之 内 重 几 度 演 段 而 求 之 。 然 半 学 之 徒 非 口诀 得 心 
难 成 乎 ? 51 
根据 这 段 “ 演 段 起 例 ” 所 述 以 及 书 中 演 段 的 算 例 ,可 知 关 孝 和 的 “ 演 段 
法 ”包括 以 下 几 方 面 内 容 : 
Q@ 天 元 术 与 旁 书法 : 别 立 天 元 一 , 画 正 负 段 数 , 旁 书 其 名 ,如 常 相 消 
得 式 ; 
一 六 | 


B 
© 消长 法 , 即 对 - 


形式 的 方程 组 的 消 元 法 ; 
A 人 十 Aiy 和 十 … 十 A,y ”= 二 0 


A。 十 Aiy A ”一 
(@ 机 式 , 即 对 


0 
, 形式 的 方程 组 的 消 元 法 ; 


B, | Biy eo. B,, yy” 

@ 消 元 过 程 中 还 含有 正 负 方程 术 、 维 乘法 、 加 减 反 覆 "“2]; 

@ 还 有 不 立 天 元 一 而 用 直接 用 分 合 之 术 .57 的 情形 。 

所 谓 旁 书法 ,和 算 家 概括 为 “ 画 正 负 段 数 , 旁 书 其 名 ”, 即 多 项 式 的 常 系 
数 用 算 码 表示 ,已 知 量 和 未 知 量 的 名 称 用 汉字 或 汉字 略 书 表示 , 书 于 常 系数 
的 筹码 一 旁 ,代数 运算 变 成 这 些 筹码 及 其 旁 书 的 文字 符号 运算 。 与 欧洲 人 
用 拉丁 文字 作为 数学 符号 表示 数学 量 与 数学 关系 ,把 代数 运算 变 为 符号 运 
算 一 样 , 旁 书 法 是 一 种 符号 代数 。 不 过 ,和 算 旁 书法 的 代数 演算 是 以 天 元 术 
为 中 心 的 , 缺少 运算 符号 与 关系 符号 。 后 来 , 松永 良 弹 (Matsunaga 
Yoshisuke, ? 一 1744) 对 此 加 以 改进 而 使 其 成 为 一 般 化 的 代数 演算 法 ,又 称 


[1] 建部 里 弘 . 丝 微 算法 演 段 庐 解 [M1]， 真 享 二 年 (1685). 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文 库 藏 . 登录 另 : 
ws001212, 索 书 吨 : 林 文 库 0037. 

[C2] 正 负 方程 术 , 指 《 九 章 算术 ) 中 的 “方程 术 ”; 维 乘法 即 互 乘 相 消 法 ;加 减 反 覆 , 指 两 个 多 项 式 之 
间 反 复 加 减 , 以 消去 某 些 项 。 

[C3] 分 合 之 术 , 指 多 项 式 的 分 离 与 组 合 。 
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之 为 点 窗 术 5.17( 最 上 流 始 祖 会 田 安 明 (Aida Yasuaki，1747 一 1817) 为 了 与 
关 流 作 区 别 , 把 点 帘 术 称 作 天 生 法 )。 
由 于 天 元 术 的 使 用 ,特别 是 代数 化 几何 问题 的 日 趋 复杂 化 ,导致 解 题 过 
程 中 需要 引进 更 多 的 辅助 未 知 数 。 关 孝 和 根据 未 知 数 多 少 ,把 数学 问题 分 
见 题 (不 用 天 元 术 的 问题 )、 隐 题 (用 一 个 未 知 数 的 天 元 术 问 题 )、 伏 题 (用 多 
个 未 知 数 的 天 元 术 问 题 ) 三 类 。 建 部 贤 弘 的 “ 演 段 起 例 ” 称 “ 伏 题 有 单 伏 、 众 
伏 , 以 记 于 此 书 之 演 段 ”, 表 明 《 发 微 算法 ) 的 演 段 内 容 是 “ 单 伏 、 众 伏 ” 问 题 。 
所 谓 单 伏 , 指 二 元 方程 组 ,所 谓 众 伏 , 指 三 元 以 上 方程 组 。 因 此 ,《 发 微 算法 》 
中 的 “ 演 段 ”, 主 要 是 以 消 元 为 中 心 的 求解 多 元 方程 组 的 代数 演算 方法 。 多 
元 方程 组 消 元 归结 为 两 个 联 立 的 一 元 高 次 方程 ( 开 方式 ) 之 间 的 消 元 (和 算 
称 之 为 两 式 ) , 它 可 以 通过 一 系列 的 线性 运算 转换 成 齐 次 的 方程 组 ,其 系数 
行列 式 的 终结 式 就 是 消 元 的 结果 。 为 此 , 关 孝 和 在 世界 数学 史上 首次 引入 
求 行列 式 终结 式 的 代数 演算 “2 工 《 发 微 算法 》 之 后 《 解 见 题 之 法 》《 解 隐 题 
之 法 》,《 解 伏 题 之 法 ) 成 为 关 流 数学 中 最 基本 的 数学 内 容 , 被 称 作 “ 三 部 抄 ”， 
两 百 多 年 间 不 断 被 传 抄 ,又 被 收录 于 《大 成 算 经 X(1711)。 
在 关 孝 和 的 著作 中 ， 段 ?是 “ 段 数 ?之 略语 ,也 即 多 项 式 系数 的 意思 。 如 
《发 微 算法 ) 第 五 题 : 
今 有 甲乙 .两 、 丁 .成 立方 各 一 ,只 云 甲 积 与 乙 积 相 并 , 共 寸 立 积 七 
百 坪 , 又 两 、 丁 .成 积 各 三 和 , 共 寸 立 积 五 百 坪 , 问 甲乙 .两 . 丁 、 成 方面 
各 几何 ? 乃 甲乙 、 丙 、 丁 、 戊 方面 之 差 ,各 同 寸 也 。 
答 日 : 依 左 术 , 得 太 方 面 。 
术 日 ; 立 天 元 一 为 戊 方面 ,再 自 乘 之 ,为 戊 积 , 寄 子 位 。 列 并 先 云 数 
[三 段 ] 与 子 位 [一 十 五 段 ], 得 内 减 又 云 数 [七 段 ], 余 寄 丑 位 。 列 并 先 云 数 
[九段 ] 与 又 云 数 [ 九 十 一 段 ], 得 内 减 子 位 [二 百 五 十 五 段 ], 余 寄 寅 位 。 子 位 
紧 , 丑 位 相 乘 [二 千 一 百 八 十 二 万 九 千 五 百 段 ], 子 位 、 丑 位 、 寅 位 相 冬 [一 十 
七 万 七 千 三 百 三 十 段 ], 右 三 位 相 并 ,得 数 寄 左 。 子 位 、 寅 位 辕 相 乘 [六 千 六 


[1] 又 称 作 归 源 整 法 ,后 来 松永 良 凶 受 延 闽 藩 主 内 芯 政 树 (1703 一 1766) 之 命 , 将 其 改名 为 点 窗 术 。 
点 定 的 本 意 是 添 前 的 意思 , 指 对 文章 的 加 工 处 理 。 在 对 数学 式 子 进行 添 . 前 处 理 时 也 有 似 点 
审 , 故 用 此 语 。 

[52] 后 膝 武 史 , 小 松 彦 三 郎 。17 世纪 日 本 上 18 一 19 世纪 西洋 O 行 列 式 .终结 式 及 从 判别 式 [A]. 
数学 史 外 研究 ,京都 大 学 数理 解析 研究 所 讲究 钞 (1392)[C],2004: 117 - 129. 
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百 段 ], 寅 位 再 自 乘 [ 四 十 九段 ], 右 二 位 相 并 ,得 数 与 寄 左 相 消 ,得 开 方 式 , 八 
乘 方 开 之 ,得 戊 方 面 。 仍 推 前 术 , 得 甲乙 ` 丙 . 丁 方面 ,各 合 问 511 

其 中 把 f(x) = ao 十 a1x 1 … 十 dz” 或 ao 十 az 十 
Fz 十 … 十 asx” 一 0 的 系数 ww 称 作 “ 段 数 ”。 

延 宝 (1673 一 1680) 至 宝 永 (1704~1710) 年 间 , 是 和 算 发 展 的 易 盛 时 期 ， 


2 3 
op oi ig 


也 是 以 天 元 术 为 中 心 的 代数 学 发 展 的 重要 时 期 ,其 间 出 现 的 和 算 书 大 多 以 
天 元 术 为 中 心 ,主要 有 


《发 微 算法 兴 关 孝 和 ,1674) 

《算法 明 解 兴 田中 由 真 ,1678) 

《 研 几 算法 兴建 部 贤 弘 ,1683) 

《发 微 算 法 演 段 详解 兴建 部 贤 弘 ,1685) 
《三 部 抄 》( 关 孝 和 ,1685 年 前 后 ) 

《 明 元 算法 兴 富 城 清 行 ,1689)( 如 图 1. 14) 
《一 极 算 法 兴安 蔷 吉 治 ,1689) 

《算法 发 挥 兴 井 关 知 辰 ,1690)( 如 图 1. 15) 


.14 《 明 元 算法 》(1689) 中 的 演 段 .27 


| © O OO [sl 
a i 盟 未 凡 多 十 太 | | 旺 长 
序 宇 训 名 共生 年 CS 
| 加 六 训 | 法 [和 
:十 光洁 注 瘟 隐 $ 生 人 也 /A 吉 例 下 
,ok 曾 和 设 恕 展 | 
.9 区 帮 坤 挤 交 2y 示 只 各 二 和 第 
/四 权 训 发 下 
这 商 俏 为 1 竹 萄 记 所 北 二 
全 方 卫 独 太 福 碍 有 全 时 
各 让 包 区 娄 外 了 三 人 入 于 
中 人 丙 河 人 二 /也 率 二 入 册 
gp 好 站 其 妈 妇 作伪 玫 条 交 
-一 从 bp 7 
和 轴 清 FP 
| 下 方 行 到 部 4 肌 作 衔 汕 
和 黄 恬 菇 1 吉文 在 在 


1.15 《算法 发 挥 》)(1690) 中 的 演 段 3] 


] 柴田 清 行 . 明 元 算法 [M1. 元 禄 二 年 (1689). 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文 库 藏 . 登录 号 : 


] 井 关 知 辰 . 算法 葬 挥 LM]. 元 禄 三 年 (1690). 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 藏 . 登录 号 : 


] 于 孝 和 . 化 微 算法 [Mj]. 延 宝 二 年 (1674). 东北 大 学 国 书 馆 狩 野 文 库 藏 . 登录 号 : ws001069 , 索 


书号 : 林 文 库 0025. 

ws007147， 
索 书 号 : 林 集 书 0409. 

ws005624， 


索 书 号 : 网 本 刊 063. 


《 算 学 启蒙 详解 大 成 》( 建 部 质 
1690) 


“ 演 段 "的 演变 与 东 3 


弘 ， 


《七 乘 寡 演 段 》 中 根 元 让,1691) 
《和 汉 算 法 兴 富 城 清 行 ,1695) 


《算法 天 元 录 》( 西 胁 利 忠 ,1697)( 如 


图 1. 


16) 


《算法 天 元 指南 》( 佐 藤 茂 春 ,1698) 


《算法 天 元 樵 谈 录 》( 中 村 政 荣 ， 


1702) 


这 些 天 元 术 著 作 普 遍 使 用 “ 演 段 ” 概 
念 ,其 意义 与 关 氏 演 段 大 体 相同 , 即 解 伏 
题 的 代数 演算 ,而 且 使 用 的 代数 学 术语 
也 基本 一 致 ;' 如 中 村 政 革 (Nakamura 
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图 1.16 《算法 天 元 录 》(1697) 
中 的 演 段 1) 


Seiei, ? 一 1746) 在 《算法 天 元 樵 谈 集 》(1702) 中 释 天 元 术 日 : 

天 元 术 不 好 刻 事 , 适 等 而 相 消 也 。 适 等 立 虚 真 二 数 , 或 加 或 减 ， 
两 位 同 数 而 相 消 , 故 自然 解 好 问 。 见 题 全 折 法 而 寻求 归 除 、 相 有 来、 平 
方 、 立 方 等 , 故 不 能 解难 问 。 今 天 元 隐 题 而 名 其 所 问 者 , 立 天 元 一 ， 
相 加 、 相 减 、 自 乘 、 相 乘 而 相 消 , 故 不 求 得 平方 立方、 三 乘 方 \. 以下， 
以 解难 问 , 术 有 单 伏 、 众 伏 , 旁 几 立 ,未 生 一 ,得 田 式 ,两 式 演 段 ,以 起 


为 何 关 流 以 外 的 和 算 家 也 使 用 劳 书 法 和 演 段 术 , 他 们 是 独创 还 是 来 源 
于 关 流 数学 , 尚 不 明确 。 就 著作 时 间 而 言 , 关 氏 《发 微 算法 ) 为 早 , 故 建部 贤 
弘 在 《发 微 算法 演 段 谚 解 ) 中 称 :“ 抑 此 演 段 ,和 汉 算 者 未 所 发 明 也 , 诚 可 谓 师 
之 新 意 之 妙 则 , 冠 绝 古今 也 。”'32 明 确 指 出 演 段 法 为 关 孝 和 所 创 。 笔 者 认 
为 , 关 流 以 外 和 算 家 的 演 段 法 当 来 源 于 关 流 著作 。 


C1 


ES 


EE 


西 肠 利 忠 . 算法 天 元 人 录 [M]. 元 禄 十 年 (1697). 
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除 用 于 解 伏 题 场合 外 ,和 算 “ 演 段 ”概念 还 在 其 他 数学 问题 中 使 用 ,例如 


关 孝 和 的 《 括 要 算法 (1712) 中 就 有 “ 角 术 演 段 ”( 如 图 1. 17) 和 " 诸 乘 埃 演 段 ” 


(如 图 1. 18)。 


《4 人 RE 弟 思 [已 塞 几 丰 所 到 条 秘 疾 直 志 什 ， 
怨 全 和 条 区 1 家 << 抽 人 听 作 驻 卫 村 [中 详 
打 计 时 家 寺 当 了 秩 叶 培 本 0 1: 人 4 六 
< 一 和 | Of 疙 
和 生 其 委 了 了 全 必 民 从 几 入山 一 
MW 和 村 训 K 他 蜂 四 外 代 开 全 旭 阿 长 
怒 太 十 发 富 件 和 如上 赚 一 Cc 至 络 sd 〇 家 昨 条 划 开 
WH 铀 久久 人 直人 长 幅 和 Y OO 三 芋 质 > 吴 乱 由 本 全 


图 1.17 《 括 要 算法 》 中 的 角 术 演 段 11 


辣 )， [ 达 岩 ,(- 漠 注 训 秦 { 仆人 AX { 吕 流 汪 夫 歼 
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1. 18 《 括 要 算法 》 中 的 翅 积 演 段 [2 1 
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第 1 章 “ 演 段 "的 演变 与 东亚 代数 方法 的 发 展 029 


所 谓 角 术 , 即 给 出 正 多 边 形 (角形 ) 边 长 a( 面 ) ,寻求 边 长 a 与 外 接 
圆 半径 尺 ( 角 中 径 ) 内 切 圆 半径 >( 平 中 径 ) 之 间 的 代数 关系 以 列 出 以 
下 系列 的 代数 方程 式 , 解 这 些 方程 式 而 求 外 接 圆 半径 R 和 内 接 圆 半 
径 r。 


三 角 : 1 一 12r* = 二 0, 1 一 3R* 一 0; 


四 角 : 2r 二 a, 一 1 十 2R* = 二 0; 


五 角 : 一 1 十 40r 一 80r! 二 0, 一 1 十 5R’ 一 5R 一 0; 
六 角 : 一 3 十 4r” = 二 0, R= 二 a; 


七 角 : 一 1 十 84r 一 56r' 十 448 = 二 0, 一 1 十 7R? 一 14R 十 7R = 0; 
八角 : 一 1 一 4r 十 4r? = 二 0, 一 1 十 4R* 一 2R' 一 0; 


九 角 : 一 1 十 1327 一 432r' 十 192 二 0, 一 1 十 6R? 一 9R 十 3R 一 0; 
十 角 : 5 一 4077 十 16r' 二 0, 一 1 一 R 十 R* = 0; 
十 一 角 : 一 1 十 220r* 一 5 280r! 十 29 568r* 一 42 2407 十 11 264r"” 一 0， 
一 1 十 11R2: 一 44R' 十 77R’ 一 55R* 十 l11R”* 一 0 
这 一 场合 , 演 段 虽 并 非 消 元 演算 ,但 其 演算 核心 仍然 是 推演 代数 方程 式 
的 代数 演算 ,以 说 明 这 些 角 术 公式 的 由 来 。 
在 埃 积 术 场 合 , 诸 乘 埃 演 段 主 要 是 推演 关于 底子 (项 数 )2 的 埃 积 


公式 


S, (2 一 1) = Pp a n? tt! 


力 十 二 6 


这 些 埃 积 公式 也 是 多 项 式 , 所 以 埃 积 演 段 仍 然 是 推演 多 项 式 的 代数 演 
算 , 以 说 明 各 种 抬 积 公 式 的 由 来 。 

关 流 《 伏 题 免 许 目 录 》 中 除 “ 伏 题 演 段 ”外 ,还 有 其 他 问题 的 演 段 ,例如 学 
士 院 所 藏 芯 田 贞 资 (Fujita Sadasuke，1734 一 1807) 抄 写 的 关 流 免 许 目录 
如 下 : 

一 见 题 免 许 
河 图 、 洛 书 、 三 成 .大 极 、 四 和 象 、 大 数 、 小 数 . 诸 率 、 算 法 草 术 、 加 减 乘 
除 之 法 ;开除 法 、 九 章 、 平 吉 解 术 、 圆 法 玉 率 及 弧 矢 弦 玉 欠 论 , 诸 法 根源 、 


Ny 


B 和 算 中 源 


Dk 
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诸 法 慎 始 、 统 术 、 点 窜 、 筹 策 、 一 算 盈 月 、 之 分 法 、 统 术 解 、 同 秘 传 、. 同 目录 
之 解 . 单 伏 点 富 、 再 来 和 门 、 总 括 、 见 题 冀 奥 。 
和 二 隐 题 免 许 
太极 、 全 积 门 .差分 门 . 因 积 门 、 义 股 门 、 互 换 门 .形容 门 、 截 积 门 、 收 
约 门 、 杂 式 门 、 诸 角 门 .分 合 、 形 写 兑换 盔 缩 、 色 股 交 化 之 法 、 隐 题 冀 奥 。 
第 三 伏 题 免 许 
无 极 、 单 伏 演 段 、 众 伏 演 段 、 单 伏 起 术 、 维 乘 、 两 式 演 段 ,方程 演 段 、 
交 商 、 商 一 演 段 、 因 府 、 消 长 又 日 加 减 反复 、 起 率 演 段 .两 义 式 、 潜 伏 式 、 
造化 式 . 诸 角 经 术 、 解 伏 题 强 奥 、 交 式 锋 乘 之 解 5 1 
其 中 “方程 演 段 ”"、“ 商 一 演 段 ”、“ 起 率 演 段 ”等 都 与 消 元 法 无 关 , 用 法 
与 4 括 要 算法 》 之 “ 角 法 演 段 "“ 诸 乘 埃 演 段 ”的 用 法 相 类 ,多 系 与 多 项 式 
有 关 的 代数 演算 ,主要 用 来 说 明 “ 算 法 ”的 由 来 ,有 时 又 被 称 作 “ 解 义 ”。 
其 实 ,在 《发 微 算法 》 中 关 孝 和 并 没有 明确 限定 “ 演 段 ?概念 只 用 于 解 
伏 题 ,也 就 是 说 ,用 天 元 术 和 消 元 法 解答 《古今 算法 记 》 的 15 个 遗 题 是 演 
段 , 但 并 不 意味 只 有 这 种 场合 的 代数 演算 才 是 演 段 。 建 部 贤 弘 在 《发 微 
算法 演 段 谚 解 )* 演 段 起 例 ” 称 “ 伏 题 有 单 伏 、 众 伏 , 以 记 于 此 书 之 演 段 ”， 
只 是 说 明 《 发 微 算法 ) 中 的 演 段 内 容 是 “ 单 伏 、 众 伏 ” 问 题 ,并 没有 说 明 演 
段 只 是 “ 单 伏 、 众 伏 ” 问 题 。 他 后 来 在 《大 成 算 经 中 又 对 演 段 法 进一步 解 
释 道 :“ 演 段 者 , 述 隐 、 伏 、 潜 之 题 之 术 也 。”5? 由 此 可 见 , 演 段 就 是 解 隐 
题 . 伏 题 、 潜 题 的 数学 方法 。 其 中 隐 题 、 伏 题 需 要 使 用 天 元 术 , 洪 题 ,为 指 
数 函 数 、 三 角 函 数 等 非 代数 关系 的 数学 问题 ,与 消 元 法 无 关 , 也 未 必 使 用 
天 元 术 。 通 过 《大 成 算 经 》 卷 二 十 的 “ 潜 题 演 段 例 ?可 以 看 出 ,其 演 段 概念 
具有 “ 解 义 ”之 意 。 
自 关 孝 和 《发 微 算法 》 之 后 , 演 段 概念 广泛 地 使 用 于 和 算 书 中 , 其 用 
法 和 意义 多 与 天 元 术 、 解 伏 题 \ 解 义 、 点 定 有 关 。 表 1. 1 列 出 部 分 和 算 书 
中 演 段 的 意义 


[1] 学 士 院 藏 . 阅 流 免 许 目录 . 另 见 : 三 上 闵 夫 . 阅 流 数学 OJ 免 许 附 段 四 制定 二 变 脖 [J]( 上 ). 史 
学 , 1931,10(3). 13=24. 

[2J] 阅 邦 和 ,建部 里 明 , 建 部 娘 弘 篇 集 . 大 成 算 经 LM]. 众 二 十 . 抄本 . 东北 大 学 国 书 馆 狩 野 文 库 藏 . 
登录 号 : ws006478 , 索 书 号 : 狩 野 7. 20820. 20. 
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表 1.1 部 分 和 算 书 中 党 段 的 意义 


租 算 书 出 现 演 段 的 地 方 演 段 的 意义 
《发 微 算法 》( 关 孝 和 ,1674) 序 , 十 四 问 演 段 旁 书法 .天 元 术 、 消 元 法 
《算法 明 解 》 田 中 由 真 ,1678) 卷 下 附录 “ 交 和 演 段 诸 式 ” 旁 书法 、 天 元 术 、 消 元 法 
《 明 元 算法 柴田 清 行 ,1689) 序 , 坤 卷 各 题 演 段 | 旁 书 法 、 天 元 术 、 消 元 法 
《一 极 算法 》( 安 膝 吉 治 ,1689) 序 , 各 乘 演 式 旁 书法 、 天 元 术 ` 消 元 法 
《大 成 算 经 )( 建 部 贤 弘 ,1711) ee 20 伏 吓 演 段 . 洪 题 | 旁 书法 .天 元 术 、 消 元 法 . 解 义 
ee C0 卷首 演 段 起 例 | 各 法 ,天 天 本 ,江天 


《算法 发 挥 沪 井 关 知 展 ,1690) 下 卷 “ 演 段 凡 例 ?七 问 演 段 “| 旁 书 法 、 天 元 术 、 消 元 法 
《七 乘 圭 演 式 》( 中 根 元 不 ,1691) 全 书 , 七 乘 演 式 旁 书法 、 天 元 术 、 消 元 法 
卷首 “ 演 段 定 例 ”、 书 末 “ 古 


《和 汉 算 法 》( 宫 城 清 行 ,1695) 今 算法 记 十 五 问答 术 起 源 | 旁 书法 、 天 元 术 、 消 元 法 
演 段 ” 


《 解 伏 题 之 法 》( 关 孝 和 ,1683) 全 书 旁 书法 、 天 元 术 、 消 元 法 
《算法 天 元 录 》( 西 胁 利 忠 ,1697) | 卷 下 “ 率 乘 演 段 式 ” 劳 书法 、 天 元 术 、 消 元 法 
《算术 志 元 录 》( 蕨 井 直 好 ,1699) | 卷首 天 元 术 释 例 旁 书 法 .天 元 术 ` 消 元 法 
dd 旁 书法 、 天 元 术 、 消 元 法 
《级 术 算 经 (建部 贤 弘 ,1722) 探 立 元 法 : 解 题 演 段 术 天 元 术 

《 括 要 算法 兴 关 孝 和 ,1712) 元 卷 : 角 术 演 段 . 埃 积 演 段 | 多 项 式 代 数 演算 、 解 义 
《 久 留 岛 极 数 术 》( 久 留 岛 义 太 ) ”| 术 后 演 段 多 项 式 代 数 演算 、 解 义 
《 勾 股 变化 之 法 兴 松 永 良 踊 ) 用 例 中 用 天 元 术 , 出 现 演 段 | 天 元 术 、 解 义 

《算法 集 汇 兴 松 永 良 弹 ) 剥脱 演 段 正 编 天 元 术 解 剥脱 问题 

《 集 汇 算法 兴 松 永 良 缠 ) 音 反 本: 演 段 总 图 反 积 演 段 . 解 义 

《算法 集成 兴 松 永 良 强 ) 勾 股 弦 无 不 尽 法 : 起 术 演 段 点 窗 术 、 天 元 术 ,、 解 义 

《 拾 现 算法 兴 有 马 赖 德 ,1769) 点 审 术 ` 演 段 点 窗 术 

《算法 学 海 )( 坂 正 永 ,1781) 上 卷 : 天 元 术 演 段 旁 书 法 、 天 元 术 、 消 元 法 


松永 良 强 在 旁 书法 中 引入 分 式 表示 法 后 ,丰富 了 和 算 符 号 代数 方法 , 旁 
书法 因此 而 被 称 作 点 窜 术 。 至 于 如 何 理 解 点 窜 术 与 演 段 的 关系 ,我 们 可 以 
分 析 有 马 赖 熏 (Arima Yoriyuki，1714 一 1783)《 拾 珊 算 法 》(1769)( 如 图 
1. 19) 中 关于 "点 审 术 ”的 解释 ， 

所 谓 点 窜 者 , 临 题 施 术 之 始 , 正 术 路 、 审 技巧 之 法 也 。 故 自 天 元 演 
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段 ,以 至 诸 分 、 诸 约 、 招 差 、 剪 管 ,或 虽 归 除 、 开 
方 之 浅 技 ,不 顾 之 于 斯 , 则 不 识 迁 远 纷乱 之 琳 ， 
或 不 免 剩 因 、 过 乘 之 廖 而 矫 于 彼 , 冬 简 而 义 途 ， 
象 藏 而 难 见 者 乎 , 虽 达 识 士 或 不 免 其 病 , 故 宜 
先 施 此 技 探 术 路 始终 , 订 其 迁 直 那 正 而 后 裁 答 
未 把 交 下 2 

此 处 将 “天 元 ”“ 演 段 ” 连 用 ,表明 演 段 多 
与 天 元 术 的 使 用 有 关 , 而 点 窜 术 应 用 的 范围 包 
括 天 元 演 段 . 诸 分 、 诸 约 、 招 差 . 前 管 . 归 除 、 开 

阁下 伯 证 | 车 过 ,说 明 所 有 数学 问题 都 可 雇 征 用 点 

中 的 点 富 术 演 段 "1] ” 帘 术 。 

综 上 可 知 , 和 算 * 演 段 ?概念 的 使 用 出 现 于 两 种 情形 ,一 种 情形 是 使 用 天 
OA tid tee de tawny 
的 加 \ 减 , 乘 、 乘 寡 的 演算 ,其 " 段 ” 的 意思 , 指 普通 的 数 、 指 多 项 式 的 系数 ,这 
是 和 算 “ 演 段 ” 概 念 的 狭义 意思 。 男 一 情形 与 消 元 无 必然 关系 , 指 说 明 解 题 
之 “ 术 ” 由 来 的 推演 过 程 ,其 推演 过 程 多 为 代数 演算 ,此 时 的 “ 演 段 ”也 被 称 作 
“ 解 义 ”, 它 是 和 算 “ 演 段 ” 概 念 的 广义 意思 。 其 实 ,和 算 著作 形式 是 : 题 问 、 
答 、 术 。 对 于 伏 题 来 说 ,其 “ 术 ” 是 一 个 一 元 n 次 方程 ,为 说 明 “ 术 ”的 一 元 nn 次 
方程 是 如 何 推 演出 来 ( 消 元 ) 的 演 段 , 作 用 仍然 是 “ 解 义 ”。 


亲 正 闪 汶 百 聊 


而 | 不 | 前 | 之 
乱 | 号 | 管 | 油 | 名 
和 
pS 
骨 | 挫 | 外 | 和 
简 | 筷 | 从 | 无 | 胞 
别 斧 | 则 | 从 | 
玫 贫 之 疾 玖 
人 象 | 不 | 沟 以 | 六 
球 免 | 技 | 至 六 
而 "| 省 A 部 | 正 
座 | 办 | 若 | 分 
昂 过 | 之 | 部 
和 
内 | 请 | 划 | 急 | 忘 


机 
NE: 
误区 
看 | 旬 
图 国 
Bh 
由 
网 旨 
eal 


1.5 “ 演 段 "概念 的 内 涵 及 其 演变 


演 , 通 “ 衍 ”。 如 王 饮 ( 易 * 系 辞 大 衍 注 ) 日 : 演 天 地 之 数 。 具 有 “推演 ”的 
意思 。 在 数学 上 ,常用 作 : 演 证 ( 即 推演 证 明 )、 演 绎 法 ( 即 演绎 推理 ) 演示 
(用 实例 或 实际 操作 进行 显示 或 证 明 ) 、 演 算 ( 按 一 定 原理 和 公式 计算 ) 等 。 

条 ,本 义 是 名 词 , 本 义 为 “小 枝 ”, 又 可 动词 化 使 用 ,如 用 作 : 条 写 ( 分 条 书 


[1] 有 马 到 德 . 拾 到 算法 LM]. 明和 六 年 (1769). 东北 大 学 国 书 馆 狩 野 文库 藏 . 登录 号 : ws001601， 
索 书 号 : 狩 野 7. 31413. 5. 

] 有 马 屯 德 . 拾 刺 算法 [MJ]. 明和 六 年 (1769). 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 藏 . 登录 号 : ws001601， 
索 书 号 : 狩 野 7. 31413. 5. 
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写 )` 条 晰 (分 条 叙 明 ) .条 有 具 ( 分 条 开 列 )、 条 述 ( 分 条 叙述 ) .条 列 ( 分 条 列举 )、 
条 和 白 ( 分 条 陈 明 ) 、 条 分 缕 析 等 。 

段 , 本 义 为 动词 , 锤 击 的 意思 ,引申 为 分 段 、 截 断 的 意思 。 名 词 化 而 指 事 
物 或 时 间 的 一 节 、 一 部 分 。 如 用 作 : 地 段 、 阶 段 . 身段 .时 段 等 。 东 亚 传统 数 
学 中 ,“ 段 ”的 本 义 来 源 于 田亩 的 计数 , 常 叙 之 日 “ 今 有 方 田 一 段 ",“ 今 有 圆 田 
一 段 ” 等 。 在 使 用 “条 有 段 法 ”场合 , 指 平面 图 形 ( 二 维 图 形 ) 的 数量 ,如 日 :“ 直 
田 四 段 、 黄 方 一 段 ”; 在 使 用 “天 元 术 ” 和 “四 元 术 ” 场 合 ,被 引申 为 一 般 几 何 量 
(任意 维度 的 图 形 ) 的 数量 ,如 日 :“ 一 百 二 十 二 段 平 ,以 长 乘 之 ,为 一 百 二 十 
二 上 段 积 ”;“ 三 段 方 台 积 、 四 段 圆 台 积 、 四 段 立 方 积 ” 等 ,有 时 又 被 称 作 “ 段 数 ”， 
它 是 方程 式 ( 或 多 项 式 ) 的 常 系数 ;在 和 算 点 罕 术 演算 场合 ,“ 段 ”的 意义 又 被 
进一步 引申 , 指 通 常 的 数 ,为 多 项 式 的 系数 。 段 , 即 “ 段 数 ”的 略语 。 如 日 : 
“ 子 位 、 实 位 需 相 乘 , 六 和 干 六 百 段 , 实 位 再 自 乘 ,四 十 九段 。 

从 字面 上 看 ,在 “条 段 ? 与 “ 演 段 * 这 两 个 词 中 “条 ”和 "”* 演 ”都 是 动词 , 它 
们 的 动作 对 象 都 是 “ 段 ”"。 条 段 , 就 是 条 出 段 数 ; 演 段 ,就 是 演出 段 数 。 以 条 
段 法 进行 演 段 时 , 演 就 是 演示 的 意思 ,以 天 元 术 和 点 定 术 进行 演 段 时 , 演 就 
是 演算 的 意思 。 因 此 ,“ 演 段 ” 可 解释 成 : 推演 方程 式 或 多 项 式 系数 的 演算 。 
其 演算 包含 立 天 元 一 、 多 项 式 的 加 \ 减 、 乘 .乘客 等 运算 。“ 演 段 ”概念 的 外 延 
要 比 “ 条 段 " 概 念 的 外 延 要 广 。 

和 算 解 伏 题 场合 ,使 用 天 元 术 和 旁 书法 进行 消 元 演算 , 关 孝 和 将 其 演算 
过 程 称 作 演 段 ,建部 贤 弘 将 其 方法 程式 化 ,从 而 出 现 演 段 术 即 消 元 法 的 狭义 
意义 。 这 种 场合 , 演 段 常 被 称 作 “ 演 脱 ”。 

和 算 家 把 解释 “ 术 ” 的 由 来 和 方法 形成 的 过 程 , 称 作 “ 解 义 ”, 有 时 也 称 
作 “ 演 段 ”, 于 是 就 出 现 林 和 推 一 “ 演 段 即 解 义 ”的 广义 解释 。 由 于 天 元 术 、 旁 
书法 的 应 用 ,使 多 项 式 演算 在 和 算 研 究 中 更 为 普遍 ,或 者 说 ,和 算 的 一 切 演 
算 都 是 以 代数 式 演算 为 中 心 的 。 因 此 ,数学 问题 的 解决 过 程 ,就 是 代数 演 
算 过 程 ,也 就 是 “ 演 段 ” 过 程 ,未 必 与 消 元 有 关 。 所 以 这 种 场合 的 演 段 的 基 
本 意义 没有 改变 ,仍然 是 以 多 项 式 为 中 心 的 代数 演算 511]， 和 算 “ 点 帘 ” 概 


[1] 徐 洋 林 ， 中 算 机 械 化 思想 在 和 算 中 的 发 展 一 一 解 伏 题 的 机 械 化 特征 [J]. 自然 科学 史 研 究 ， 
2001,20(2): 120- 131. 
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念 的 外 延 要 比 “ 演 段 ” 概 念 的 外 延 要 广 , 点 帘 指 符号 代数 方法 ,包括 演 段 场合 
和 非 演 段 场合 的 一 切 数学 演算 ,包括 旁 书法 、 天 元 术 、 消 元 法 等 所 有 代数 
方法 ， 

演 段 概念 的 变化 ,反映 代数 方法 的 进步 ,表现 为 其 抽象 程度 的 增高 ,处 
理 的 数学 问题 的 范围 的 扩大 。 比 较 如 下 : 

代数 演算 的 方法 : 条 有 段 法 一 天 元 术 一 点 窗 术 ; 

处 理 的 数学 对 象 : 直 田 、 二 次 方程 >n 次 方程 一 般 的 代数 问题 ， 

代数 演算 的 对 象 : 量 、 图 形 一 数 、 天 元 式 习 数 、 天 元 式 、 符 号 。 

中 国 古代 数学 中 的 二 次 方程 是 由 勾 股 问题 引出 的 ,以 二 次 方程 解答 数 
学 问题 需要 解决 两 方面 的 问题 ,一 是 列 方程 ,一 是 求 方程 的 数值 解 。 对 于 后 
者 ,有 “ 开 方 术 ” 算 法 程序 ,因此 ,如 何 列 方程 ,是 中 国 古代 数学 家 所 面临 的 一 
个 重要 课题 。 

三 国 时 期 , 赵 夹 . 刘 微 等 人 根据 出 入 相 补 原理 ,通过 平面 图 形 的 面积 变 
换 来 进行 代数 表示 和 代数 演算 ,由 此 来 建立 二 次 方程 式 。 隋 唐 时 期 , 王 孝 通 
将 其 推广 至 三 维 的 立体 情形 ,以 布 列 三 次 方程 式 。 北 宋 时 期 ,中 国 数学 家 们 
意识 到 代数 方程 在 解决 数学 问题 中 的 巨大 作用 ,对 探索 列 方程 以 及 求解 高 
次 方程 的 有 效 方法 有 着 浓厚 的 兴趣 ,推动 了 代数 学 在 宋 元 时 期 的 发 展 。 他 
们 开始 采用 刘 微 , 赵 碍 等 人 的 几何 方式 建立 条 段 法 ,以 解决 列 二 次 方程 的 代 
数 演 算 问题 ,使 方程 系数 有 所 突破 。 这 种 代数 分 析 方式 可 名 之 为 “几何 化 的 
代数 分 析 ”。 金 元 时 期 ,创立 天 元 术 和 四 元 术 , 导 致 代数 性 质 随 之 发 生变 化 ， 
从 条 段 法 的 几何 直观 演变 成 天 元 式 的 形式 化 与 抽象 化 ,代数 意义 更 加 广泛 ， 
从 而 高 次 方程 与 多 元 方程 组 应 运 而 生 。 宋 元 数学 家 把 以 条 段 法 、 天 元 术 、 四 
元 术 进 行 的 代数 演算 ,都 称 作 “ 演 段 "。 这 种 以 天 元 术 为 中 心 的 代数 分 析 方 
式 可 名 之 为 “天 元 术 的 代数 分 析 ”。 明 代数 学 家 通过 杨辉 著作 接触 到 演 段 概 

念 ,但 由 于 天 元 术 失 传 ,加 之 杨辉 对 演 段 的 模糊 表述 和 泛 化 使 用 ,使 他 们 曲 
解 了 演 段 的 代数 意义 , 仅 把 条 段 法 应 用 于 开 方法 的 几何 解释 。17 世纪 的 和 
算 家 通过 《 算 学 启蒙 ) 接 受 了 天 元 术 方法 和 演 段 这 一 术语 ,并 在 天 元 术 的 基 
而 上 加 以 改造 ,形成 了 演 段 术 与 点 富 术 ,在 天 元 式 代 数 表示 方法 和 演算 方法 
中 ,加 入 劳 书 符号 与 消 元 法 ,丰富 了 演 段 概念 的 内 涵 。 但 是 , 演 段 作为 以 多 
项 式 (或 多 项 式 方程 ) 为 演算 对 象 的 代数 分 析 法 的 本 质 没 有 改变 。 
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通过 以 上 梳理 和 分 析 , 可 以 将 东亚 数学 中 “ 演 段 ”概念 及 其 代数 分 析 方 
法 形成 的 历史 脉络 如 图 1. 20 所 示 。 
演 段 一 多 项 式 为 中 心 的 代数 演算 


《 九 总算 术 》 带 从 开 方 | | 益 议 周 益 [ 页 注 电 i 
《 周 钥 算 经 》 带 从 开 方 下 党 二 条 十 村 叶 中海 镜 《四 元 玉 鉴 》|! 


《 冯 微 算法 》( 圈 二 和 ) 
《算法 明 解 》( 田 中 由 真 ) 


不 | 
| 一 1 《 明 元 算法 》( 宫 城 消 行 ) 
| YY 消 元 法 | 1 


释 锁 : 开 方 术 ! 


1 ”从 从 从 一 李 一 | ! 了 
1 详 乘 续 田 治 巷 | | | | 
es | Pt 
列 二 次 方程 | 宫 空 何 。 关 新 有 | : ' 人 》( 人 ' 
< y 4 i 1 女 台 ) 
列 三 次 方程 | 委 本 算 ， 乘 本 ”1 | | | 《大 成 筑 经 》( 建 部 妓 弘 等 ) 
| 二 本 有 从 三 列 n 次 方程 | 1 1《 解 限 题 之 法 》( 阅 茶 和 ) | 
! 术 法 | | | i 1《 解 做 题 之 法 》( 国 六 和 ) 1 
ss es ;1 《七 乘 答 演 段 》( 中 根 元 证 
5 | 1 《 栓 开 算法》( 且 粕 德 ) 1 
eR i A 1 
锁 积 : 开 方式 | 和 | 1 《算法 天 生 法 》( 会 四 et 


出 入 相 补 一 一 条 有 段 法 


i 大 术 (代数 演算 ) 
(代数 分 析 ) 


图 1.20 东亚 “ 演 段 "概念 演变 示意 图 


1.6 ”从 “ 演 段 "概念 的 演变 看 东亚 代数 演算 方式 的 发 展 及 其 意义 


通过 对 中 日 传统 数学 中 “ 演 段 ”概念 及 方法 的 历史 考察 和 分 析 , 可 以 看 
出 ,“ 演 段 ” 概 念 在 不 同时 代 , 其 内 涵 、 使 用 方式 、 使 用 范围 都 有 差异 ,并 随时 
代 变 迁 而 不 断 变化 ,但 其 以 多 项 式 ( 或 多 项 式 方程 ) 为 演算 对 象 的 代数 分 析 
的 本 质 没 有 改变 。 

在 西方 数学 文化 中 ,希腊 人 将 几何 与 算术 作为 两 门 学 科 , 使 “ 形 ”与 “ 数 ” 
截然 分 开 , 导 致 希腊 代数 学 的 不 发 达 , 直至 文艺 复兴 后 ,在 阿拉 伯 代 数学 的 
影响 下 , 笛 卡 儿 、 韦 达 等 近代 数学 家 才 开 始 有 意识 地 把 代数 分 析 引 入 几何 研 
究 , 使 西方 近代 数学 走 上 代数 分 析 的 道路 ,以 至 现代 数学 仍然 承袭 这 样 的 代 
数 分 析 传 统 。 

从 《 九 章 算 术 ) 时 代 开始 ,中 国 数学 家 就 把 “ 形 ” 与 “ 数 ”" 有 机 地 结合 在 一 
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起 ,以 代数 方式 处 理 各 类 问题 , 导 源 于 “ 少 广 ”和 “ 勾 股 ”的 代数 方程 算法 成 为 
中 国 传统 代数 学 的 核心 。 刘 益 认为 数学 “入 则 诸 门 ,出 则 直 田 ”, 其 所 谓 的 直 
田 , 即 《 议 古 根源 ) 中 用 直 田 形式 演 段 的 二 次 方程 问题 ( 即 市 题 匿 积 或 锁 方 )， 
故 其 所 言 之 意 涵 是 , 列 二 次 方程 . 解 二 次 方程 问题 是 数学 中 的 核心 问题 。 杨 
辉 接 受 了 他 的 观点 ,把 非 几 何 类 问题 比 类 为 直 田 问题 ,化 成 二 次 方程 求解 ， 
从 而 认为 “ 开 方 乃 算法 之 大 节目 ”。 这 种 思想 与 和 笛 卡 儿 (Rene Descartes， 
1596 一 1650) 所 倡导 的 一 切 数 学 问题 归结 为 解 方程 问题 的 思想 颇 为 类 似 。 
换 名 话说 , 稍 卡 儿 把 数学 问题 归结 为 代数 问题 ,把 代数 问题 归结 为 解 方程 问 
题 ,更 具 东方 数学 色彩 。 不 过 ,由 于 刘 益 采用 的 条 段 法 受 几 何 直观 的 限制 ， 
所 处 理 的 代数 问题 还 十 分 有 限 。 随 天 元 术 与 四 元 术 的 代数 方法 的 形成 , 宋 
元 数学 在 高 次 方程 与 多 项 式 演算 方面 获得 长 足 进 步 ,构筑 了 东亚 代数 学 的 
基础 ,也 使 宋 元 数学 开始 出 现 抽 象 化 的 倾向 和 形式 化 演算 的 倾向 “1 和 算 
在 宋 元 代数 学 基础 上 ,引入 代数 符号 ,把 天 元 术 发 展 成 点 窜 术 ,使 以 天 元 术 
为 核心 的 东亚 代数 方法 进一步 抽象 而 更 具 一 般 性 ,在 和 算 中 发 挥 了 巨大 作 
用 ,真正 实现 了 刘 益 .杨辉 等 宋代 数学 家 所 提倡 的 代数 分 析 思 想 。 可 以 认 
为 , 演 段 是 东亚 传统 数学 中 的 代数 分 析 法 。17 世纪 的 欧洲 数学 和 东亚 数学 
几乎 同时 相互 独立 地 出 现代 数 分 析 的 倾向 和 努力 ,这 是 历史 的 必然 吗 ? 值 
得 我 们 去 思考 。 


[1] 徐 泽 林 . 吴 方 法 与 和 式 几 何 研究 [J]. 自然 科学 史 研 究 ,2008,27(4): 471 - 484. 
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代数 方程 的 数值 解法 : 开 方术 


解 方程 是 汉字 文化 圈 传 统 数学 中 的 中 心 问题 ,在 汉代 《 九 章 算 术 六 少 广 
章 ” 的 开 方 术 基 础 上 发 展 起 来 的 代数 方程 数值 解法 ,到 11 世纪 达到 了 顶峰 ， 
形成 了 立成 释 锁 开 方术 与 增 乘 开 方术 ,并 出 现 了 刘 益 等 人 的 正 负 开 方 术 。 
元 代 末年 之 后 ,这 类 问题 随 天 元 术 代 数 方法 的 失传 而 在 中 国 本 土 发 展 式微 ， 
甚至 倒退 , 增 乘 开 方 术 与 正 负 开 方 术 在 明代 失传 ,人 清 后 ， 梅 文 易 (1633 一 
1721)《 少 广 拾遗 ) 依 开 方 作法 本 源 图 重新 发 挥 立 成 释 锁 之 作用 ,但 仅 能 为 
《算法 统 宗 》《 同 文 算 指 ) 等 书 补 闹 , 而 不 能 继承 秦 九 韶 (1202? 一 1261) 正 负 
开 方 术 而 有 所 发 展 ”511 直至 清 代 乾 嘉 时 期 兴起 对 古典 数学 整理 运动 ,在 
西学 刺激 下 才 出 现 汪 莱 (1768 一 1813) 、. 李 锐 (1769 一 1817) 等 人 在 解 方程 方 
面 的 新 成 果 ,然而 与 西方 近代 方程 论 的 水 平 尚 有 一 些 距 离 。 西 方 人 在 中 世 
纪 阿 拉 伯 代数 学 基础 上 发 展 起 来 的 解 方程 算法 ,到 16、17 世纪 出 现 了 飞快 发 
展 ,成 就 了 近代 代数 学 的 发 达 。 对 于 中 西方 数学 在 这 方面 的 差异 , 常 为 学 界 
所 注目 ,试图 寻找 造成 这 种 逆转 的 原因 。17 世纪 的 和 算 家 们 非常 幸运 地 接 
触 并 继承 了 宋 元 代数 学 ,在 其 基础 上 固守 东方 数学 传统 而 独立 地 发 展 了 古 
代 方 程 理 论 ,不仅 创 立 了 与 秦 九 韶 一 霍 纳 法 一 致 的 代数 方程 数值 解法 的 算 
法 程序 ,而 且 创 立 了 牛顿 迭代 法 与 牛顿 二 分 法 ,同时 还 建立 了 方程 求解 的 理 


* 本 章 主要 内 容 曾 发 表 于 《自然 科学 史 研 究 》(1999,18(3): 206 -221)。 
[1] 钱 宝 琼 . 中 国 数学 史 LMD]. 北京 : 科学 出 版 社 ,1992: 254. 
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。 本 章 首 先 简略 介绍 中 国 开 方 术 传统 及 其 在 日 本 的 传播 ,其 次 以 关 孝 和 
的 开 方 术 为 中 心 ,比较 中 日 方程 论 的 成 就 及 其 成 因 ,以 揭示 东亚 传统 代数 方 
程 论 的 基本 特征 与 算法 性 质 ,最 后 介绍 久 留 岛 义 太 (Kurushima Yoshihiro， 
? 一 1757) 的 方程 求解 算法 。 


2.1 中 国 古代 的 开 方 术 与 增 乘 开 方 木 


开 方术 最 早出 现 于 《 九 章 算术 》 之 “ 少 广 ” 章 , 包 括 开平 方 与 开 立 方 两 种 
算法 。 其 开平 方术 日 : 

置 积 为 实 , 借 一 算 , 步 之 , 超 一 等 , 议 所 得 ,以 一 乘 所 借 一 算 为 法 ,而 

以 除 , 除 已 , 倍 法 为 定 法 ,其 复 除 , 折 法 而 下 , 复 置 借 算 , 步 之 如 初 , 以 复 

议 一 乘 之 , 所 得 副 以 加 定 法 ,以 除 , 以 所 得 副 从 定 法 , 复 除 , 折 下 如 


其 开 立 方术 日: 
置 积 为 实 , 借 一 算 步 之 , 超 二 等 , 议 所 得 ,以 再 乘 借 一 算 为 法 ,而 以 
除 , 除 已 ,三 之 为 定 法 , 复 除 , 折 而 下 ,以 三 乘 所 得 数 置 中 行 , 复 借 一 算 置 
下 行 , 步 之 ,中 超 一 , 下 超 二 等 , 复 置 议 ,以 之 一 乘 中 ,再 乘 下 , 尼 副 ,以 加 
定 法 ,为 法 而 除 , 除 已 , 倍 下 并 中 从 定 法 , 复 除 , 折 下 如 前 …… 上 52] 
《 九 章 算术 ;之 后 , 开 方术 一 直 在 中 国 流 传 ,成 为 中 国 数学 中 最 基本 的 算 
法 之 一 ,也 是 中 国 传统 数学 的 最 基本 内 容 , 南 北朝 时 期 的 数学 著作 多 有 继 
承 人 《孙子 算 经 ?通过 具体 算 例 , 说 明 开 方术 的 演算 过 程 , 与 4 九 章 算术 》 基 本 
一 致 ,其 问题 及 算法 程序 记载 如 下 : 
今 有 积 二 十 三 万 四 千 五 百 六 十 七 步 , 问 方 几 何 ? 
术 日 : 置 积 二 十 三 万 四 千 五 百 六 十 七 步 为 实 , 次 借 一 算 为 下 法 , 步 
之 , 超 一 位 ,至 百 而 止 。 上 商 置 四 百 于 实 之 上 , 副 置 四 万 于 实 之 下 、 下 法 
之 上 ,名 为 方法 ; 命 上 商 四 百 除 实 , 除 论 , 倍 方法 ,方法 一 退 , 下 法 再 退 ， 
复 置 上 商 八 十 以 次 前 商 , 副 置 八 百 于 方法 之 下 、 下 法 之 上 ,名 为 廉 法 ; 


[C1] 郭 书 春 校注 . 九 章 算 术 [Mj. 沈阳 : 辽宁 教育 出 版 社 ， 1998: 266- 267. 
[2] 郭 书 春 校注 . 九 章 算术 [Mj]. 沈阳 : 辽宁 教育 出 版 社 ,1998: 272 - 273. 
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方 、. 廉 各 命 上 商 八 十 以 除 实 , 除 论 , 倍 廉 法 ,从 方法 ,方法 一 退 , 下 法 再 
退 , 复 置 上 商 四 以 次 前 , 副 置 四 于 方法 之 下 、 下 法 之 上 ,名 日 阳 法 ; 方 、 
廉 、 隅 各 命 上 商 四 以 除 实 , 除 论 , 倍 隅 法 ,从 方法 ,上 商 得 四 百 八 十 四 ,下 
法 得 九 百 六 十 八 , 不 尽 三 百 一 十 一 ,是 为 方 四 百 八 十 四 步 九 百 六 十 八 分 
六 乏 宇 育 一 十 一 上 1 
南北 朝 时 期 的 ( 张 丘 建 算 经 》 也 载 有 开 方 术 内 容 , 其 卷 中 第 十 九 题 为 开 
平方 问题 , 题 问 及 术 文 如 下 : 

今 有 田 积 一 十 二 万 七 千 四 百 四 十 九 步 , 问 方 几何 ? 

术 日 : 以 开 方 除 之 即 得 。 

草 日 : 置 前 积 步 数 于 上 , 借 一 算 子 于 下 , 常 超 一 位 , 步 至 百 而 止 。 以 
上 商 置 三 百 于 积 步 之 下 、 下 法 之 上 ,名 日 方法 。 以 方 命 上 商 ,三 三 如 九 ， 
除 九 万 ,又 倍 方法 ,一 退 , 下 法 再 退 , 又 置 五 十 于 上 商 之 下 ,又 置 五 百 于 
下 法 之 上 ,名 日 阳 法 。 以 方 、 阳 二 法 除 实 , 余 有 四 千 九 百 四 十 九 。 又 倍 
阳 法 以 并 方 ,得 七 千 , 退 一 等 ,下 法 再 退 ,又 置 七 于 上 商 五 十 之 下 ,又 置 
七 于 下 法 之 上 ,名 日 阳 法 。 以 方 、 阳 二 法 除 实 , 得 合 前 问 52 
其 卷 下 第 三 十 题 为 开 立 方 问题 ,其 题 问 及 术 文 如 下 : 

今 有 立方 九 十 六 尺 , 欲 为 立 圆 , 问 径 几何 ? 

术 日 : 立方 再 自 乘 ,又 以 十 六 乘 之 , 九 而 一 ,所 得 开 立 方 除 之 , 径 得 圆 径 。 

草 目 : 置 九 十 六 ,再 自 乘 ,得 入 十 入 万 四 千 七 百 三 十 六 ,又 以 十 六 乘 
之 ,得 一 千 四 百 一 十 五 万 五 千 七 百 七 十 六 ,以 九 除 之 ,得 一 百 五 十 七 万 二 
千 八 百 六 十 四 ,以 立方 法 除 。 借 一 算 子 于 下 , 常 超 二 位 , 步 至 百 而 止 。 商 
置 一 百 , 下 置 一 百 万 于 法 之 上 ,名 日 方法 。 以 法 命 上 商 一 百 , 除 实 一 百 万 。 
方法 三 因 之 ,得 三 百 万 ,又 置 一 百 万 于 方法 之 下 ,名 日 廉 法 ,三 因 之 ,方法 
一 退 , 廉 法 再 退 ,下 法 三 退 。 又 置 一 十 于 上 商 一 百 之 下 ,又 置 一 千 于 下 法 
之 上 ,名 日 隅 法 。 以 方 、 廉 、 隅 三 法 蕴 命 上 商 一 十 , 除 实 毕 。 又 倍 和 廉 法 ,三 
因 隅 法 , 强 从 方法 。 又 置 一 百 一 十 于 方法 之 下 ,三 因 之 ,名 日 廉 法 。 方 法 
一 退 , 廉 法 再 退 , 阳 法 三 退 ,又 置 六 于 上 商 之 下 ,又 置 六 于 下 法 之 上 ,名 日 


[1] 钱 宝 琼 校 点 . 算 经 十 书 LM]. 下 册 . 北京 : 中 华 书 局 ,1963: 301. 
[2] 钱 宝 琼 校 点 . 算 经 十 书 LM]. 下 册 . 北京 : 中 华 书局 , 1963: 301. 
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隅 法 。 乃 自 乘 得 三 十 六 ,又 以 六 乘 廉 法 ,得 一 千 九 百 八 十 五 , 方 . 廉 、 隅 三 

法 蛋 命 上 商 六 , 除 之 , 除 实 毕 , 倍 和 廉 法 ,三 因 阳 法 , 蕴 从 方 。 得 一 百 一 十 

六 尺 四 万 三 百 六 十 九 分 尺 之 一 万 一 千 九 百 六 十 八 , 合 问 51. 

公元 11 一 13 世纪 ,中 国 的 开 方 术 出 现 新 的 进步 ,首先 是 方程 系数 突破 正 
数 的 限制 ,代数 化 程度 不 断 增高 。11 世纪 ,“ 刘 益 以 勾 股 之 术 治 演 段 锁 方 , 撰 
《 议 古 根源 二 百 问 , 带 益 隅 开 方 , 实 冠 前 古 *”.?2, 他 所 处 理 的 负 系 数 方程 有 
两 种 类 型 ,一 种 是 一 次 项 系数 为 负数 的 方程 ,如 x 一 12zx = 864, 另 一 种 是 二 
次 项 系数 为 负数 的 方程 ,如 一 x 十 60x = 864, 刘 益 把 前 者 的 一 次 项 系数 称 
作 “ 负 方 ”, 把 后 者 的 二 次 项 系数 称 作 “益阳 ”, 并 给 出 “ 益 积 术 ”和 “ 减 从 术 ”3 
两 种 对 应 的 方法 来 解 这 些 方程 ,而 且 在 开 方 过 程 中 如 果 遇 到 减 根 变换 
“ 实 ” 的 正 负 号 发 生 改变 时 ,他 称 之 为 “ 翻 积 ”。 

与 刘 益 同时 代 的 贾 宪 把 开平 方 . 开 立方 方法 推广 到 开 任 何 次 方 ,处 理 的 
是 具有 一 般 形式 


于 成 


-1 -2 
Ce RE es ke 十 … 十 ao 十 a 二 ao 
(a, 天 0， Uo > 0) 


的 高 次 方程 ,给 出 了 立成 开 方 和 增 乘 开 方 的 算法 程序 。 
南宋 数学 家 杨辉 (详解 九 章 算法 繁 类 》 转 载 其 立成 释 锁 平 方法 日 : 
置 积 为 实 , 别 置 一 算 , 名 日 下 法 ,于 实数 之 下 , 自 末 位 常 超 一 位 , 约 
实 , 置 首 尽 而 止 。 实 上 商 置 第 一 位 得 数 , 下 法 之 上 亦 置 上 商 , 为 方法 。 
以 方法 命 上 商 , 除 实 , 二 乘 方 法 为 廉 法 ,一 退 ,下 法 再 退 。 续 商 第 二 位 得 
数 于 廉 法 之 次 , 照 上 商 置 隅 ,以 廉 、 隅 二 法 尼 命 上 商 , 除 实 。 二 乘 隅 法 ， 
并 入 廉 法 ,一 退 , 下 法 再 退 …… [3] 
《详解 九 章 算法 繁 类 ;转载 其 立成 释 锁 立 方法 日 : 
置 积 为 实 。 别 置 一 算 , 名 日 下 法 。 于 实数 之 下 , 自 末 位 至 首 , 常 超 
二 位 。 上 商 置 第 一 位 得 数 , 下 法 之 上 , 亦 置 上 商 , 又 乘 置 平方 , 命 上 商 除 
实 论 [ 取 用 第 二 位 法 ]。 三 因 平 方 ,一 退 , 亦 三 因 从 方面 ,二 退 为 廉 , 下 法 三 


[1] 钱 宝 琼 校 点 . 算 经 十 书 LM]. 下 册 . 北京 : 中 华 书局 ，1963: 301. 
[2] 杨辉. 算法 通 变 本 未 LMJ. 卷 上 , 从 书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 3. 
[3] 杨辉 . 详解 九 章 算法 自 类 [MI]. 丛书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 36. 
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退 。 续 商 第 二 位 得 数 , 下 法 之 上 , 亦 置 上 商 ,为 隅 。 以 上 商 数 乘 廉 、 隅 ， 

命 上 商 除 实施 [ 求 第 三 位 即 如 第 二 位 取 用 ……] 51] 

“ 释 锁 ? 是 宋 元 时 期 “ 开 方 ” 的 代名词 ,代数 方程 被 称 做 “ 锁 积 "。 所 谓 立 成 ， 
就 是 数 表 ,所 以 ,立成 开 方 法 就 是 利用 二 项 展开 式 系数 表 ( 贾 完 三 角 ) 进 行 开 
方 ,根据 杨辉 记载 , 贾 宪 在 其 (黄帝 九 章 算法 细 草 》 中 给 出 了 这 张 数 表 , 即 “ 开 方 
作法 本 源 图 ”。 对 于 nn 次 方 程 , 开 出 第 一 次 商 之 后 作 减 根 变 换 , 则 方程 系数 发 
生变 化 ,变化 规律 呈 贾 完 三 角 的 第 ， 层 数列 , 即 (1 十 z) 展开 式 的 系数 。 

费 宪 又 给 出 开 n 次 方 的 增 乘 开 方术 ,其 法 日 : 

实 上 商 置 第 一 位 得 数 , 以 上 商 乘 下 法 置 廉 , 乘 廉 为 方 , 除 实 论 , 复 以 上 

商 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 入 方 ,又 乘 下 法 入 廉 ,其 方 一 、. 廉 二 .下 三 、 退 ,再 于 第 

一 位 商 数 之 次 , 复 商 第 二 位 得 数 ,以 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 入 方 , 命 上 商 除 实 

论 , 复 以 次 商 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 入 方 , 又 乘 下 法 入 廉 ,其 方 一 、 廉 二 .下 三 、 

退 ,如 前 上 商 第 三 位 得 数 , 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 入 方 , 命 上 商 除 实 适 尽 [2 了] 

增 乘 开 方 术 比 诸 立 成 开 方法 更 具 机 械 性 ,在 减 根 变换 中 , 通过 以 前 商 

“ 乘 下 和 人 上 ”的 欠 代 演算 程序 ,获得 立成 表 中 的 对 应 系数 。 

刘 益 的 4 议 古 根源 》 和 贾 完 的 《黄帝 九 章 算法 细 草 》 均 已 失传 《 议 古 根 
源 ;》 的 部 分 内 容 为 南宋 杨辉 的 (田亩 比 类 乘除 捷 法 》(1275) 所 引 ，《 黄 帝 九 章 
算法 细 草 》 中 的 开 方 法 与 开 方 作法 本 源 图 为 杨辉 的 (详解 九 章 算法 》 所 收 。 

南宋 时 期 , 秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》(1247) 在 要 宪 、 刘 益 的 基础 上 ,对 增 乘 
开 方 法 作 了 系统 性 的 总 结 ,处 理 任意 有 理 系数 的 高 次 方程 ,其 开 方法 名 日 
“ 正 负 开 方 术 ”。 在 秦 九 韶 之 前 ,方程 中 被 开 方 数 一 一 实 ?都 是 正 数 , 开 方 式 
相当 于 常数 项 在 方程 右 端 。 秦 九 韶 规 定 “ 实 常 为 负 ”, 即 相当 于 方程 中 常数 
项 与 未 知 数 系数 放 在 一 端 ,这 样 正 负 相 消 , 可 以 把 增 乘 开 方 的 随 乘 随 加 进 
到 底 。 开 方式 中 的 其 他 项 系数 不 再 有 任何 限制 ,可 正 可 负 , 也 可 以 是 整数 ， 
也 可 以 是 小 数 。 开 方 过 程 中 ,常数 项 一 般 越 来 越 大 ,最 后 变 成 或 接近 于 零 。 
但 有 时 会 由 负 变 正 , 他 称 之 为 “ 换 骨 ”, 而 将 全 部 开 方 过 程 称 为 “ 开 翻 法 某 乘 
方 ”*; 有 时 常数 项 符号 不 变 , 但 绝对 值 增 大 ,他 称 之 为 “投胎 ”。 如 卷 五 “ 尖 田 


[1] 杨辉 . 详解 九 章 算法 纂 类 LMI]. 丛书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 37. 
[2] 杨辉 . 详解 九 章 算 法 臭 类 LM]. 丛书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 37. 
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求 积 ” 题 的 “ 开 翻 法 三 乘 方 ”, 该 题 需 解 方程 


一 Xx! 十 763 200z 一 40 642 560 000 一 0 


其 开 方 过 程 如 下 : 


和 算 中 源 


算 式 


@ 开 玲 珑 三 乘 方 。 


商 

40642560000 ” 实 
0 方 
763200 上 廉 
下 廉 

一 1 益阳 


@ 上 廉 超 一 位 ,益阳 超 三 位 , 商 数 进 一 位 。 上 廉 再 超 一 位 ,益阳 
再 超 三 位 , 商 数 再 进 一 位 ,上 商 八 百 为 定 。 


800 商 

一 40642560000 ” 实 
0 方 

763200 上 廉 

0 下 廉 

= 益 隅 


@) 以 商 生 隅 ,入 益 下 廉 , 以 商 生 下 廉 , 廉 , 入 方 , 以 商 生 方 , 得 正 


积 , 乃 与 实 相 消 。 以 负 实 消 正 积 ,其 积 乃 有 余 , 为 正 实 , 谓 之 ， 


800 商 
38205440000 ” 实 
98560000 方 


123200 上 廉 
换 骨 ”。 一 800 下 廉 
| 益 隅 

800 商 


@ 一 变 : 以 商 生 隅 ,入 下 廉 。 以 商 生 下 廉 , 入 上 廉 内 , 相 消 。 以 
正 负 上 廉 相 消 。 以 商 生 上 廉 , 入 方 内 , 相 消 。 以 正 负 方 相 消 。 


38205440000 ” 实 
826880000 方 
1156800 上 廉 


© 二 变 : 以 商 生 隅 ,入 下 廉 ; 以 商 生 下 廉 , 入 上 廉 。 


一 1600 下 廉 
—1 益阳 
800 商 


38205440000 ” 实 
一 826880000 方 


@ 三 变 : 以 商 生 阳 ,入 下 廉 。 


3076800 上 廉 
一 8400 下 廉 
一 益 隅 
800 商 


38205440000 “ 实 
一 826880000 方 
一 3076800 ”上 廉 


(@) 四 变 : 方 一 退 , 上 廉 二 退 , 下 廉 三 退 , 阳 四 退 。 商 续 置 。 


一 3200 下 廉 
一 了 益 隅 
800 商 


38205440000 ” 实 
一 826880000 ” 方 
一 3076800 ”上 廉 
一 3200 ”下 廉 

= 小 益阳 
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( 续 表 ) 

六 | 算式 
840 商 
00000000000 “ 实 
@ 以 方 约 实 , 续 商 置 四 十 , 生 阳 入 下 廉 内 。 以 商 生 下 廉 ,入 上 廉 一 955136000 方 
内 。 以 商 生 上 廉 ,入 方 内 。 以 续 商 四 十 命 方法 , 除 实 , 适 尽 。 一 3206400 ”上 廉 
一 3240 ”下 廉 
一 1 益阳 

所 得 商 数 八 百 四 十 步 ,为 田 积 。 


对 于 方程 wz 十 a x 十 at 十 aX 十 下 十 qzX 十 dX 省 
wu 一 0, 秦 九 韶 增 乘 开 方术 的 算法 程序 如 下 : 
人 = 
qo 十 al = 
do 十 Qi -2 一 92 


qiSi 十 we 一 Sen 


qiS, =l 十 三 > S, 
若 S, 二 0, 则 程序 停止 , 若 S, 关 0, 则 

Cn 全 二 So 

dl So 十 Qi -3 SI 

qid 人 BE 2 


qi 十 ae 一 Sen 


qiS,z 十 Qi 一 9， 
求 多 项 式 在 x+ 二 zx。 时 的 值 时 ,按照 从 内 到 外 的 顺序 ,依次 计算 一 次 多 项 
式 当 x= zo 的 值 。 
秦 九 韶 还 给 出 求 多 项 式 方 程 的 有 理 根 和 无 理 根 的 方法 ,包括 3 种 情形 : 
Q@“ 连 枝 同体 术 ”: 在 asx 十 az 二 ao 二 0 中, 若 首 项 系数 a, 是非 平方 
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数 , 则 通过 > 一 的 代 换 , 将 首 项 系数 变 成 1 以 求解 。 


@ 命 分 法 : 求 出 根 的 整数 部 分 ,进行 减 根 变换 后 , 秦 九 韶 以 减 根 方程 的 
方 、. 廉 , 隅 各 数 的 和 为 分 母 , 余 实 为 分 子 的 分 数 表 示 根 的 非 整 数 部 分 。 即 对 于 
方程 f(x) = 0, 给 出 下 列 近 似 法 : 
— fl 
i 1 /1 1 “(3) 1 (n) 
(OO 二 + 二 了 (9) 十 二 f(g) 十 … 十 一 了 f(g) 
21 31 nl 


大人 十 


求 其 实数 根 的 近似 值 。 

@) 继续 开 方 求 根 ,并 以 十 进 小 数 表示 。 

这 些 方法 是 4《 九 章 算术 》 开 方 命 分 法 以 及 刘 徽 注 中 以 十 进 分 数 逼 近 实数 
思想 的 进一步 发 展 。 

金 元 时 期 李 冶 、 朱 世 杰 的 著作 着 重 介 绍 列 方程 的 天 元 术 与 四 元 术 , 对 开 
方术 未 作 专门 叙述 ,但 书 中 一 些 算 题 也 叙 及 开 方 。 李 冶 处 理 的 方程 的 未 知 
数 系数 和 常数 项 都 可 正 可 负 , 没 有 “ 实 常 为 负 ” 的 限制 ,他 在 使 用 增 乘 开 方法 
时 ,也 考虑 了 常数 项 变 号 和 绝对 值 增 大 的 情况 ,对 于 | as | 关 1 的 一 般 二 次 方 


程 的 有 理 根 时 , 李 冶 进行 代 换 z 一 求解 。 朱 世 杰 把 这 种 方法 推广 到 求 三 


次 、 四 次 方程 的 有 理 数 正 根 。 
尽管 天 元 术 、 四 元 术 在 明代 失传 , 增 乘 开 方法 也 不 曾 详 细 记 载 于 明代 算 
书 , 但 立成 开 方法 却 散 见于 明代 算 书 。 如 吴 敬 的 《 九 章 算法 比 类 大 全 》 记 载 
立成 释 锁 法 日 : 
置 积 为 实 , 别 置 一 算 , 名 日 下 法 , 自 末 位 常 超 五 位 , 约 实 , 商 置 第 一 
位 ,下 法 亦 置 上 商 ,四 遍 和 来 为 阳 法 ,与 上 商 除 实 , 余 实 。 乃 六 来 阳 法 ,为 
方法 。 下 法 再 置 上 商 , 列 为 四 位 ,第 一 位 三 遍 乘 上 商 乘 ,又 以 十 五 乘 之 
为 上 廉 ;第 二 位 二 遍 乘 上 商 乘 ,又 以 二 十 乘 之 为 二 廉 ; 第 三 位 以 上 商 乘 ， 
又 以 十 五 乘 之 ,为 三 廉 ; 第 四 位 以 六 乘 为 下 廉 。 了 乃 方 法 一 退 , 上 廉 再 退 ， 
二 廉 三 退 ,三 廉 四 退 ,下 廉 五 退 ,下 法 六 退 , 续 商 置 第 二 位 ,以 方 、 廉 五 法 
商 余 实 , 下 法 亦 置 上 商 ,四 遍 乘 为 隅 法 ,又 以 上 商 一 遍 乘 上 廉 ,二 遍 乘 二 
廉 ,三 遍 乘 三 廉 ,四 人 遍 来 下 廉 ,以 方 、 廉 、 阳 六 法 蕴 与 上 商 , 除 实 , 仍 余 实 。 
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乃 二 乘 上 廉 、 三 乘 二 廉 . 四 乘 三 廉 、 五 乘 下 廉 、 六 乘 隅 法 , 皆 并 入 方法 。 
又 于 下 法 辟 副 置 上 商 , 进 五 位 , 列 为 四 位 : 第 一 位 三 遍 乘 上 商 乘 ,又 以 十 
五 乘 之 为 上 廉 ; 第 二 位 二 遍 乘 上 商 乘 ,又 以 二 十 乘 之 ,为 二 廉 ; 第 三 位 以 
上 商 乘 ,又 以 十 五 乘 之 ,为 三 廉 ; 第 四 位 以 六 乘 为 下 廉 , 乃 方法 一 退 , 上 


王 文 素 的 (古今 算 学 宝 鉴 信 程 大 位 的 算法 统 宗 ;} 等 书 中 也 都 有 类 似 记 载 。 
以 开平 方 \ 开 立方 、 带 从 开平 . 带 从 开 立 为 纲目 的 二 次 、 三 次 方程 求解 方 
法 ,一直 是 中 国 传统 数学 中 的 重要 内 容 , 杨 辉 称 之 为 算 学 中 的 “大 节目 ”。 


2.2 关 孝 和 的 开 方 术 及 其 与 中 算 家 开 方 术 之 比较 


在 中 国 汉 唐 数学 文化 传统 的 影响 下 ,东亚 各 国 接受 并 继承 了 中 国 传统 
算 学 知识 体系 和 数学 方法 , 开 方 术 也 是 朝鲜 和 日 本 传统 数学 著作 中 的 核心 
内 容 和 基本 方法 。 随 “ 算 经 十 书 ” 在 唐 代 传 播 于 日 本 , 开 方 术 自 然 也 会 传 到 
日 本 ,至 于 宋 元 时 期 的 “ 开 方 作法 本 源 图 ”以 及 立成 开 方 术 和 增 乘 开 方 术 是 
否 由 宋 元 数学 著作 传播 于 日 本 ,到 目前 为 止 尚 未 发 现 有 明确 记录 的 文献 。 
但 至 少 明代 吴 敬 的 《 九 章 算 法 比 类 大 全 》 和 程 大 位 的 《算法 统 宗 》 都 传 入 了 日 
本 ,前 者 载 有 “ 开 方 作法 本 源 图 ”以 及 立成 开 立 方术 ,后 者 也 含 “ 开 方 作 法 本 
源 图 ”与 立成 开 方术 ,它们 会 随 这 些 算 书 而 传播 于 日 本 。 此 外 ,杨辉 的 著作 
和 朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 ) 也 曾 传 播 于 日 本 ,这 些 中 算 书 是 和 算 家 接受 开 方术 
的 直接 来 源 ,特别 是 《 算 学 启蒙 》 对 和 算 代数 学 发 展 影响 甚 巨 。 

在 和 算 家 泽 口 一 之 的 《古今 算法 记 》(1670) (如 图 2. 1) 之 前 ,和 算 书 中 的 开 
方 问题 都 是 处 理 二 次 方程 和 三 次 方程 , 江 户 初期 的 和 算 书 中 ,几乎 都 有 开平 
方 、 开 立方 带 从 开平 . 带 从 开 立 的 内 容 。 由 于 《古今 算法 记 ) 深 受 ( 算 学 启蒙 》 
的 影响 ,首次 使 用 天 元 术 列 方程 ,所 以 导致 大 量 的 高 次 方程 出 现 , 关 孝 和 的 《发 
微 算法 X1674)( 如 图 2.2) 正 是 由 于 使 用 天 元 术 解 答 《古今 算法 记 》 后 附 的 15 
个 遗 题 (书后 向 读者 征 解 的 数学 问题 ) , 才 需 要 求解 大 量 的 高 次 方程 (该 书 获得 


[1] 吴 敬 , 九 章 算法 比 类 大 全 LA]. 见 : 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 2 
册 . 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 293. 
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的 15 个 方程 的 次 数 , 依 次 是 6 次 ,9 次 ,27 次 ,108 次 ,9 次 ,18 次 ,36 次 ,18 次 ,6 
次 ,10 次 ,10 次 ,54 次 ,72 次 ,1 458 次 ,16 次 ), 但 关 孝 和 的 《发 微 算法 》 旨 在 说 
明 这 些 方程 是 如 何 获得 的 ,并 没有 记录 其 求解 的 开 方 算法 。 


A 
3 sa 
人 何 画 竺 季 十 
中 sn 位 法 各 宇 二 国王 
上 EE | 
| 未 名 1 pe 车 
加 | 斌 网- 二 县 由 
的 ， 中 起 | 
ey) | 
直 是 小 信和 
SS 和 -一 一 
图 2.1 泽 口 一 之 的 《古今 算法 记 》(1670) 图 2.2 关 孝 和 的 《发 微 算法 》(1674) 


和 算 中 的 增 乘 开 方 法 最 早 详 于 关 孝 和 的 《 开 方 算式 》( 年 代 不 详 )( 如 图 
2. 3) ,随后 他 的 《 解 隐 题 之 法 )(1685)《 开 方 翻 变 之 法 )(1685)《 括 要 算法 》 
(1712) 等 书 中 都 有 详细 记载 。 


| 
六 
方 FOO01-19 
算 
式 并 方 算式 
闻 术 和 鲍 
网 
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2.3” 关 孝 和 的 《并 方 算式 》 
详细 考察 和 比较 中 日 数学 家 在 使 用 增 乘 开 方法 过 程 中 的 各 个 细节 ,是 解 
释 中 日 方程 论 不 同 成 就 的 成 因 与 差异 之 关键 所 在 。 为 清楚 说 明 问 题 ,我 们 首 
先 引 入 有 关 增 乘 开 方法 的 以 下 几 个 代数 学 定理 (证 明 从 略 ), 并 申明 ,文中 使 用 
的 导数 符号 只 是 形式 上 的 等 同 , 绝 不 意味 和 算 与 中 算 中 出 现 了 导数 概念 。 


定理 2. 1 对 于 方程 太 (z) 二 > au 坟 一 0， (2. 1) 
k=0 
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若 存在 实数 系列 : g，(i 一 1，2，3，…，0) ,满足 条 件 : 


@ Hz) = >ya E00G=0,1,2,.,1—1); 
k=0 

@Oai = fH)/k! GG=1,2,3,.,12); 

Da = ER 


则 > 二 g 是 方程 (2.1) 的 根 , 即 f,(9) = 0 (CA (Cd) 表示 函数 f; 1(zx) 在 
4 点 的 & 阶 导数 )。 

定理 2. 2 车 上 述 中 ,@, 回 条 件 成 立 , 则 a1, = /名 (gq)/k! = 
f(g)/k!, 即 a ,一 了 f(g,)/&! 由 g 唯 一 确定 而 与 q; 无 关 。 


定理 2 3 记 满 足 上 述 @,@,@ 条 件 的 Up 1-1 =6,, 县 Dg gd 3 Xl 本 
i=1 


浒 各 (二 p31 ,zt 二 0 存在 实 根 户 , 则 心 二 zi 十 户 是 原 方程 (2.1) 的 
另 一 根 。 并 称 中 (xz) 二 0 为 方程 (2. 1) 的 降 一 阶 方程 , g(x) 一 0 的 降 一 阶 
方程 则 称 作 方 程 (2. 1) 的 降 二 阶 方程 

定理 2.4 实数 9 是 方程 (2.1) 的 十 1 重 根 的 充 要 条 件 是 : 


降 一 阶 方程 gu(Cz) 一 号 1 ,Xx ! 二 0 的 系数 a = (人 II 中 , 云 7 
k=] 
时 全 为 0。 
现 将 中 日 增 乘 开 方 法 程序 对 列 如 下 : 


贾 宪 的 开 方法 关 孝 和 的 开 方 法 李 锐 的 开 方法 


实 上 商 置 第 一 位 得 数 ,以 上 商 乘 下 | 先 立 商 一 , 自 阳 命 之 ,到 实 | 以 商 乘 隅 加 减 廉 , 又 以 商 乘 之 
法 置 廉 , 乘 廉 为 方 , 除 实 论 , 复 以 上 | 异 减 同 加 ,而 实 余 者 , 复 立 | 加 减 方 .又 以 商 乘 之 加 减 实 , 为 
商 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 入 方 , 又 乘 下 法 | 商 一 ,如 前 到 实 , 逐 如 此 而 | 次 商 实 , 乃 变 之 ,以 商 来 阳 加 减 
入 廉 ,其 方 一 、. 廉 二 .下 三 、. 退 ,再 于 | 实 尽 ， 则 所 立 商 相 并 为 | 廉 , 又 以 商 乘 之 加 减 方 ,又 以 商 


第 一 位 商 数 之 次 , 复 商 第 二 位 得 数 ，| 定 商 c 。 乘 之 加 减 实 ,为 次 商 方法 ,是 为 
以 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 入 方 ， 命 上 商 一 变 ; 以 商 乘 唱 加 减 廉 ,为 次 商 
除 实 论 , 复 以 次 商 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 廉 ,是 为 二 变 ; 变 论 , 方 退 一 位 、 
入 方 ,又 乘 下 法 入 廉 ,其 方 一 \ 廉 二 、 廉 退 二 位 、 隅 退 三 位 , 约 商 如 
下 三 . 退 ,如 前 上 商 第 三 位 得 数 , 乘 前 , 尽 万 止 c] 。 

下 法 入 廉 , 乘 廉 入 方 , 命 上 商 除 实 

适 尽 5 。 


[1] 杨辉 . 详解 九 章 算法 繁 类 [LMJ. 丛书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 37. 

[2 ] 阅 孝 和 . 解 隐 题 之 法 LA. 平山 说 ,下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 编 . 天 孝 和 全 集 LZ]. 大 孤 : 大 阪 教育 因 书 ， 
1974: 137. 

[ 3] 李 锐 . 开 方 说 LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 ， 数学 卷 LZ]( 五 ). 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ， 
1993: 5— 10. 
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以 上 三 家 的 增 乘 开 方法 基本 上 是 按 定理 2. 1 进行 的 。 由 定理 2. 1 可 知 ， 
增 乘 开 方 法 对 于 各 次 商 g; 为 任意 实数 都 适用 ,不 论 g; 为 何 实数 ,只 要 存在 4， 
使 < = /4(g) = 二 0( 即 第 1 次 余 实 为 0), 则 达到 开 出 商 的 目的 。 

开 方 中 试 商 最 为 困难 ,中 算 开 方程 序 总 包括 初 商 前 的 “ 借 一 算 , 步 之 ， 
超 Xx 等 ”以 及 “ 除 实 " 后 的 “方法 一 退 ,一 廉 二 退 , 二 廉 三 退 ,……” 的 “ 步 ”与 
“ 退 " 步 又 ,其 代数 意义 在 于 确定 初 商 qi 与 次 商 9 的 数字 位 值 , 即 确定 9; = 
9 X10*(g, 是 0 一 9 的 数字 ) 中 的 &。 

与 中 算 开 方 术 程 序 相 比 , 关 孝 和 开 方 程序 中 特别 之 处 在 于 扬弃 了 " 步 ” 与 
退 ” 的 步骤 。 为 此 他 设计 了 两 种 " 课 商 “1 办 法 (见于 ( 开 方 算式 兴 如 图 2. 3)): 

凡 量 最 初 之 商 者 ,有 难 考 得 适 数 于 一 般 , 故 或 先 起 于 一 个 数 ,或 属 

题 数 而 宇 其 位 。 句 立 商 数 ,从 下 命 而 除 之 , 实 余 则 商 不 及 , 故 逐 增 其 数 

[ 乃 多 少 不 定 ,任意 而 增 之 ] [21 开 之 , 若 误 而 商 太 过 , 则 诸 级 反 履 ,而 难得 同 

名 之 后 商 , 故 立 异 名 之 商 [ 是 又 随时 才 酌 其 数 也 ] 开 之 上 34 

这 段 术 文 意义 如 下 : 

Q@ “或 先 起 于 一 个 数 ”, 即 任 立 一 个 初 商 。 初 商 的 任意 性 ,必然 导致 两 种 
后 果 , 一 是 “ 实 余 则 商 不 及 ”; 二 是 “ 误 而 商 太 过 , 则 诸 级 反 窗 ”*"。 对 于 前 一 情 
形 则 采取 “ 逐 增 其 数 ” 的 办 法 ,而 日 “ 增 数 ” 仍 具有 任意 性 。 

@ “或 属 题 数 而 窒 其 位 ”。 属 , 通 瞩 ,“ 属 题 数 ” 即 视 开 方 式 各 级 系数 的 数值 ， 
“ 敌 其 位 ” 即 突 察 商 之 数位 。 这 实际 上 也 就 是 中 算 开 方程 序 中 的 定 商 方 法 。 

和 算 开 方法 的 这 种 细微 变化 ,反映 出 和 算 开 方 演算 已 经 摆脱 了 中 算 开 
方法 的 算术 属性 ,处 理 的 方程 系数 与 方程 根 具有 一 般 性 的 代数 意义 ,与 定理 

1 是 完全 等 同 的 。 这 种 代数 化 转变 决定 了 和 算 必 人 然 在 方程 论 方面 的 成 就 ， 
下 文 将 作 具 体 分 析 。 

关于 和 算 增 乘 开 方 法 的 来 源 , 日 本 学 者 认为 是 关 孝 和 在 《杨辉 算法 》 的 
启发 下 独自 发 现 的 -42.52。 持 这 种 观点 基于 以 下 史实 : 1661 年 关 孝 和 抄写 


[1] 课 商 为 和 算术 语 , 即 试 商 。 

[C2] [ 内 的 文字 为 原文 中 的 双 行 夹 注 , 下 同 。 

[3] 关 孝 和 . 开 方 算式 [Al. 平 山 谢 ,下 平和 夫 , 庆 河 秀 雄 篇. 天 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 加 
书 ,1974: 259. 

[4] 平山 谤 . 于 孝 和 [LMJ]. 东京: 恒星 社 厚生 并 ， 19815 多 

[5] 日 本 学 士 院 ,明治 前 日 本 数学 史 [ Mj]. 第 二 卷 . 东京: 岩 波 书店 ,1955: 1954.- 
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了 《杨辉 算法 》, 其 底 本 是 高 丽 复 洪武 戊 午 年 刊本 ,其 书包 括 《 乘 除 通 变 本 
末 》《 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》 及 《 续 古 摘 奇 算法 》 但 载 有 贾 完 增 乘 开 方 法 与 开 
方 作法 本 源 图 的 《详解 九 章 算法 》 以 及 秦 九 韶 的 4 数 书 九 章 》 是 否 传人 日 本 ， 
至 今 尚 未 发 现 可 考 的 史料 记录 。 此 外 ,中 算 史 学 界 普遍 认为 , 增 乘 开 方法 出 
现 之 后 ,立成 释 锁 方 法 就 被 扬弃 了 [511 对 于 以 上 这 些 观 点 ,笔者 认为 似 有 
商讨 的 余地 。 

首先 ,我 们 来 考察 一 下 《杨辉 算法 ) 中 对 开 方法 (方程 为 x* 一 12x 十 864 = 
0) 的 记叙 : 

依 五 级 ( 资 次 )[21 次 第 布置 商 、 积 方法 、 负 从 、 隅 算 , 置 积 为 实 , 于 

实 上 商 置 长 三 十 ,以 来 阳 算 ,三 十 于 实数 之 下 ,名 日 方法 ,以 负 从 十 二 减 

三 十 , 余 十 和 八 , 命 上 商 除 实 五 百 四 十 , 余 积 三 百 二 十 四 , 复 以 上 商 三 十 乘 

阳 得 三 十 ,并 入 方法 , 共 四 十 八 , 退 位 为 廉 ,其 阳 算 再 退 ,又 于 实 上 商 置 

长 六 步 , 以 乘 隅 算得 六 ,并 入 廉 法 共 五 十 四 , 命 上 商 除 实 尽 , 得 长 三 十 六 

步 合 问 [3 

杨辉 这 段 “ 草 ” 文 , 仅 针对 二 次 带 从 开 方 ,没有 透露 出 暗示 可 能 从 低 次 方 
程 发 展 到 高 次 方程 的 任何 蛛丝马迹 。“ 上 商 乘 隅 入 方法 ”的 步骤 可 能 诱发 对 
“ 倍 法 ”的 改进 ,而 真正 的 困难 却 在 于 如 何 获 得 高 次 方程 求解 过 程 中 的 各 廉 

我 们 知道 ,立成 释 锁 与 增 乘 开 方 是 互 为 表 里 的 两 种 方法 ,立成 表 中 的 各 
数 是 增 乘 结果 的 数 表 化 ,或 者 说 , 开 方 作法 本 源 图 可 由 增 乘 开 方 法 生成 ,这 
一 点 ,杨辉 与 吴 敬 在 他 们 的 著作 中 说 得 非常 清楚 ,如 吴 敬 《 九 章 算 法 比 类 大 
全 》 图 2. 4) 载 日 

增 夹 方 求 廉 法 草 日 : [ 释 锁 求 廉 本 源 ] 列 所 开 方 数 [五 乘 方 列 五 位 ， 

隅 算 位 外 ] 以 隅 算 一 自 下 增 入 上 位 ,至 首位 而 止 [首位 得 六 ,第 二 位 得 五 ， 

第 三 位 得 四 ,第 四 位 得 三 ,下 一 位 得 二 ], 复 以 阳 算 如 前 升 增 , 递 低 一 位 

求 之 。 


[C1] 钱 宝 琼 . 中 国 数学 史 LMJ. 北京 : 科学 出 版 社 ,1992: 254. 

[2] 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 作 “ 依 资 次 ”,“ 资 次 ”应 为 “五 级 ”之 误 。 

[3] 杨辉 . 杨辉 算法 。 田亩 比 类 乘除 捷 法 LA], 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 . 数学 卷 [2] 
(一 ). 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 1087. 
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求 第 二 位 六 [ 旧 数 ] 五 [加 十 而 止 ] 四 [加 六 为 十 ] 三 [加 三 为 六 | 
二 [加 一 为 三 ] 

求 第 三 位 六 十 五 [并 旧 数 ] 十 [加 十 而 止 ] 六 [加 四 为 十 ] 三 [加 
一 为 四 ] 

求 第 四 位 六 “十 五 ”二 十 [并 旧 数 ] 十 [加 五 而 止 ] 四 [加 一 为 五 | 

求 第 五 位 六 十 五 二 十 十 五 [并 旧 数 ] 五 [加 一 为 六 ] 51] 


图 2.4 吴 敬 的 《 九 章 算法 比 类 大 全 》 


分 析 这 段 文 字 可 知 , 吴 敬 是 在 利用 增 乘 开 方 法 获得 立成 表 。 事 实 上 ,《 九 

章 算术 》 开 方术 的 “ 信 法 为 定 法 ”程式 也 可 视 为 立成 方法 ,而 且 这 种 开 方形 式 一 

直 延 续 至 明代 ,可 以 说 立成 法 是 中 算 家 习惯 使 用 的 。 其 实 ,立成 方法 也 不 只 限于 

对 一 a 二 0 型 方程 的 开 方 ,对 于 x 一 a 二 0, 开 出 初 商 g 后 , 求 次 商 gs 便 是 对 
(a—g)+C gr ri+C ar rt tC gr +C zx"=0 


的 带 从 开 方 。 中 算 家 在 发 明 开 方 术 的 同时 ,就 蕴涵 着 带 从 开 方 术 的 形成 。 


C1] 吴 敬 . 九 章 算法 比 类 大 全 [Al. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 LZ]( 二 ). 郑州 : 
河南 教育 出 版 社 ,1993: 167. 
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换言之 , 开 方术 向 带 从 开 方 术 发 展 ,对 中 算 家 来 说 ,不 存在 什么 困难 ,而 困难 
在 于 如 何 确定 开 高 次 方程 时 “ 倍 法 ”所 需要 的 系数 CG。 宋代 发 达 的 代数 演算 
(特别 是 天 元 术 的 应 用 ) 导 致 高 次 方程 的 大 量 出 现 ,探究 高 次 方程 开 方 各 廉 
系数 ,必然 是 宋代 数学 家 所 面临 而 或 待 解决 的 课题 。 他 们 可 能 在 构造 立成 
表 的 过 程 中 发 现 了 增 乘 开 方法 ,从 而 宋代 两 法 并 存 。 按 中 算 开 方 传统 ,对 一 
般 数学 家 而 言 , 贾 完 的 立成 表 是 必 不 可 少 的 开 方 工具 ,而 对 获得 此 表 的 增 乘 
方法 未 必 都 那么 关心 ,这 也 可 能 是 增 乘 方法 于 宋 元 后 逐渐 失传 的 主要 原因 
过 = 

钱 宝 琼 认为 ,在 吴 敬 、 周 述 学 、 程 大 位 的 著作 中 保存 着 开 方 作法 本 源 图 ， 
而 没有 四 次 以 上 高 次 寡 的 开 方 法 514 其 言 意味 着 立成 表 的 作用 在 明代 已 名 
存 实 亡 。 笔 者 认为 ,这 并 不 符合 历史 实际 。 在 吴 敬 的 4 九 章 算 法 比 类 大 全 》 
卷 十 “各 色 开 方 ” 中 , 尚 有 “ 开 五 乘 方 " 与 “ 带 益 从 廉 添 积 开 三 乘 方 ”“ 2 2 使 用 
的 正 是 立成 方法 。 程 大 位 在 开 方 作法 本 源 图 后 附 言 道 :”( 三 乘 方 以 上 ) 其 形 
不 知 如 何 模样 ,只 是 取 数 而 已 ,或 只 至 十 乘 ,三 十 余 乘 方 皆 是 ,先贤 取 生 率 之 
妙 , 以 明 开 方正 率 , 亦 不 可 废 .” 说 明 他 也 知道 立成 表 可 用 于 一 般 高 次 方程 的 
开 方 , 因 受 实用 性 算 题 的 限制 而 未 出 现 其 算 例 。 程 大 位 以 组 合 方式 生成 立 
成 表 , 说 明 增 乘 方法 到 程 大 位 时 已 完全 失传 。 

以 上 分 析 表 明 ,立成 方法 与 增 乘 方法 具有 密切 联系 ,根据 立成 表 可 以 重 
新 发 现 增 乘 开 方法 。 杨 辉 的 (详解 九 章 算 法 》 是 否 传人 日 本 ,未 见 史籍 明 载 ， 
我 们 不 必 断 言 , 但 吴 敬 的 《 九 章 算 法 比 类 大 全 》 流 和 人 过 日 本 ( 现 藏 于 静 嘉 
以 KJ 

另 一 方面 , 关 孝 和 增 乘 开 方 法 虽 详 于 《 解 见 题 之 法 训 约 1685) 与 4 括 要 算 
法 》1709) ,但 关 孝 和 早期 著作 中 就 已 出 现 高 次 方程 开 方 问题 。 如 《 阙 疑 抄 
一 百 问答 术 兴 约 1667 年 前 后 ) 中 方程 次 数 最 高 达 18 次 ;《 勿 习 改 答 术 》( 约 


C1] 钱 宝 琼 . 中 国 数学 史 [LM]. 北京 : 科学 出 版 社 ,1992: 254. 

[C2] 吴 敬 . 九 章 算法 比 类 大 全 [A]. 卷 十 . 靖 玉 树 编 . 中 国 历代 算 学 集成 [LZ]( 中 ). 济南 : 山东 人 民 
出 版 社 ,1994: 2024. 

静 嘉 堂 文库 是 日 本 东京 收藏 日 文 古籍 的 专门 图 书馆 ,创始 人 岩崎 弥 之 助 从 明治 二 十 五 年 
(1892) 前 后 开始 搜集 中 国 和 日 本 的 古籍 ,其 子 岩崎 小 弥 太 扩 充 了 藏书 。 中 国清 末 藏 书 家 陆 心 
源 的 栈 宋 楼 所 藏 宋 元 版 刻本 和 名 人 手 抄本 4 146 部 43 218 册 于 1907 年 为 岩崎 所 购 , 成 为 静 
嘉 堂 文库 的 基本 藏书 。1948 一 1970 年 间 该 文库 成 为 日 本 国立 国会 图 书馆 的 分 馆 , 后 复 改 为 独 
立 机 构 。 


[3 


AL 
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1667 一 1674 年 间 ) 中 方程 次 数 最 高 达 9 次 ;《 发 微 算法 (1674) 中 人 处理 的 都 是 
高 次 方程 ,15 个 方程 的 次 数 最 高 达 1 458 次 。 

这 些 车 作 仅 给 出 方程 式 的 推演 过 程 而 未 载 开 方 求解 的 演算 ,不 清楚 当 
时 关 孝 和 是 如 何 开 方 的 ,但 似乎 可 以 肯定 , 关 孝 和 青年 时 代 就 已 掌握 了 高 次 
的 开 方 法 ,或 许 就 是 增 乘 开 方法 。 因 此 ,有 理由 认为 关 考 和 可 能 通过 吴 敬 或 
其 他 中 算 书 中 的 立成 表 而 发 现 了 增 乘 开 方 法 ,当然 也 有 可 能 此 法 在 朝鲜 与 
日 本 并 未 失传 。 


2.3 中 日 方程 论 的 成 就 


开 方 法 在 日 本 江 户 时 代 和 中 国清 代 中 期 都 出 现 过 复兴 ,中 日 数学 家 获 
得 了 一 系列 关于 方程 理论 的 新 成 果 。 本 节 内 容 将 比较 近世 中 日 方程 论 的 
成 就 。 


2.3.1 对 负 根 与 多 根 的 认识 

对 负 根 与 多 根 的 认识 是 解 方程 问题 从 算术 化 向 代数 化 转变 中 极为 重要 
的 一 步 ,无 论 东方 还 是 西方 ,都 未 能 轻易 逾越 这 一 步 。 在 西方 , 1484 年 法 国 
人 许 凯 (Nicolas Chuquet，1450? 一 1500) 的 著作 初 见 其 萌芽 ,至 1545 年 意 
大 利 人 卡尔 丹 (Jerome Cardan，1501 一 1576) 才 开始 详 论 其 说 ,此 后 西方 代 
数 方程 理论 有 了 迅速 发 展 。 开 方 虽 是 中 算 之 “大 节目 ”, 在 求 高 次 方程 数值 
解 方面 之 成 就 远 高 于 西方 ,但 中 算 家 一 直 并 不 关心 根 的 性 质 及 根 与 系数 的 

和 算 著作 中 最 早 讨论 两 根 问题 的 是 泽 口 一 之 的 《古今 算法 记 》(1671)， 
称 之 “ 翻 狂 ”, 以 作为 “ 病 题 ”进行 修正 而 只 取 其 中 一 个 正 根 5 说明 此 时 和 
算 家 尚未 形成 多 根 意识 。《 古 今 算法 记 ) 问 题 只 是 孤立 现象 ,还 不 足以 刺激 
关 孝 和 对 多 根 、 负 根 的 研究 。 促 使 和 算 突破 中 算 仅 求 方程 一 个 正 根 传统 的 
真正 原因 ,还 必须 围绕 和 算 开 方法 的 算法 特征 去 寻找 。 


[C1] 三 上 闵 夫 . 于 孝 和 0O) 业 续 上 京 阪 2) 算 家 兹 民 支 那 O) 算 法 上 O 阅 傈 及 众 比 较 [J]. 东洋 学 报 ， 
1933(21): 369. 
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在 中 算 开 方 模式 中 , 商 必 然 存 在 下 述 特征 : 
QO 若 d， 三 负 和 X 10*, 则 gin = qin Xx 10” 


Oa x10 gq= gq < G+1) x10 
= 


@ 方程 根 近 似 值 序列 : e = 2)g; 过 gq (k=1,2,3,…,) 


实用 数学 背景 下 求 正 解 是 自然 而 首要 的 ,因此 开 方 时 试 商 总 是 首先 考 
虑 初 商 gq 二 0, 从 而 有 0 过 和 和 受 w 和 受 d, 即 w% 总 是 在 区 间 (0,，9g) 上 单方 向 通 
近 商 gq( 如 图 2.5(a))。 另 一 方面 ， 借 一 算 , 步 之 ”的 定 初 商 办 法 也 限定 了 gq 
的 范围 。 这 一 数理 特征 决定 了 中 算 增 乘 开 方 内 部 不 会 出 现 负 根 及 多 根 方面 
的 矛盾 ,或 者 说 ,中 算 家 不 能 认识 负 根 与 多 根 已 为 其 开 方 模式 所 定格 。 这 种 
定 势 延续 到 清 代 方程 论 复兴 时 仍 未 能 改变 , 李 锐 (1769 一 1817) 增 乘 开 方 仍 
遵循 传统 ,没有 突破 数值 位 置 的 束缚 。 

清 代 学 者 对 方程 根 非 唯 一 性 的 认识 是 与 开 方 法 无 涉 的 。 言 古人 所 未 言 的 汪 
莱 (1768 一 1813) 研 究 方程 论 时 , 宋 元 时 期 增 乘 开 方法 尚未 被 发 掘 。《 数 理 精 列 》 
(1723) 下 编 卷 三 十 三 “ 论 带 从 平方 术 ” 言 二 次 方程 x 一 px 十 gq 二 0 常 有 两 正 根 ,对 
汪 莱 有 直接 影响 512, 而 三 角 学 中 解 斜 三 角形 的 多 解 不 确定 性 也 是 汪 莱 多 根 认识 
的 又 一 刺激 源 ,这 在 其 ( 衔 斋 算 学 》1796 一 1805) 第 一 册 第 六 节 中 有 所 反映 52] 

关于 负 根 的 认识 ,是 汪 莱 在 认识 多 根 之 后 ,研究 多 项 式 因 式 分 解 与 高 次 
方程 根 的 存在 性 关系 时 才 开 始 出 现 这 种 意识 的 萌芽 ,至 李 锐 ( 开 方 说 》 结 合 
开 方法 的 试 商 而 正式 提出 。 

关 孝 和 开 方 术 开 门 见 山 地 称 " 立 正 负 商 ”与 “ 立 异 名 商 ”, 建 部 贤 弘 也 说 
“其 商 本 有 正 有 负 ”5 354 说 明和 算 家 在 开 方 演算 时 已 对 负 根 不 加 区 别 地 接 
受 。 那 么 ,自然 存在 这 样 的 疑问 : 究竟 是 关 孝 和 认识 了 存在 负 根 与 多 根 之 后 
对 传统 的 数字 开 方 加 以 代数 化 改进 ,还 是 相反 地 ,在 对 传统 开 方法 进行 代数 
化 改进 过 程 中 形成 了 多 根 与 负 根 的 认识 ?要 想 回答 这 一 问题 ,必须 考察 和 
算 开 方法 发 展 的 历程 。 


[1 ] 钱 宝 琼 . 汪 莱 《 衡 裔 算 学 评述 [Ajl. 钱 宝 琼 科学 史 论 文选 集 [LC]. 北京 : 科学 出 版 社 ,1983: 248. 
[C2] 汪 莱 . 衡 裔 算 学 [LA]. 第 一 册 . 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 LZ]( 四 ). 郑州 : 
河南 教育 出 版 社 ,1993: 1493. 

于 孝 和 ,建部 里 明 ,建部 里 弘 编 集 . 大 成 算 和 经 LMJ. 众 三 * 开 方 第 三 ”东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 
藏 抄本 . 登录 号 : ws006478, 索 书号 : 7. 20820. 20. 
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和 算 对 增 乘 开 方法 最 早 记 述 是 《4 解 见 题 之 法 》, 对 于 为 何 出 现 “ 负 商 ”, 该 
书 亦 有 说 明 : 

或 实 翻 而 不 能 尽 者 , 立 负 商 , 如 前 到 实 , 异 减 同 加 而 实 尽 , 则 前 商 相 

并 ,内 并 减负 商 , 为 定 商 517 

这 里 有 三 点 应 该 予以 注意 : @ 已 摆脱 中 算 增 乘 开 方 中 “ 超 ” 与 “ 退 ” 的 传 
统 ,各 次 商 g; 具 有 任意 性 ;@ 在 “ 实 翻 而 不 能 尽 ” 的 情况 下 才 立 负 商 以 解决 
“ 实 不 尽 ” 的 矛盾 ;G) 蕴涵 着 前 述 定理 2. 2。 

对 于 第 @ 点 与 第 @ 点 李 锐 也 认识 到 了 ,他 说 : 

凡 商 数 误 多 误 少 者 , 置 余 实 , 变 之 , 误 多 则 商 负 , 减 之 而 得 所 求 , 误 

少 则 商 正 ,加 之 而 得 所 求 , 或 各 商 俱 误 , 或 次 商 误 为 初 商 , 初 商 误 为 次 

商 , 而 得 实 尽 ,并 各 商 虱 的 所 求 52] 

宋 元 时 期 ,中 算 家 在 开 方 实践 中 遇 到 两 类 问题 ,一 是 “ 减 根 ”变换 后 , 余 
实 绝对 值 增 大 ;二 是 “ 减 根 ” 变 换 后 , 余 实 符号 改变 。 前 者 叫 “ 投 胎 ”, 后 者 叫 
“ 换 骨 ”或 “ 翻 法 ”5.3]。 据 上 述 文献 可 以 看 出 , 负 根 的 引入 完全 是 为 了 解决 
“投胎 ?问题 ,而 刘 益 的 正 负 开 方术 正 是 处 理 负 商 的 保证 。 

男 一 方面 ,和 算 家 废除 “进退 位 ”程序 导致 了 定理 2. 2 的 结果 ,于 是 不 完 
全 商 通 近 实 根 的 方式 也 突破 中 算 开 方 的 右 侧 单 向 盘 近 的 模式 , 负 根 的 出 现 
是 必然 的 (如 图 2. 5(b))。 


A 术 


(a) (b) 
2.5(a) 贾 宪 的 逼近 方式 (b) 关 孝 和 的 逼近 方式 


[1] 阅 孝 和 . 解 见 题 之 法 [A]. 平山 详 , 下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 编 . 天 邦和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 罗 
书 ,1974. 138. 

[2] 李 锐 . 开 方 说 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]( 五 ). 郑州 : 河南 教育 出 
版 社 ,1993: 57. 


C3] 和 算 “ 翻 法 ” 指 方程 任意 项 系数 的 变 号 。 
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《 括 要 算法 %1712) 是 关 孝 和 去 世 后 由 其 弟子 整理 成 书 的 《大 成 算 经 》 
(1711) 著 作 年 代 是 1683 一 1711 年 ,时 间 与 其 相当 ,因此 ,它们 所 述 是 定型 成 
熟 的 开 方 法 , 绝 非 早 期 情形 。 从 而 笔者 认为 ,和 算 增 乘 开 方 法 的 发 展 可 能 
致 分 为 以 下 诸 阶 段 : 

中 算 的 算术 阶段 -> 定理 2. 1 的 任意 4 二 0 阶段 > 定理 2. 1 的 立 负 商 g; <0 阶段 

一 定理 2. 1 的 一 般 情形 阶段 - 括 要 算法 》 的 总 结 阶段 


上 述 分 析 表 明 ,和 算 家 开 方 摆脱 位 置 上 的 限制 导致 负 根 .多 根 出 现 ,从 
而 促进 了 和 算 开 方法 的 代数 化 。 从 此 意义 上 说 ,中 算 过 分 强调 位 置 有 碍 代 
数学 的 进一步 发 展 而 存在 负面 作用 。 


2.3.2 逐次 压缩 Newton 法 与 等 根 问题 

当 多 根 存在 性 被 认识 后 ,必然 面临 如 何 求 出 所 有 实数 根 的 问题 ,中 日 算 
家 于 此 都 有 所 探索 ,都 获得 了 相当 于 定理 2. 3 的 开 方法 , 李 锐 称 之 为 “ 代 开 
法 ”, 西 方 近代 方程 论 称 之 为 “逐次 压缩 Newton 法 ”。 关 孝 和 与 李 锐 的 开 方 
法 术 文 列 如 下 表 。 


关 孝 和 的 方法 李 锐 的 代 开 法 


立正 负 商 各 若干 ,从 阳 命 之 [平方 式 者 ， 凡 平 方 二 数 , 以 平方 开 一 数 ,其 一 数 可 以 除 代 
从 廉 命 之 ], 至 实 而 开 尽 之 , 逐 下 命 之 ,至 阳 | 开 之 ;立方 三 数 ,以 立方 开 一 数 , 其 二 数 可 以 平方 
上 级 [ 乃 平 方式 者 从 方 , 立 方式 者 从 廉 ,三 乘 | 代 开 一 数 , 除 代 开 一 数 ;三 乘 方 四 数 ,以 三 来 方 开 
方式 者 从 下 廉 也 , 余 仿 之 ] 而 加 减 之 , 复 立 正 | 一 数 , 其 三 数 可 以 立方 代 开 一 数 ,平方 代 开 一 数 ， 
负 商 若干 ,从 阳 命 之 ,至 方 而 开 尽 之 , 逐 下 命 | 除 代 开 一 数 ;其 法 以 本 乘 方 先 开 一 数 , 副 置 先 开 
之 ,至 阳 上 级 而 加 减 之 。 次 第 如 此 ,至 隅 上 | 数 ,加 减 [同名 减 , 异 名 加 ] 未 商 , 名 日 寄 位 ,以 其 余 
级 而 开 尽 之 [ 若 至 其 级 而 不 能 开 尽 者 ,为 无 | 递 降 一 乘 开 之 ,所 得 加 减 寄 位 [同名 加 , 异 名 减 ] 为 
商 也 ], 所 得 各 商 递 同 加 异 减 之 ,得 逐 商 呈 。 关 一 数 - 梧 

又 一 术 : 以 本 乘法 先 开 一 数 , 认 , 变 之 ,以 递 降 
一 乘 代 开 之 ,所 得 为 较 数 ,以 较 数 加 减 [同名 加 , 异 

名 减 | 先 得 一 数 , 为 又 一 数 "3]。 


事实 上 , 汪 莱 在 《 衡 裔 算 学 ) 第 七 肌 “ 求 次 数 雇 ”中 说 过 :“ 合 诸 商 数 于 原 


[1 ] 并 邦和 . 开 方 翻 变 之 法 LAJ]. 平 山 谤 ,下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 篇. 并 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 
罗 书 ,1974: 161. 

[2] 李 锐 . 开 方 说 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 LZ]( 五 ). 河南 教育 出 版 社 ， 
1993: 19. 

[3] 李 锐 . 开 方 说 [LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 LZ]( 五 ). 河南 教育 出 版 社 ， 
1993: 22. 
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题 内 ,如 初 商法 入 之 , 变 题 恒 省 下 一 层 , 降 其 位 ”, 这 里 的 “ 原 题 " 指 开 方 中 的 
初始 ( 原 ) 方 程 (2. 1) “ 变 题 ? 指 方程 (2. 1) 的 降 一 阶 方程 guCz) 二 0, 所 言 即 
“ 代 开 法 ”。 李 锐 人 开 方 说 》 以 《 衡 斋 算 学 》 为 蓝本 ,因此 ,认为 李 锐 是 “用 降 需 
法 解 高 次 方程 的 先驱 ”的 观点 应 予以 纠正 12 
关 孝 和 在 “ 降 次 开 方 ”的 定理 2. 3 基础 上 又 前 进一步 。 对 于 开 方 式 (2. 1) 
开 出 初 商 zi 二 a 后 , 若 各 降 阶 方程 的 根 w = a 一 … 二 a 二 0, 亦 即 以 a 作 
减 根 变换 时 , 实 方 、 一 廉 以 至 4 一 1 廉 全 为 0, 则 方程 (2. 1) 存 在 k 十 1 重 根 。 
基于 这 一 原理 关 孝 和 又 获得 了 定理 2. 4 的 方法 , 即 所 谓 的 “ 适 尽 诸 级 法 ”: 
每 式 以 实行 为 前 式 , 以 所 尽 级 行为 后 式 ,而 前 式 一 级 司 之 ,而 求 换 
式 , 而 交 式 斜 乘 ,而 求生 克 ,而 得 寡 消 也 。 诸 级 之 数 者 ,如 衰 霖 术 求 之 [ 乃 
实行 者 基数 , 方 行者 主 到 , 初 廉 行者 三 角 衰 , 次 廉 行者 再 乘 衰 才 , 三 廉 行者 三 乘 误 
培 也 , 余 仿 之 ] 。 


实 
疡 1 
初 廉 1 1 ， 归 
次 廉 1 2 1 下 
三 廉 1 3 过 
四 廉 1 4 6 4 1 三 来 
阳 1 5 10 10 5 1 外 乘 
1 6 26 20 15 6 1 五 来 (2) 


对 于 方程 fo (zx) 二 0, 所 谓 * 适 尽 某 级 ”, 就 是 指 用 增 乘 开 方 法 求 出 一 根 4 


a fo gy 0 
后 ,n 变 方 程 f(x) 一 之 站 zz 一 0 的 Teylor 系数 了 9 ) 中 ,从 实 级 


至 人 一 1 廉 级 全 为 0。 这 里 和 pa 其 中 Cx 为 & 一 1 乘 霹 。 
等 价 于 给 出 f,(x) 二 0 存在 &A 十 1 重 根 的 充 要 条 件 : 


一 和 


Fw(Cz) (2. 2) 
kl 


fi1(7x) = 


[1] 朱 家 生 . 李 锐 ( 开 方 说 研究 LAJ. 洪 万 生 主编 . 谈天 三 友 [C], 明文 书局 ,1993: 289. 
[2] 并 邦和 . 开 方 翻 变 之 法 [A]. 平山 请 ,下 平和 夫 , 上 让 泪 秀 雄 纺 . 并 邦和 全 集 [Z]. 大 阪 教育 鸭 羽 ， 
1974: 163. 
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事实 上 ,和 算 家 并 无 重 根 意识 ,那么 关 才 和 构造 此 算法 的 背景 是 什么 
呢 ? 这 需 从 两 方面 分 析 。 

首先 , 开 方 中 使 用 Newton 逐次 压缩 法 会 出 现 n 变 方 程 若 干 级 为 0 的 特 
殊 情 形 ( 即 有 等 根 方程 ) ,这 样 便 省 开车 干 次 ,这 种 特殊 化 开 方 自然 会 引起 和 
算 家 的 兴趣 而 设计 了 这 种 带 有 技艺 性 质 的 “ 适 尽 诸 级 法 ”。 

其 次 ,在 遗 题 承继 与 奉 揭 算 额 的 数学 知识 传播 氛围 中 ,问题 设计 是 和 算 
家 重要 的 数学 活动 ,问题 构造 被 视 为 衡量 其 算 学 能 力 的 重要 标准 。 和 算 家 
将 “ 病 题 ” 分 为 五 类 : | 转 题 (条 件 不 足 ,无 法 求解 );@ 繁 题 (条 件 过 多 ,是 不 
相 容 );@ 层 题 (条 件 迁 回 曲折 );@ 反 题 (条 件 违背 常理 );@ 虚 题 (所 得 方程 
或 无 实 根 ,或 仅 有 负 根 或 有 正 根 而 不 合 题 意 )。 对 第 @ 类 “ 虚 题 ”的 改造 , 刺 
激 了 和 算 家 研究 与 “ 适 尽 诸 级 法 ” 相 联 系 的 “ 替 级 数 ” 与 “ 视 商 极 数 ”的 数学 
问题 。 

所 谓 “ 视 商 极 数 ” 即 为 

置 原 式 , 依 前 替 级 数 而 各 得 式 , 随 适 尽 诸 级 法 而 自 其 级 逐 下 乘 其 级 

数 [ 乃 用 适 尽 方 级 法 , 则 自 方 逐 下 来 方 级 数 ,用 适 尽 初 廉 级 法 , 则 自 初 廉 逐 下 夹 初 廉 

级 数 , 余 伪 之 ], 其 得 式 , 开 除 之 ,得 商 极 数 5 17 

对 于 方程 fo(x) = 0, 若 适 尽 于 A 一 1 廉 级 , 求 商 极 数 的 方法 分 三 步 
进行 : 

第 一 步 : 由 适 尽 诸 级 法 的 式 (2. 2) 消 去 zx, 得 


p(s i Cys “sy 六 = (让 名》 
第 二 步 : 替 诸 级 数 。 从 (2.3) 中 解 出 a$= G7 (4, a a ,dj1， 
dir» """» a, ,) ， 蔡 换 folz) = 一 0 中 的 相应 级 a; ,得 到 震级 数 方程 : 


hi(z) 一 0 十 QZ 十 十 ar 十 az 十 十 az 
es (XT— Qa) p(x) 一 0 ( 儿 . 4) 


这 里 要 求 式 (2. 3) 可 解 ,上 且 a ;与 a; 同 号 ; 
第 三 步 : 求 商 极 数 。 对 替 级 数 方程 (2. 4) ,从 第 & 一 1 廉 级 开始 ,以 上 各 


C1] 天 孝 和 . 开 方 翻 变 之 法 LA]. 平山 谤 ,下 平和 夫 , 认 洁 秀 雄 编 . 天 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 
加 书 ,1974: 168. 
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级 由 ,wii，…，4a ,分 别 乘 C 人 (一 &, 十 1,…，7) ,将 方程 (2.4) 变 换 为 商 
极 数 方程 : 


w(x) = Ca Oa + 


Ca 人 十 … 十 Cla, x” 3 0 (2. 5) 


则 方程 (2. 5) 的 正 根 便 是 商 极 数 。 

由 适 尽 诸 级 法 原理 , 替 级 数 变换 保证 了 蔡 级 数 方程 (2.4) 具 有 & 十 1 重 
根 , 即 万 (z) 一 (Cz 一 o) 生 DCz) 一 0, 正 数 w 便 是 商 极 数 。 为 求 w ,必须 对 方 
程 (2. 4) 开 nn 次 方 ,根据 多 项 式 性 质 知 : 方程 (2. 4) 的 & 十 1 重 根 必 是 其 & 阶 
导 函 数 的 一 个 单 根 , 而 上 述 第 三 步 变换 正 是 保证 式 (2. 5) 是 式 (2.4) 的 & 阶 导 
函数 。 通 过 求解 式 (2. 5) 而 获得 商 极 数 vi 。 

以 上 分 析 揭 示 了 适 尽 诸 级 法 与 “ 视 商 极 数 " 关 系 的 数学 实质 与 数学 背 
景 , 可 以 看 出 适 尽 诸 级 法 是 视 商 极 数 算法 的 子 算法 , 视 商 极 数目 的 在 于 寻找 
方程 某 一 正 根 存在 的 临界 点 ;并 且 在 视 商 极 数 算法 中 , f(x) = h(x) 十 
bx 二 (TX 一 Q “p(x) 十 bx' = 二 0, 在 i 二 0 时 ( 替 实 数 , 适 尽 方 级 ), 商 极 数 a 
是 fo(x) 二 0 的 驻 点 , 这 又 是 和 算 方程 论 与 多 项 式 极 值 理 论 的 一 种 联系 。 

李 锐 在 讨论 方程 等 根 问题 时 也 称 “ 凡 可 开 二 数 以 上 而 各 数 俱 等 者 , 非 
无 数 也 ,以 代 开 法 入 之 可 知 ”5123 可 惜 在 等 根 问题 上 没有 作 进一步 的 讨论 。 


2.3.3 关于 根 的 存在 性 判定 

实 根 的 存在 性 是 方程 论 重要 内 容 之 一 。 在 比较 中 日 方程 论 此 方面 成 就 
前 , 先 来 看 看 与 此 相关 的 方程 分 类 法 。 

关 孝 和 将 多 项 式 方程 分 为 4 类 , 即 

@ 全 商 式 : 只 有 一 个 实 根 (包括 重 根 ) 的 方程 

@ 变 商 式 : 只 有 多 个 同 号 根 的 方程 ; 

@@ 交 商 式 : 存在 异 号 根 的 方程 ; 

@ 无 商 式 : 无 实 根 的 方程 。 

建部 贤 弘 在 (大 成 算 经 》 中 将 “ 变 商 式 ” 与 “ 交 商 式 ? 并 为 “ 变 商 式 ” 一 类 。 


[C1] 李 锐 . 开 方 说 LAJ. 郭 书 春 主 编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 LZ]( 五 ). 郑州 : 河南 教育 出 
版 社 ,1993: 5 一 55. 
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和 算 方程 分 类 方式 应 当 是 以 “ 降 次 开 方 ”为 基础 的 。 
汪 莱 未 明确 给 出 方程 分 类 , 据 其 所 论 可 以 看 出 其 以 正 根 为 中 心 的 如 下 
分 类 原则 51]， 
[可 知 (1 正 根 ) 
( 正 根 ) 
| 不 可 知 (多 正 根 ) 
无 ( 正 根 ) 


有 
和 有数 ( 有 实 要 
出 
无 数 ( 无 实 根 ) 

这 种 分 类 可 能 是 通过 归纳 方式 获得 的 ,未 必 与 开 方 过 程 有 关 。 

关于 根 的 存在 性 判定 , 和 算 家 称 之 为 “ 验 商 有 无 ”, 初 见于 关 孝 和 的 《 开 
方 翻 变 之 法 》, 其 法 日 : 

假 立 正 负 商 一 算 , 从 其 式 之 隅 命 之 [平方 式 者 ,从 廉 命 之 ], 至 实 级 而 布 
之 。 原 式 之 实 与 所 布 之 实 同名 者 ,其 商 无 之 ; 异 名 者 ,其 商 有 之 。 
若 虽 实 同名 ,他 级 中 有 异 名 者 ,以 适 尽 其 级 法 而 替 原 式 各 级 数 , 而 

后 为 其 商 有 之 也 [ 乃 有 异 名 级 多 , 则 以 上 级 为 主 ][ 2. 

对 于 第 一 句 话 , 蕨 原 松 三 郎 531(Fujiwara Matsusaburo，1881 一 1946 ) 
与 平山 详 54](Hirayama Akira，1904 一 1998) 理 解 为 : 若 w 二 0 且 am 二 0 时 
有 正 根 ;车 a, 二 0 且 u 二 0 时 无 正 根 ,并 以 尼 一 3z 十 2=0 为 例 , 说 明 这 种 
判定 前 者 正确 ,后 者 不 正确 , 即 : 若 立 正 商 q 之 0, 所 布 三 级 : 隅 1. 方 g. 实 g 
均 为 正 , 所 布 之 实 与 原 实 2 同 号 , 按 关 孝 和 的 判定 应 当 无 商 , 而 事实 上 此 方程 
有 两 正 商 , 故 关 孝 和 第 一 句 话 的 判定 法 是 错误 的 。 

苹 原 .平山 的 上 述 理解 ,实际 是 将 第 一 句 话 与 第 二 句 话 制 裂 开 来 理解 
的 ,从 而 曲解 了 关 孝 和 的 本 意 。 如 果 将 这 两 句 联 系 起 来 ,就 会 发 现 关 孝 和 第 
一 句 话 的 判定 是 科学 的 。 

首先 应 当 明白 , 关 孝 和 的 第 二 句 话 是 针对 所 布 之 实 与 原 实 同 号 这 一 情 
形 而 设 计 的 ,而 此 又 存在 两 类 情况 : 所 布 式 各 级 均 与 原 式 对 应 级 同 号 ; 
@ 所 布 实 与 原 实 同 号 ,但 存在 所 布 式 某 级 与 原 式 对 应 级 异 号 。 对 于 第 类 


[C1] 李 兆 华 . 汪 莱 方程 论 研究 LA]. 洪 万 生 主编 . 谈天 三 友 [C]. 台北 : 明文 书局 ,1993: 217. 

[2] 于 孝 和 . 开 方 翻 变 之 法 LA]. 平 山东 , 下 平和 夫 , 庆 泪 秀 雄 篇 . 并 邦和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教 育 
加 书 ,1974: 161. 

[3] 学 士 院 . 明治 前 日 本 数学 史 LMJ. 第 二 卷 . 东京 : 岩 波 书 店 ,1954: 212. 

[42 平山 谢 . 于 孝 和 [MD. 东京 : 恒星 社 厚生 并 ,1981: 94. 


060 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 ， 研 究 之 部 和 算 中 源 


情况 ,是 按 第 二 句 话 判定 的 ,如 果 第 一 句 话 的 判定 包括 第 @ 四 类 情况 ,那么 第 
一 句 话 与 第 二 句 话 就 不 相 容 而 出 现 抵 牧 。 因 此 ,第 一 句 话 应 不 包括 第 @ 类 
情况 , 关 孝 和 的 本 意 应 是 : 原 式 之 实 与 所 布 之 实 同 名 , 且 他 级 名 同名 者 ,其 商 
无 之 ; 异 名 者 ,其 商 有 之 。 造 成 上 述 曲 解 是 由 于 书 中 文字 过 于 简略 而 表述 
不 清 。 

按照 这 种 理解 , 关 孝 和 的 两 句 话 可 以 分 解 成 下 面 3 条 判定 法 则 : 

(A) 当 asaw9" 二 0 时 , 则 根 存在 ; 

(Bi) 当 aoao" 之 0 时 , 若 aaiqg 宁 全 0 (二 1,2,3,…, 7 一 1), 则 根 
不 存在 ; 

(B,) 当 aoag" 盖 0 时 , 若 存在 某 个 w 使 asia" 到 0 (车 存在 多 个 这 样 
的 ww, 则 取 下 标 & 最 小 者 ) , 则 按 根 的 判别 式 进行 判定 , 即 : 

依 验 商 有 无 法 , 视 有 异 名 级 ,而 立 天 元 一 为 所 替 各 级 数 , 随 适 尽 其 

级 法 ,得 式 , 开 除 之 ,得 商 [ 若 变 商 者 ,实数 阳 数 以 最 多 商 为 所 替 数 ,他 级 数 以 最 

少 商 为 所 替 数 ; 交 商 者 , 随 原 级 而 开 出 同名 商 ; 无 商 者 ,不 能 替 数 也 ]。 仍 得 商 与 

原 级 数 , 异 名 者 不 用 之 ;同名 者 ,实数 隅 数 [ 万平 方式 者 ,实数 廉 数 也 ] 从 得 

商 以 下 者 , 原 商 有 之 ,以 上 者 , 原 商 无 之 ,他 级 数 从 得 商 以 下 者 , 原 商 无 

之 ,以 上 者 , 原 商 有 之 也 [1 


一 刘 
由 f W(x) 消去 xz, 得 $$ (ao, a ，…, a,) = 二 0, 于 此 分 别 解 出 
ao = Pa, as, ,a,) 
Q1 一 (Cao, CD a,) 
Wa = 志 ! (ao， U1, """，, i) 


一 般 情况 下 , $(ao， al，…, a,) 二 0 为 非 线性 函数 ,因此 解 出 的 友 ' 不 只 
一 , 故 取 max{| 页: | ) 一 A，( 一 0,，2)，min{f| 友 : | ) = 二 A (k==1,2， 
3，…， nm 一 1) 为 方程 (2. 1) 之 根 的 判别 式 。 对 于 实 级 或 隅 级 , 即 二 0, nn 时， 


[1 并 邦和 . 开 方 翻 变 之 法 [Aj. 平山 谤 ,下 平和 夫 , 庆 泪 秀 雄 纺 . 并 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 
加 书 ,1974: 166. 
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若 | wa | 之 Ai;, 则 无 根 ;车 | w | 三 Ai， 则 有 根 ; 

对 于 其 他 各 级 , 即 & 天 0, 7 时, 若 |a | 这 Ai, 则 有 根 ; 若 | a | 过 Ai， 
则 无 根 。 

法 则 (A) 可 以 表述 为 等 价 的 两 个 命题 : 

@ nn 为 奇数 时 , 若 aoa, 二 0, 则 有 正 根 ;车 aoa, > 0, 则 有 人 负 根 ; 

@ ”为 偶数 时 , 若 aoa, 二 0, 则 既 有 正 根 又 有 负 根 。 
相当 于 代数 学 中 的 两 条 判定 定理 : 

定理 2.5 任意 实 系数 奇 次 方程 至 少 有 一 个 实 根 。 

定理 2.6 任意 实 系数 偶 次 方程 , 若 woa, 二 0, 则 至 少 有 两 个 实 根 ( 一 正 
一 负 ) 。 

法 则 (B, ) 也 可 表述 为 等 价 的 两 个 命题 : co ， wa ，…，w 全 同 号 的 方程 无 
正 根 ;ao，a，…，w 正 负 相间 的 方程 无 负 根 。 根 据 Descartes 符号 法 则 , 显 
然 成 立 。 

因此 , 关 孝 和 的 法 则 (A) 与 (B, ) 都 是 正确 的 。 对 于 第 三 条 法 则 (B, ) 不 
难 验 证 , 对 于 三 次 以 上 的 方程 并 不 成 立 。 

清 代 学 者 对 根 的 存在 性 判定 是 围绕 正 根 存在 性 而 展开 的 。 汪 莱 罗 列 九 
十 六 条 二 .三 次 方程 ,分 为 52 条 “可 知 ”;36 条 “不 可 知 ”;8 条 “可 知 ” 或 “不 可 
知 ”, 缺 乏 一 般 性 。 李 锐 .1] 将 其 归纳 为 3 条 一 般 性 法 则 : 

(Li1) 凡 隅 实 异 名 ,正在 上 , 负 在 下 ,或 负 在 上 ,正在 下 ,中 间 正 负 不 相间 
者 可 知 ; 

(1) 凡 隅 实 异 名 ,中 间 正 负 相 间 , 开 方 时 其 与 隅 异 名 之 ,从 廉 皆 翻 而 与 
隅 同名 者 ,可 知 , 不 ( 否 ) 则 不 可 知 ; 

(L;) 凡 隅 实 同名 者 不 可 知 。 

李 锐 的 法 则 (Li),(L;) 属 于 关 孝 和 法 则 (CA) 前 半 部 分 的 正 根 情形 ,法 则 
(L;) 为 关 孝 和 法 则 (Bl)、(B,) 所 涵盖。(Li),(L;) 相 当 于 Cardano 符号 法 
则 523, 而 (Ly) 是 错误 的 。 

李 锐 后 来 在 ( 开 方 说 》 中 又 对 上 述 判定 法 作 如 下 补充 : 


[1] 李 锐 . 衡 裔 算 学 [LA]l. 第 五 册 跋 . 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 [Z]( 四 ). 郑州 : 
河南 教育 出 版 社 ,1993: 4 - 1531. 
[2] 刘 钝 . 李 锐 与 笛 卡 尔 符号 法 则 [J]. 自然 科学 史 研 究 ,1989,8(2): 127. 
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(1) 凡 上 负 下 正 ,可 开 一 数 ; 

(2) 上 负 中正、 下 负 , 可 开 二 数 ; 

(13) 上 负 、 次 正 、 次 负 、 下 正 , 可 开 三 数 或 一 数 ; 

(41) 上 负 、 次 正 , 次 负 、( 次 ) 正 .下 负 , 可 开 四 数 或 二 数 。 

利用 方程 系数 变 号 顺序 (项 数 ) 来 进行 判定 ,与 Descartes 符号 法 则 是 等 
价 的 512 但 李 锐 并 没有 认识 到 偶 次 变 号 情形 的 非 充分 性 。 

清 代 学 者 也 尝试 构造 根 的 判别 式 , 汪 莱 给 出 下 列 特殊 类 型 方程 : 


(1)x—pzrx”+g=0 m,nE€EN,n>m,p>0,9g>0); 
(1 ) zpri—gri+r=0(p>0,g>0,7r 之 0, 下 同 ); 
CI) x pr Tgzr+t+r= 0; 


(Hs) 之 十 加 zz 一 az 十 > 一 0; 


(I,) x — pr qzr—r= 0,。 


的 根 的 判别 式 。 


m 
m Nmm 


对 于 ( 了), 汪 莱 判 别 式 g 过 一 2p (2) ” 是 正确 的 523 对 于 (IT )， 
按 其 变 号 法 则 , 必 有 正 根 。 给 出 其 他 3 个 方程 的 错误 判别 式 : 


pi2vVp +3g | p+Vp +3g | 
3 3 


(J )r 过 一 


I te aa de Ee 
3 3 


pip +3g)| 
3 


中 日 算 家 在 判定 根 的 存在 性 方面 具有 相似 性 。 他 们 是 如 何 获得 这 些 判 
定 法 则 的 都 不 清楚 。 汪 莱 方 程 论 研究 并 非 立 足 于 开 方 法 ,可 能 通过 对 特殊 
的 二 ,三 次 方程 作 经 验 的 归纳 得 出 他 的 判别 法 ,不 具 一 般 性 。 关 孝 和 与 李 锐 
应 是 从 增 乘 开 方 法 实践 中 归纳 出 他 们 的 判定 法 则 。 这 种 非 演绎 的 归纳 方 
式 , 很 难保 证 他 们 所 归纳 的 结论 具有 严密 性 ,这 是 和 算 与 清 代 方 程 论 在 根 的 


二 | 力 十 2v p +3g 


[1 刘 钝 . 李 锐 与 笛 卡 尔 符 号 法 则 [J]. 自然 科学 史 研 究 ,1989,8(2) : 131. 
[2 ] 李 兆 华 . 汪 莱 方程 论 研究 LA1. 洪 万 生 主 编 . 谈天 三 友 [C]. 台北 : 明文 书局 ,1993: 221. 
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判定 方面 都 存在 缺陷 的 主要 原因 。 


2. 3.4， 关 于 方程 变 

关 孝 和 处 理 的 方程 变换 包括 以 下 7 种 : 

@ 丢 商 : 对 于 w 十 四 发 十 … 十 oz 一 0 令 必 一 则 am 十 ay 十 … 十 
anZ = 0; 

@ 窒 商 : 秋 商 的 互 逆 问题 ; 

@ 乘除 商 : 已 知 f(x) = 0, 求 根 为 y 一 Az 的 方程 ; 


@ 增 损 商 : 已 知 f(x) == 0, 求 根 为 y = z 士 2 的 方程 ; 
@ 加 减 商 : 已 知 f(x) = 0, 求 根 为 y 一 工 土 户 的 方程; 
报 商 : 已 知 f(z) = 0, 求 根 为 y = < 的 方程 ; 


@ 反 商 : 已 知 f(x) = 0, 求 根 为 y = 一 x 的 方程 。 
可 概括 为 四 类 变换 : 
a. 售 根 变换 (@@,@, 四 );b. 反比 例 变换 (@O);c. 乘 寡 变换 (@ ,GO )， 
d. 减 根 变换 (GD)) 。 
汪 莱 没有 这 方面 的 论述 , 李 锐 人 开 方 说 ?给 出 下 述 六 条 变换 : 
GD“ 凡 实 方 廉 阳 ,如意 立 一 数 为 母 , 遍 乘 之 ,如 法 开 之 ,所 得 与 不 乘 
同 C1]”, 即 kf(x) 二 0 与 f(x) 一 0 同 解 ; 
@“ 凡 实 方 廉 隅 ,如 意 立 一 数 为 母 ,一 除 阳 , 再 除 廉 , 三 除 方 ,四 除 
实 , 每 上 位 则 增 一 除 ， 如 是 累 除 论 ,如 法 开 之 ,所 得 为 母 除 所 求 数 之 数 ， 
以 母 乘 之 ,得 所 求 ”, 即 


nn 


着 f(z2) = Darx' 一 0 8(9) 一 了 -各 y' 一 0, 则 y 一 并 ， 
k=0 k 2 


ob” 
@ “ 凡 实 方 廉 阳 ,如 意 立 一 数 为 母 , 一 乘 隅 ,再 乘 廉 ， 三 乘 方 ， 四 乘 
数 ,以 母 除 之 ,得 所 求 ”, 即 


[1 ] 李 锐 . 开 方 说 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]( 五 ). 郑州 : 河南 教育 出 
版 社 ,1993: 55. 
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若 f(x) 一 Da Xx* =0, g(y) = Da bry’ 二 0, 则 y 二 bz; 

@“ 凡 开 方 有 正 商 负 商 者 ,以 其 实 方 廉 隅 之 正 负 遍 易 之 ,如 法 开 之 ， 
所 得 之 正 商 负 商 与 不 易 同 ”, 即 /(x) 二 0 与 一 /(x) 一 0 同 解 ; 

(9“ 凡 开 方 有 正 商 负 商 者 ,以 其 实 方 廉 隅 之 正 负 隔 一 位 易 之 ,如 法 
开 之 , 则 所 得 正 商 变 为 负 商 , 负 商 变 为 正 商 ”, 即 : f(x) 二 0 与 /( 一 x) 一 
0 的 系数 隔 位 异 号 ; 

@@“ 凡 开 方 有 之 分 者 ,以 子 减 母 为 余数 ,以 余数 与 原 实 相 加 减 [ 异 
加 同 减 ] 复 为 实 ,如 法 开 之 ,所 得 较 原 实 所 得 必 多 一 


, a = 
即 对 于 f(x) = Da 一 0 着 #= 0 gi FD" 则 [oo 十 


f(D) 二 zr 二 azz 十 … 十 asx” 一 0 的 根 为 gq 十 1。 

李 锐 这 六 条 中 ,第 @,@ 两 条 是 等 价 的 ,而 第 中 , 田 ,加 三 条 是 第 @ 条 的 
特例 , 故 前 五 条 归纳 起 来 为 一 条 倍 根 变换 ,第 @ 条 是 减 根 变换 。 

方程 变换 源 于 寻求 方程 特殊 解法 , 关 孝 和 与 李 锐 都 是 从 增 乘 开 方 法 中 
获得 这 些 变 换 的 。 和 算 方程 变换 有 着 解 隐 题 、 伏 题 的 数学 问题 背景 ,方程 来 
源 十 分 丰富 ,这 是 和 算 方程 变换 较为 丰富 的 原因 之 所 在 。 


2.3.5 实 根 的 有 理 副 近 

开 方 演算 必然 会 遇 到 开 方 不 尽 的 问题 ,为 了 解决 这 一 矛盾 ,必须 以 有 理 
根 台 近 无 理 根 。 中 算 家 早 在 《 九 章 ) 中 采用 了 “ 开 方 不 尽 以 面 命 之 ”的 办 法 。 
至 于 是 否 由 “以 面 命 之 ”完成 实数 系 ? 中国 数学 史 界 尚 有 争论 "12522537 

刘 微 通过 以 十 进 分 数 副 近 实 根 的 办 法 “ 求 微 数 ”, 而且 还 提出 “加 借 算 ” 


与 “不 加 借 算 ” 的 近似 法 :Va 十 "一 < 十 元 或 /ar 十 7 一 4 十 了。 这 传 


统 为 (孙子 算 经 》《 张 丘 建 算 经 》《 夏 候 阳 算 经 》 以 及 《五 经 算术 》 所 继承 。 
随 着 高 次 方程 求解 的 增 乘 开 方 法 的 出 现 ,以 有 理 分 数 逼 近 实 根 的 方法 


[1] 李 继 闵 . 刘 徽 关于 无 理 数 的 论述 [ 相 . 西北 大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 ) ,1989(1): 1-4. 
[2] 李 国 伟 .《 九 章 算术 》 与 不 可 公 度 量 [J]. 自然 辩证 法 通讯 ,1994(2): 49 - 54. 
[C3] 王 荣 彬 . 再 评 刘 徽 对 无 理 的 根 数 的 论述 []. 科学 技术 与 辩证 法 ,1996(3): 43 - 46. 
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在 宋 元 时 期 又 有 所 发 展 。 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 的 “竹器 验 雪 ?” 题 "14 对 方程 
f(x) 二 0 给 出 下 列 近似 法 : 
ee = (2. 6) 


f(g) | 1 Cg) | LD peg i 
2! 31 nl 


朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 ) 卷 中 “三 率 究 圆 ” 第 十 三 问 采取 同样 的 方法 21。 这 
是 刘 徽 方法 在 高 次 方程 情形 上 的 延续 。 

方程 论 在 清 代 复兴 时 没有 出 现 有 关 实 根 副 近 问 题 的 研究 。 与 此 相反 ， 
在 和 算 方程 论 中 却 有 了 长 足 进 步 , 关 孝 和 称 之 为 “ 穷 商 ”与 “通商 ”。 所 谓 穷 
商 , 即 以 有 理 数 允 近 实数 根 ,其 允 近 方式 , 关 孝 和 投 之 如 下 : 

是 究 商 数 畸 零 之 微 也 , 开 实 数 有 不 尽 者 , 随 开 出 位 数 ,以 方 除 实 [ 同 

名 除 者 ,是 得 负数 , 异 名 除 者 , 定 得 正 数 也 ] ,以 其 数 , 依 正 负 加 减 于 开 商 ,为 次 

商 , 以 之 自 原 式 阳 命 之 ,至 实 加 减 之 , 亦 自 阳 至 方 加 减 之 ,以 其 方 随 次 商 

位 数 除 其 实 , 以 得 数 加 减 于 次 商 为 三 商 [ 或 依 数 有 至 尾 位 而 生 微 差 者 ,是 故 为 

定 商 , 则 略 末 一 位 而 用 之 ], 次 第 如 此 ,得 各 级 定 商 3 


就 是 说 ,对 于 开 方 式 f(x) = 0, 开 出 初 商 后 ,以 @ 一 5 
— f(a. 

次 商 ,再 以 gq; 为 初 商 开 方 , 则 以 gs 二 qs 十 os 为 三 逐次 下 去 , 即 
加 0a) 
dp 二 dl 本 Fy Co ) 


lim gr 一 4 
一 算法 程序 ,实际 上 就 是 求 方程 实数 解 的 所 谓 Newton 迭代 法 。 
所 谓 “ 通 商 ”, 就 是 求实 根 的 近似 分 数 ,其 法 如 下 : 
车 实数 不 能 开 尽 而 命 分 者 ,从 实 至 阳 [ 或 起 于 隅 至 实 者 , 亦 同 ] ,余数 依 
遍 约 法 ,各 约 之 ,以 实 为 分 子 , 自 方 逐 下 , 诸 级 正 负 相 通 而 各 为 分 母 , 命 


C1] 秦 九 韶 . 数 书 九 章 [A]. 靖 玉 树 主编 . 中 国 历代 算 学 集成 [LZ]. 济南 : 山东 人 民 出 版 社 , 1994: 
518: 

[2] 朱 志 杰 . 四 元 玉 鉴 LM1. 万 有 文库 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1937: 364. 

[53 ] 阅 孝 和 . 并 方 算式 [Al. 平山 谤 ,下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 篇 . 并 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 因 书 ， 
1974: 261. 
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之 也 [1] 
对 于 这 段 术 文 , 蒋 原 松 三 郎 与 平山 谊 有 不 同 的 理解 ,分 歧 在 于 对 “ 自 方 
逐 下 , 诸 级 正 负 相通 而 各 为 分 母 ” 如 何 解 释 ? 芯 原 ?7 认为 关 才 和 的 通商 办 
法 是 式 (2. 6) ,而 平山 详 537 则 认为 是 
— f(g) 
f(D 十 去 i "(Det 十 … 本 De 


(2 7 


由 秦 九 韶 命 分 法 来 看 , 茧 原 的 理解 是 正确 的 。 现 在 还 不 能 肯定 关 孝 和 
通商 方法 直接 来 源 于 秦 九 韶 的 著作 或 (四 元 玉 鉴 }, 但 可 以 认为 这 种 求 高 次 
方程 实数 解 的 命 分 方法 ,是 中 国 传统 数学 中 的 普通 方法 , 关 孝 和 通商 法 可 能 
是 对 中 算 传 统 的 继承 。 

关于 关 孝 和 Newton 迭代 法 的 算法 基础 与 思想 来 源 , 三 上 义 夫 认为 是 依 
据 中 算盘 不 足 术 而 立 术 的 , 副 不 足 术 是 双 假 设 ,Newton 迭代 法 是 单 假设 ,他 
以 关 孝 和 之 后 和 算 家 常 以 鼻 不 足 术 解 高 次 方程 作为 佐证 54] 三 上 这 种 意 
见 存在 两 个 问题 : 首先 , 杉 不 足 术 的 假设 法 与 迭代 算法 在 数学 本 质 上 是 有 差 
别 的 ,假设 法 是 通过 试验 间接 获得 问题 的 解 ,而 迭代 是 通过 数值 逼近 寻求 问 
题 的 精确 解 ,从 而 在 试验 数值 的 选择 上 存在 很 大 差别 ;其 次 ,以 关 孝 和 之 后 
的 情况 解释 关 孝 和 方法 ,不 一 定 可 靠 。 

如 果 三 上 的 意见 合理 的 话 , 则 存在 关 孝 和 的 迭代 法 来 源 于 《同文 算 指 》 
(1614)* 熏 觅 迭代 法 ”的 可 能 性 。《 同 文 算 指 前 编 } 卷 六 中 给 出 开平 方 的 下 述 
“ 盘 鹏 迭代 法 ”: 

对 于 VN 一 VE 十 7 (gq 二 gq 二 十 1), 由 覆 不 足 术 : 


70 


70 
商 g, 航 nw; 商 go 二 gw 十 1, 觅 x, 则 gq qo + ee 二 qo + re 


[C1] 关 孝 和 . 开 方 算式 [Aj. 平 山 谤 ,下 平和 夫 , 庆 洁 秀 雄 篇 . 天 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教 育 加 
1974: 262. 

[2] 学 士 院 . 明治 前 日 本 数学 史 LMJ. 第 二 卷 , 东 京 : 宕 波 书 店 ,1954: 222. 

[53] 平山 谤 . 并 邦和 [MJj. 东京 : 恒星 社 厚生 并 ,1981: 133. 

[4] 三 上 闵 夫 . 天 孝 和 0 业绩 上 京 阪 O) 算 家 小 人 氏 支 那 〇 算法 上 0 于 傈 及 从 比较 [J. 东洋 学 报 ， 
1933(21) : 570. 
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/ / 从 nl 
全 , 僵 广 ， 二 ,十 1, 觅 7 , 则 gs == = = | ; 
商 gq 1) 商 qo 一 4 ee 
1 Vel 
、 et dk 一 dg—1 1 工 下 六 于 . 
逐次 下 去 , 作 迭 代 : do T4741, 则 lim dk — do 
Vl = N— gti 


这 种 迭代 法 是 克拉 维 斯 (Christopher Clavius，1537 一 1612) 的 方法 5 
如 果 关 邦和 读 过 《同文 算 指 》, 他 的 迭代 法 就 是 将 克拉 维 斯 迭代 法 在 高 次 方 
程 求解 上 的 应 用 。 这 一 点 尚 无 史料 支持 , 不 必 下 结论 。 

按 中 算 传 统 , 处 理 无 穷 问 题 是 十 分 普通 的 , 刘 徽 在 以 无 限 十 进 分 数 逼近 
方程 实 根 时 说 :“ 微 数 无 名 者 以 为 分 子 , 其 一 退 以 十 为 母 ,其 再 退 以 反 为 母 ， 
退 之 弥 下 ,其 分 弥 细 , 则 朱 宕 虽 有 所 弃 之 数 ,不 足 言 之 也 ”521 这 是 古代 数 
学 家 求 “ 商 数 畸 零 之 微 ” 信 念 之 所 依 。 同 时 , 古 算 家 在 开 方 实践 中 清楚 认识 
到 , 初 商 越 接近 真 商 , 则 余 实 越 小 ,如 果 增 乘 开 方法 能 突破 数字 开 方 而 代数 
化 , 即 各 次 商 不 受 正 整数 限制 ,那么 从 开 方 法 内 部 来 说 , 开 方 迭代 通 近 则 是 
开 方 求 微 数 的 十 分 自然 的 发 展 结果 。 和 算 开 方 代数 化 正好 提供 了 这 一 发 展 
前 提 , 这 在 中 算 开 方 模式 中 是 无 法 实现 的 。 至 于 以 取 Newton 形式 近似 法 : 
一 Fa) 
f (qi) 
(2. 6) ,f(gi) 是 “法 ”的 主要 项 ,为 迭代 计算 方便 , 略 去 其 余 各 项 ,并 不 影响 逐 
步 逼 近 。 因 此 ,笔者 认为 , 关 孝 和 Newton 迭代 法 是 刘 徽 求 微 数 思想 在 和 算 
开 方 代数 化 进程 中 继续 发 展 的 必然 后 果 。 


qz 二 qi 十 ， 仍 可 从 中 算 传 统 得 到 解释 。 按 照 秦 九 韶 近 似 法 的 式 


2.4 久 留 岛 义 太 的 迭代 法 


和 算 关于 高 次 方程 的 数值 解法 ,在 18 世纪 中 叶 以 后 又 出 现 新 的 进步 , 主 
要 是 数学 天 才 久 留 岛 义 太 (Kurushima Yoshihiro,? 一 1757) 作 出 的 。 

久 留 岛 义 太 是 继 关 孝 和 、 建 部 贤 弘 之 后 数学 水 平 最 高 的 和 算 家 ,在 和 算 算 
法 创造 方面 业绩 最 为 突出 。 他 靠 自学 而 成 为 数学 名 家 ,不 属于 任何 和 算 流 派 ， 


[C12] 李 伍 . 中 算 家 的 平方 零 约 术 [LAJ. 中 算 史 论 从 [CJ. 第 一 集 . 北京 : 科学 出 版 社 ,1954: 97. 
[2] 郭 书 春 汇 校 . 九 章 算 术 LMDJ. 沈阳 : 辽宁 教育 出 版 社 ,1990: 259. 
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其 业绩 可 与 关 孝 和 建部 贤 弘 等 人 相提并论 。 久 留 岛 义 太 特 别 擅长 算法 构造 ,在 
开 方 法 方面 ,他 首次 采用 Newton 迭代 法 求解 无 穷 级 数 形式 的 超越 方程 ,而 且 还 
用 今天 所 谓 的 Newton 二 分 法 来 通 近 函数 极 值 点 ,还 给 出 一 种 级 数 反 演 法 。 

在 ( 背 矢 极限 法 》 中 ,和 久 留 岛 义 太 成 功 地 解决 了 松永 良 驳 所 提出 的 一 个 数 


学 问题 : 列 背 , 以 矢 除 之 , 问 至 少 者 51) 即 已 知 圆 弧 户 及 矢 几 求 的 最 


小 值 。 

久 留 岛 义 太 的 求解 过 程 如 下 : 

立 天 元 一 为 极 背 , 自 之 ,为 径 因 泛 矢 四 段 , 寄 甲 位 ; 列 背 三 乘 早 ,三 
除 、. 四 除 、 径 震 除 ,所 得 为 径 因 第 一 差 四 段 , 寄 乙 位 ; 列 背 五 乘 款 ,三 除 、 
四 除 五 除 . 六 除 、 径 三 乘 早 除 , 所 得 为 径 因 第 二 差 四 段 , 寄 两 位 ; 列 背 七 
乘 需 ,三 除 、 四 除 、 五 除 . 六 除 . 七 除 、. 八 除 、 径 五 乘 需 除 ,所 得 为 径 因 第 三 
差 四 段 , 寄 丁 位 。 列 甲 ,内 减 己 , 加 丙 、 减 丁 ,为 径 因 定 矢 四 段 , 四 之 , 寄 
左 。 与 径 因 背 、 因 极 数 十 六 段 相 消 ,而 得 左 之 式 ?2 
设 弧 背 为 p, 泛 矢 为 h', 定 矢 为 ,直径 为 d, 依 次 求 

Pp" 二 4dh “二 4dA,( 甲 位 ,A 为 原 数 ) 


4 


3.4.4’ 
万; 
RE 4dAs( 丙 位 ,A; 为 二 差 ) 
ps 
二 4d4A;( 丁 位 ,A; 为 三 差 ) 


3.4.5.6.7.8.4d’ 
构造 的 级 数 展开 式 , 即 44h 一 甲 一 乙 十 两 一 丁 十 … 
亦 即 4dh 一 4d [大 一 A 十 A, 一 A; 十 …] 


2 户 p 
一 
3.4.d 3.4.5.6.d’ 


[1 ] 有 马 赖 德 (Arima Yoriyuki，1714 一 1783) 的 《 轮 台 算 书 ) 也 收录 了 此 题 及 其 解法 ,并 明确 指出 是 久 
留 岛 义 太 的 数学 成 果 。 
[2] 人 久 留 岛 闵 太 . 背 矢 极限 法 LM]. 写本 . 著作 年 代 不 详 . 


第 2 章 代数 方程 的 数值 解法 : 开 方 术 069 


8 


p 
二 
,eo 


两 边 同 乘 以 4, 并 化 简 得 
16dh = | 人 E32 5 [| 人 | 
ie(2)(#)+a|3 (a 9 Ee] | (1 (a + 


每 证 = 下 二 y, 则 上 式 化 为 


ls 二 大 二 = (2. 8) 


由、 下 
一 16py 十 引言/ 让 六 十 让 


现在 求 和 的 最 小 值 ,就 是 求 y 的 最 大 值 。 首 先 对 式 (2. 8) 通 过 “ 适 尽 方 
级 法 ” 求 其 一 阶 导数 ,得 


l6y 二 8p a | pi 户 十 … 一 0 (2.9) 


式 (2.9) 乘 以 p, 与 式 (2. 8) 相 减 ,得 


二 1 8 1 10 


Ap? 4 | 0 
pp Te eB "diario 
(2. 10) 
令 pr = 二, 则 式 (2. 10) 等 价 于 
4 二 2 站 zz x 十 工 0 
3.6 3.5.。6.8 3.5。6.7。8。10 
zx? x a 
2 0 
(2. 11) 


求 函 数 p(x) 的 极 值 ,需要 解 超越 方程 (2. 11) 求 稳定 点 。 久 留 岛 义 太 采 
用 逐次 近似 法 求解 : 
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取 前 二 项 4 一 x 一 0, 得 根 zx! 二 4( 强 式 ) 


取 前 三 项 4 一 xz 一 0, 得 根 x 二 6〈 弱 式 ) 


2 3 
Ee :和 


3。6 3。5。6.8 


取 前 四 项 4 二 0, 得 根 zs 二 5.4 ( 强 式 ) 


SB 


2 3 4 
Ne 2 


| = 
3.6 3.5.6.8 3.5.6.7.8.10 


取 前 五 项 4 一 工 


0, 得 根 
zi 一 5.435 (能 式 ) 

随后 , 久 留 岛 义 太 指出 : 

如 此 开 之 , 则 弱 式 商 增 , 强 式 商 损 ,而 上 位 渐 定 甫 ,名 之 清 数 ,下 位 

注 沁 辽 远 而 求 至 难 见 , 谓 之 酌 清 之 法 , 僵 委 开除 之 , 则 下 位 淤 浊 , 歼 不 有 

矣 。 依 之 谓 酌 清 , 恰 如 浊 水 之 温 而 清 , 故 谓 酌 清 512 

不 仅 如 此 , 久 留 岛 义 太 还 以 = 5. 4 为 初始 值 ,采取 迭代 法 逐次 求 精密 
近似 解 : 


ZX: 到 Xs Xs 3 
ee 
: 9。12/7.10/5.8/3.6/1.4 
B -li (2 (3 (4 Dx ) Xs ) 二 人 
9.12/7.10/5.8/3.6/1.4 
xs 一 心 十 一 一 5.4 十 0.034 一 5. 434 


As 一 4 一 |1 [1 (sft , 0 i 


wy 5 i ey i 
| 
B= 1 2 E (4 (5 (6 ee) 
2 13。16/11.14/9.12/7.10J5.8/j3.6 


A 
Zs = 一 5.434 十 0.000 13 一 5.434 13 


2 


逐次 迭代 下 去 逐一 求 飞 , 以 逼近 超越 方程 (2. 11) 的 实数 根 。 


[1] 入 留 岛 义 太 . 背 矢 极限 法 LMJ. 写本 . 
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如 果 把 取 方 程 (2. 11) 的 前 6 项 构成 的 方程 记 做 mw (zx), 取 前 有 十 3 项 构 


Ey Xs 二 3 ws 
l1.:4 1.3.:4.6 1.G3.5.4.6.8 


4 
ZX3 


1。3。5。7。4。6。8。10 


1l1.3.65.7.69.4.6.8.10.12 4 
B 1 2 32 
人 
Ax : 
1.3。5e7。4。6。8。10 < 
54 pa xs) 

1.3.65.7.69.4.6.8.10.12 4 

(Xa) (zx1) (x4) 

所 以 ， Ta i 2 ， 同样 ，zs 三 节 二 2 2 ， 即 ze 二 三 

Pa3(CZ3s) pa (Ta) pi (TL) 


这 种 算法 实际 上 就 是 Newton 迭代 法 。 


2.5 久 留 岛 义 太 的 执 中 法 


所 谓 Nowton 二 分 法 ,是 求 方程 


f(x) 一 az 十 ae 十 ai 十 az 十 … 十 
az 十 az 十 ao 一 0(a 天 0) 
在 区 间 [a, 四 内 的 一 个 近似 解 (误差 不 超过 e) 的 算法 。 其 算法 步骤 可 表示 
如 下 : 


第 一 步 : 取 [a, 所 的 中 点 mm 一 “元 ,区间 一 分 为 二 ; 
第 二 步 : 若 f(zxo) = 0, 则 zo 就 是 方程 的 根 ,否则 判断 根 x* 在 zu 的 左 
侧 还 是 右 侧 : 
若 Fo) zi) >0, 则 z E(Crp)， 以 阅 代 替 a ji; 
若 Fa)FGz) 二 0,; 则 x”E€E (a, zo)，, 以 zo 代替 65; 
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第 三 步 : 车 | 4 一 6 | 二 g, 计算 终止 ,此 时 zx” x zo，, 否则 转 到 第 一 步 。 
二 分 搜索 的 过 程 是 一 个 多 次 重复 的 过 程 , 即 用 循环 结构 的 算法 程序 , 框 
图 如 图 2. 6: 


f(a,a'ta, 1 ‘+a, 30 ta, MG 十 … 十 CoG taiata, 
n wl m2 0 3 2 
f (x70) a ta, yro ta, x0 tA, ro 十 … 十 QT 十 GTo+au 


图 2.6 二 分 法 算法 程序 框图 
久 留 岛 义 太 的 执 中 法 ,见于 抄本 《 久 氏 弧 背 草 》( 如 图 2. 7) ,其 问题 及 解 
答 过 程 如 下 : 
凡 列 背 , 以 夭 除 之 ,得 数 必 不 下 二 个 七 分 六 厘 O 一 丝 , 是 至 少 极 
限 也 。 
列 周 法 ,以 极 率 除 之 ,得 二 个 七 六 有 奇 也 。 
列 拓 ,以 分 母 乘 之 ,为 实 , 以 分 子 因 径 除 之 ,名 背 率 ,至 多 者 谓 之 极 
率 , 求 之 也 ,前 后 背 率 渐 候 微 齐 者 ,而 后 执 厥 中 知 下 51 


[1] 另 有 单行 抄本 《 执 中 法 》 其 后 半 部 分 内 容 与 6 久 氏 弧 背 草 》 中 的 “ 背 矢 极限 法 "一致 ,前 半 部 分 
内 容 是 用 平均 法 求 同 一 问题 的 近似 解 。 
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这 个 问题 在 和 算 中 称 做 “ 圆 理 极 数 术 ”。 问 题 是 : 在 圆 中 , 求 弧 长 p 与 相应 矢 
h 的 比值 也 的 最 小 值 。 久 留 岛 义 太 给 出 的 最 小 值 是 2.760 1, 即 所 谓 的 “ 极 率 ” 


三 2.760 1。 久 留 岛 义 太 在 题 后 给 出 “ 执 中 之 法 ”来 求 这 个 极 值 ,其 术 日 : 


前 后 矢 相 乘 之 , 寄 甲 位 ,加 径 辕 ,内 减 因 径 两 和 和 , 余 平方 开 之 , 寄 
乙 位 。 列 甲 位 ,平方 开 之 ,得 数 加 径 , 内 减 乙 位 , 余 半 之 , 则 中 间 夭 。 
这 段 术 文 给 出 以 下 “ 执 中 ”公式 ( 弧 背 pi 对 应 的 和 撩 为 h,): 


人 


对 于 pi 二 时 , 则 


ho h, 十 这 一 hs +ada — (hh 十 万 六 
大 过 之 《并 


不 难 证 明 ,“ 执 中 ”公式 (2. 12) 是 正确 的 ( 久 留 岛 义 太 本 人 没有 给 出 证 明 )。 
随后 , 久 留 岛 义 太 从 广 一 总 一 0.5; 入 一 1 各 一 1( 紫 时 卫 都 等 于 1 

即 所 谓 的 背 率 为 1, 其 中 4 二 出 发 ,反复 利用 “ 执 中 ”公式 (2. 12) 求 户 八 序列 ,以 

逼近 子 ， 从 而 求 得 其 最 小 值 时 的 户 和 /。 久 留 岛 义 太 演算 过 程 如 下 (如 图 2 7)。 


a ~ 一 二 
子 腿 子 敌 生生 计 分 站 他 分 
2 + we 让 5 pe hn » 
千 半生 证 过 
二 3 
从 三 筷 公 "yy 六 是 会 二 
宛 所 二 去 去 9 二 到 三 “上 
和 将 页 和 加 人 训 电 2 
NE 地 一 月 学 bE 
人 和 车 
人 站 痢 3 * 
sy 了 于 
2 有 和 % 可 5 7 DB 
2 法 | 
海天 站 站 过 和 涩 员 让 
-入 2\ ; 
2 省 他 
外 天 2 
及 志 米 阅 。 
三 二 
i Js 


2.7 久 留 岛 义 太 的 《 执 中 之 法 》 
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径 一 , 夭 一 ,是 全 圆 也 , 谓 之 一 角 ， 又 为 一 分 之 一 ; 


让 a 之 三 前 后 背 率 一 而 
分 之 一 ` 失 一 . 背 率 一 ”中间 四 分 之 三 未 知 极 所 进 四 
二 分 之 一 、 四 分 之 三 、 中 间 八 分 之 五 也 
依 之 再 执 中 而 分 之 三 一 分 之 一 ` 中 间 信 分 之 七 也 
分 之 五 和 六 分 分 九 一 三 四 一 七 一 六 一 八 二 五 四 四 八 八 五 八 五 七 九 
率 一 。 一 OO 六 一 四 六 七 四 五 八 二 DO 七 一 八 一 七 三 七 二 六 
分 之 三 撩 八 分 五 三 五 五 三 三 九 D 五 九 三 二 七 三 七 六 二 二 OO 四 
率 一 。 一 三 入 DO 七 一 一 八 七 四 五 七 六 九 八 三 四 九 六 OO 五 
从 过 条 人 半 思 七 六 闪 和 二 五 五 六 四 三 三 七 入 六 三 五 


OO 思 思 三 五 思 七 三 二 八 认 三 五 九 三 四 三 汪 OO 浅 二 


背 率 前 多 后 少 , 故 中 间 四 分 之 三 者 , 极 后 也 。 此 于 四 分 之 三 背 


率 而 微 齐 者 ， 求 之 如 左 


八 分 之 五 SA RN 
国人 十 认 分 之 二 让 一 率 一 一 三 一 三 二 三 八 O 〇 五 八 三 二 四 三 七 九 八 一 六 三 一 弱 
人 三 学 人 一 七 一 九 六 六 四 二 〇 八 一 八 二 三 七 四 九 

分 之 三 中 三 十 二 分 之 二 十 三 一 一 三 六 九 六 九 二 四 一 一 五 七 三 一 人 六 O 七 
一 DO 七 三 避 
四 五 三 七 

三 下 兰 苏 去 一 填 三 八 名 矢 八 分 三 五 七 七 九 四 七 七 四 二 三 五 D 

四 分 之 三 中 六 十 四 分 之 四 十 七 子 率 一 一 三 入 DO 入 二 六 九 二 六 六 一 七 九 
克 二 日 加 三 一 三 五 
尤 七 六 二 一 二 七 七 强 


ey ee 


手中 二 百 五 十 六 分 之 一 百 八 十 七 用 和 


六 中 五 次 一 让 三 分 之 三 百 上 七 征 溉 委 


牙 中 一 千 O 二 十 四 分 之 七 百 五 十 一 


他 中 三 ee 


手中 四 千 O 九 十 六 “分 之 三 千 OO 七 和 
八 百 三 十 八 万 八 千 六 百 〇 和 八 分 之 六 百 二 十 二 万 四 千 五 百 O 九 
极 和 拓 ” 八 分 四 四 五 七 八 八 六 八 二 OO 二 九 
极 率 ”一 一 三 八 二 一 六 八 五 二 六 九 
分 之 二 , 夭 , 七 分 五 厘 
五 分 之 四 , 秋 , 九 分 D 四 五 DO 八 四 九 七 一 人 七 四 七 三 一 二 O 〇 五 一 一 
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十 五 分 之 十 一 , 夭 , 入 分 三 四 五 六 五 三 DO 三 一 七 九 四 二 九 一 〇 


次 死 一 三 一 
背 守 ,五 个 四 三 四 一 三 一 五 D 四 三 O 〇 四 
配 , 七 分 四 二 O 〇 一 九 二 九 六 三 DO 
极 背 , 二 个 三 三 一 一 二 二 三 七 OO 八 三 
二 千 六 百 九 十 四 分 之 一 千 九 百 九 十 九 强 
六 万 三 千 一 百 二 十 一 分 之 四 万 六 千 八 百 三 十 七 弱 
五 十 七 万 DO 七 百 八 十 三 分 之 四 十 二 万 三 千 五 百 三 十 二 弱 [1 
以 下 解释 这 段 术 文 。 设 圆 直径 4 = 1, 则 圆周 长 C = rd 二 7。 当 


hi 二 1 时 ,hi 二 d= 二 1, p'==xd=7x, p= Se 当 ou 
d 1 六 
一 过， p4 一 导 一 并 ,pr 二 名 二 过。 这 两 种 特殊 情形 下 , 守 一 1。 
2 工 "pp 


2 


3 
Ee 


同样 , 记 二 ps。 久 留 久 义 太 认 为 , 弧 背 的 极 值 点 p" 在 区 间 | 工 ，1 


内 ,采用 二 分 法 来 确定 这 个 极 值 点 。 首 先 求 区 间 | 二, 1 | 的 中 点 


Et 


再 根据 “ 执 中 ”公式 (2. 12) 求 相应 的 hs = 0. 853 553 390 593 273 762 200 4， 


于 是 


hs 
率 一 二 1.138 071 187 457 698 349 600 5 


3 


这 个 极 值 点 p" 可 能 在 前 半 个 区 间 | 二 ,过 | 内 ,也 有 可 能 在 后 半 个 区 间 


| 硅 ，1 | 内 ,所 以 分 别 求 这 两 个 区 间 的 中 点 ,前 一 区 间 中 点 为 


he 


[1 久 留 岛 义 太 . 执 中 之 法 LMJ. 学 士 院 因 书馆 藏 宇 本 ,1760 号 . 
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由 “ 执 中 ”公式 (2. 12) 得 hh 二 0.691 341 716 182 544 885 857 9, 且 


h 
= 1.106 146 745 820 718 173 726 
4 


后 一 区 间 中 点 为 


该 
2 


人 jaja 


由 “ 执 中 ”公式 (2. 12) 得 hh 和 二 0. 961 939 766 255 643 378 063 5, 且 


= "gh 
率 rg 一 1.099 359 732 863 592 432 072 
4 


5 7 种 3 h: 
比较 ps 一 二 ,六 一 3* p= 5 时 的 各 率 大 小 ,显然 p， = 中 于 最 


3 


3 
4 
5 
大 ,而 且 ps CE 8 


时 的 率 大 于 p= 二 时 的 率 ,大 小 顺序 关系 如 下 ; 


I iP | 一 
Fi eolw 


亚 
009 6bE 869 LSP L381 1L0 851'[ 于 党 十 上 |w 


9cL ELT 8IL Oc8 StL 9F1 90TIW 
92L ELT 81L O08 StL 91 90L 1S ~%|" 


===3 


所 以 使 最 大 值 点 p" € | 书 , 4 再 重复 上 述 二 分 过 程 , 求 区 间 


Be , i 


2 


由 “ 执 中 ”公式 (2. 12) 得 hs 二 0.777 785 116 509 811 123 742, 有 是 
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hs 
率 一 二 1.131 323 805 832 437 981 635 2 


5 


逐步 下 去 , 求 
RE 
I 


hs = 0. 817 196 642 081 823 749 107 3， 


h 
” = 1. 136 969 241 157 318 607 453 7 


6 


a 
PE 


h; = 0. 835 779 477 423 509 200 312 5， 


心 
一 1.138 082 692 661 799 762 127 7 


并 


加 一 站 一 (和 从) 一 J26' 后 一 略 ，， 并 一 
ps = 人 一 个 人 2 ls 这 = 用 
和 
和 


pit pn 47 751 \ 1 503 , 
Wy Ss 77) 2 = ， hiz 一 略 , 率 


pr ps 47 1 503). 3 007 二 一 
pi = 2 a 2 | 人 4 096 hs = me 


pr 十 pzs 6 224 509 
= = =0.844 57 , 
pa 2 8 388 608 hoa 578 868 202 9 
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h 
= 1.138 216 852 69 


24 


这 时 , 极 背 p = xp ”> pu, 于 是 ， 


6 224 509 
ee — 2. 331 122 370 083， 
极 有 有 Pp 二 np 全 po = 8 388 608" 
p Tp2 T 
记 了 了 — 2.760 1 
极 率 hs ~ 1.138 216 852 69 


本 章 小 结 


以 上 我 们 对 和 算 与 清 代 方 程 论 的 成 就 及 其 发 生发 展 的 脉络 进行 了 较为 
详尽 的 分 析 与 比较 , 现 作 归纳 如 下 : 

(1) 宋 元 时 期 的 增 乘 开 方法 是 中 日 方程 论 的 基础 。 增 乘 开 方法 与 立成 开 方 
法 是 互 为 表 里 的 方法 , 关 孝 和 可 能 通过 开 方 作法 本 源 图 发 现 了 这 一 算法 ,或 可 能 
增 乘 开 方 法 在 朝鲜 和 日 本 未 失传 , 关 孝 和 开 方 法 是 对 中 算 开 方法 的 继承 。 

(2) 随 着 和 算 旁 书法 代数 方法 的 形成 ,和 算 家 突破 了 数字 开 方 的 中 算 开 
方 的 算术 传统 而 向 代数 化 演进 ,从 而 从 算法 内 部 在 中 算 基础 上 发 展 了 方程 
理论 ,表现 为 : 和 算 方 程 论 发 展 历程 为 : 开 方 代数 化 一 多 根 认 识 一 
Newton 逐次 压缩 法 习 适 尽 诸 级 法 一 视 商 极 数 ,包含 了 前 述 有 关 增 乘 开 方法 
的 四 条 定理 ;@ 随 着 开 方 法 代数 化 改进 , 关 孝 和 不 仅 继承 了 中 算 传统 的 开 方 
零 约 术 ( 高 次 方程 实 根 的 分 数 近似 法 ) ,而 且 将 中 算 刘 徽 “ 求 微 数 ”思想 及 机 
械 化 算法 思想 发 展 为 方程 实 根 有 理 通 近 的 Newton 迭代 法 ;G) 在 根 的 判别 
式 研 究 中 出 现 演绎 方法 的 萌芽 。 

清 代 方程 论 虽 也 出 现代 数 化 变化 ,但 没有 突破 数值 开 方 的 位 置 模式 且 
受 语 言 代数 的 限制 ,所 以 其 成 果 的 一 般 性 程度 不 及 和 算 。 清 代 学 者 在 对 方 
程 根 的 认识 方面 存在 西学 的 部 分 影响 ,而 且 清 代 方 程 论 内 容 不 及 和 算 丰 富 ， 
仅 部 分 地 获得 前 述 定理 的 前 三 条 定理 。 从 方程 论 发 展 的 角度 而 论 , 中 算 传 
统 过 分 强调 算法 中 的 位 置 是 不 利于 代数 学 发 展 的 。 

(3) 中 日 数学 家 在 根 的 判别 上 都 做 过 努力 。 以 往 的 研究 曲解 了 关 孝 和 
的 根 的 判别 法 则 ,实际 上 它 可 以 相 容 地 分 解 为 三 条 判别 法 则 ,而 其 中 前 两 条 
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都 是 正确 的 。 

(4) 以 算法 为 中 心 , 以 归纳 思维 为 主 的 东方 数学 研究 制约 中 日 方程 论 的 进 
一 步 发 展 而 存在 一 些 局 限 性 : @ 中 日 数学 家 的 建立 在 归纳 基础 上 的 根 的 存在 
性 判定 法 则 不 够 严密 ; 都 没有 讨论 根 与 系数 的 关系 ( 汪 莱 、 李 锐 的 著述 中 有 一 
些 萌 芽 );G) 都 不 讨论 方程 的 公式 解 , 这 也 许 是 因为 增 乘 开 方 法 的 发 达 而 无 需 方 
程 求解 公式 。 这 些 缺 陷 决定 了 中 日 方程 论 不 会 发 展 出 复数 理论 与 Galois 理论 。 

(5) 和 算 与 清 代 方程 论 研究 昌 有 共同 的 算法 传统 ,但 也 有 不 同 的 问题 背 
景 与 学 术 文化 背景 。 朱 世态 《4 算 学 启蒙 》 所 表现 的 几何 代数 化 的 数学 问题 模 
式 适 合 于 偏好 技艺 .善于 精 雕 细 琢 的 日 本 文化 ,这 类 数学 问题 导致 和 算 中 以 
天 元 术 为 核心 的 代数 学 的 发 达 , 于 是 和 算 方程 论 不 仅 具 有 数学 研究 的 实际 
问题 背景 , 而 且 也 具有 技艺 性 ; 清 代 方 程 论 是 在 经 过 明示 清 初 的 西 算 渗 透 后 
发 气 整 理 古 算 的 背景 下 发 生 的 ,所 以 汪 莱 、 李 锐 的 方程 论 研 究 仍 然 具 有 经 学 
诠释 的 色彩 ,而 缺乏 解决 大 量 实际 问题 的 实践 性 , 这 是 造成 中 日 方程 论 差 异 
的 主要 原因 。 
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随 着 计算 机 科学 的 发 展 ,近年 来 以 数学 定理 的 机 器 证 明 为 核心 的 数学 机 械 
化 问题 ,成 为 数学 研究 的 热点 之 一 。 追 溯 中 外 数学 机 械 化 思想 的 发 展 史 , 具 有 历 
史 意义 和 现实 意义 。 以 计算 为 中 心 . 具 有 机 械 性 和 程序 性 的 中 算 传统 ,对 现代 计 
算 代数 和 代数 化 几何 研究 富有 启发 , 它 是 几何 定理 机 器 证 明 领 域 中 * 吴 方法 ”511 
的 思想 源泉 。 中 算 机 械 化 数学 传统 在 宋 元 时 期 发 展 到 了 顶峰 ,但 在 朱 世 杰 的 四 
元 术 之 后 便 走向 衰落 。 所 幸 的 是 ,这 一 传统 在 17 世纪 以 后 为 和 算 家 所 继承 ,突出 
表现 为 和 算 “ 解 伏 题 ” 消 元 方法 的 建立 及 其 影响 下 的 代数 化 几何 的 发 达 。 

和 算 解 伏 题 , 即 多 元 高 次 代数 方程 组 求解 问题 ,是 和 算 家 对 天 元 术 的 重 
要 发 展 。 和 算 家 在 消 元 过 程 中 发 明了 行列 式 算法 ,由 于 和 算 行列 式 算 法 是 
世界 数学 史上 的 初创 性 成 果 , 因 而 自从 日 本 学 者 林 锥 一 5 ?1(1873 一 1935) 揭 
示 这 一 成 就 以 来 ,日 本 学 术 界 一 直 非 常 重视 解 伏 题 在 行列 式 理 论 方面 的 历 
史 价 值 ,而 忽视 了 解 伏 题 本 身 作 为 消 元 理论 在 数学 机 械 化 方面 的 意义 与 价 
值 。 本 章 以 此 视角 讨论 和 算 解 伏 题 的 消 元 理论 及 其 科学 意义 ,由 此 来 揭示 


x 本 章 内 容 曾 发 表 于 《自然 科学 史 研 究 》,2001,20(2): 120 - 131, 及 《自然 科学 史 研 究 》,2008,27 
(4): 471 - 484. 

C1] 吴 方 法 , 即 中 国 数学 家 吴 文 俊 于 20 世纪 70 年 代 后 期 开始 建立 的 一 种 实现 数学 定理 的 机 器 证 明 的 
机 械 化 方法 。 由 三 个 主要 步 又 构成 : @ 几何 的 代数 化 ,从 几何 的 公理 系统 出 发 ,引进 数 系 统 与 坐 
标 系 统 ,把 几何 问题 转化 为 代数 问题 ;@ 几何 的 机 械 化 ,将 几何 定理 假设 部 分 的 代数 关系 进行 整 
理 , 再 设计 机 械 化 步骤 验证 定理 结论 部 分 的 代数 关系 是 否 可 从 假设 部 分 已 整理 成 序 的 代数 关系 推 
出 ;@ 根据 第 二 步 的 机 械 化 步 又 编制 算法 程序 ,在 计算 机 上 实现 。 
Hayashi，The Fukudai and determinants in Japanese mathematics[] 1]. 东京 数学 物理 学 会 记 
事 . 1910,5(2). 另 见 : 林 稚 一 博士 和 算 研究 集 钞 [C]. 东京 : 东京 并 成 馆 ,1937. 


C2 


by 
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和 算 发 达 的 代数 化 几何 的 数学 文化 特质 ,并 介绍 现代 计算 代数 中 的 “ 吴 方 
法 ”与 Gr6bner 基 方 法 在 和 算 代数 化 几何 研究 中 的 应 用 。 


3.1 中 国 的 几何 代数 化 传统 与 消 元 法 


希腊 几何 学 与 其 说 是 空间 研究 ,还 不 如 说 是 逻辑 结构 研究 。 与 之 相对 ， 
中 国 传统 数学 自 ( 九 章 算术 》 以 来 ,几何 研究 没有 出 现 演绎 形式 ,中 国 的 几何 
不 只 是 为 解决 现实 问题 的 几何 度量 计算 ,而 是 作为 代数 学 的 附庸 为 解 代数 
方程 服务 。《 九 章 算术 ) 勾 股 章 的 问题 类 型 及 其 求解 方式 , 随 天 元 术 的 发 明 
与 使 用 ,在 宋 元 时 期 出 现 新 的 发 展 , 几何 代数 化 传统 被 进一步 强化 。 宋 元 时 
期 的 数学 家 们 对 几何 图 形 中 的 代数 关系 十 分 感 兴趣 ,通常 以 几何 问题 为 模 
型 ,建立 代数 方程 或 方程 组 。 这 种 几何 代数 化 传统 成 为 中 国 数学 的 一 大 特 
色 , 也 是 中 国 数学 机 械 化 的 主要 途径 。 

宋 元 代 数 化 几何 的 显著 特征 表现 在 以 下 诸 方 面 。 

首先 ,通过 设计 几何 图 形 来 构建 代数 关系 ,以 建立 代数 方程 或 方程 组 ， 
最 终 以 开 方 术 求 代数 方程 的 数值 解 。 此 在 宋 元 数学 著作 《 测 圆 海 镜 》 
(1248) 《四 元 玉 鉴 X1303) 和 《 算 学 启蒙 》(1299) 中 有 突出 反映 。 李 冶 的 《 测 
圆 海 镜 ) 据 “ 洞 济 九 容 术 ”演绎 而 成 ,集中 国 古代 勾 股 容 圆 知识 之 大 成 。 其 卷 
一 首 列 “ 圆 城 图 式 ”5131 (图 3. 1) , 乃 由 一 个 圆 与 15 个 勾 股 形 构成 的 几何 模 
型 ,由 此 来 构造 出 “识别 杂记 ”之 692 条 代数 公式 ,全 
书 170 个 问题 都 围绕 此 图 式 而 展开 。 卷 二 首先 提出 
了 该 书 所 有 问题 之 总 假设 , 共 设 计 出 以 天 元 术 列 出 
一 元 方程 以 求解 的 170 个 问题 ,其 中 一 次 方程 31 
个 ,二 次 方程 106 个 ,三 次 方程 24 个 ,四 次 方程 20 
个 ,六 次 方程 1 个 ,而 “识别 杂记 ”之 692 条 代数 关系 
式 正 是 构造 这 些 方 程 以 及 进行 代数 演算 之 依据 。 朱 i 
世 杰 的 《四 元 玉 鉴 ;与 ( 算 学 启蒙 ) 也 是 通过 勾 股 形 之 


图 3.1 圆 城 图 式 


[1] 李 治 . 测 圆 海 镜 LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教 
育 出 版 社 ,1993: 732. 
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勾 、 股 . 弱 、 黄 方 ( 内 接 正 方形 边 长 ) ` 勾 股 弦 的 五 和 与 五 较 等 ,构造 几 者 间 的 
代数 关系 ,以 布 列 多 元 方程 组 。 祖 熙 在 《四 元 玉 鉴 》 后 序 中 对 此 概括 得 十 分 
清楚 : 
松山 朱 汉 巍 先 生 演 数 有 年 , 探 三 才 之 师 , 索 九 章 之 隐 , 按 天 、 地 、 人 、 

物 立成 四 元 ,以 元 气 居中 , 立 天 勾 、 地 股 、 人 弦 、 物 黄 方 , 考 图 明之 ,上 逢 

下 降 , 左 进 右 退 ,互通 变化 ,来 除 往来 ,用 假象 真 ,以 虚 问 实 , 错 综 正 负 ， 

分 成 四 式 , 必 以 寄 之 、 别 之 , 余 筹 易 位 ,横冲直撞 , 精 而 不 杂 , 自 然而 然 ， 

消 而 和 会 ,以 成 开 方 之 式 也 51 

朱 世 杰 目 的 是 要 “ 按 天 、 地 、 人 、 物 立成 四 元 ”“ 用 假象 真 ,以 虚 问 实 , 错 
综 正 负 ,分 成 四 式 ”, 最 终 “ 以 成 开 方 之 式 ”。 为 实现 这 样 的 代数 演算 ,他 通过 
“ 立 天 勾 、 地 股 、 人 弦 , 物 黄 方 ”来 构造 几何 模型 ,以 “ 考 图 明之 ”。 

其 次 , 宋 元 时 期 代数 化 几何 的 显著 特征 还 表现 在 形式 化 与 抽象 化 方面 。 
一 般 认 为 中 国 数学 是 以 解决 实际 问题 为 中 


we 心 的 ,所 以 数学 概念 基本 上 都 是 具体 的 、 形 
wl 象 的 ,与 希腊 几何 概念 的 抽象 化 形成 鲜明 的 
人 对 照 ,但 宋 元 时 期 出 现 了 新 变化 。 因 为 中 国 
测 生 | 几何 为 代数 服务 ,因此 几何 问题 未 必 来 源 于 
语 3| 现 旬 让 | 这 攻 。| 现 实 世 界 ,也 并 韭 为 了 解决 实际 问题 的 和 
中 下 图 六， 要 ,从 而 其 几何 量 所 反映 的 数量 关系 往往 并 
合 们 | 这 三 和 | 改天 | 没有 实际 意义 ,而 只 是 形式 上 的 代数 关系 表 
消 这 贰 大 | 皇 |， 达 式 。 效 举 两 例 以 说 明之 。 
可 《四 元 玉 鉴 六 四 象 细 草 假 令 之 图 ”之 “两 


仪 化 元 ?问题 如 图 3. 2 所 示 “521 : 


图 3.2 《四 元 玉 鉴 )* 四 象 、 
细 草 假 令 之 图 ” 记 色 为 收 股 为 入 弦 为 c, 弦 较 较 为 


< 一 (0 一 上) , 弦 较 和 为 (0 一 a) 十 c, 所 给 条 件 为 


po—[c—(b—a)|]= ba ( 今 有 ) 


[1 


\7/ 


祖师 .《 四 元 玉 鉴 后 序 LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 ， 数学 卷 [Z1. 第 1 册 . 郑州 : 
河南 教育 出 版 社 ,1993: 1206. 

[2] 朱 世 杰 . 四 元 玉 鉴 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1209. 
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心 十 [CC 一 a) 十 c] = ac 〈 只 云 ) 
求 5。 
设 5 二 xX, Cc 十 a 一 y, 得 方程 组 


一 2 — wy 十 中 十 22 7 十 交 二 0 《 今 式 ) 
ee = 交 ( 云 式 ) 
该 题 中 股 短 是 二 维 几何 量 , 弦 较 较 Lc 一 (5 一 a) 是 一 维 几 何 量 ,两 者 相 
减 是 没有 实际 意义 的 。 同 样 , a 十 [ 必 一 a) 十 c] 也 是 没有 实际 意义 的 。 
又 如 《 算 学 启蒙 》(1299)“ 开 方 释 锁 门 ?第 27 问 : 
今 有 圆 田 一 段 , 周 为 实 , 平 方 开 之 ,得 数 加 入 圆 积 , 共 得 一 百 一 十 四 
步 , 问 周 径 各 几何 ? 答 日 : 周三 十 六 步 , 径 一 十 二 步 上 11 
题 中 “ 周 为 实 ,平方 开 之 得 数 ” 与 “ 圆 积 ” 也 是 不 同 维 的 几何 量 ,两 者 相 加 是 没 
有 实际 意义 的 。 这 类 情形 广 见于 《四 元 玉 鉴 浅 愉 算 学 启蒙 ) 之 天 元 术 问 题 中 。 
宋 元 时 期 几何 代数 化 是 由 于 使 用 天 元 术 或 四 元 术 而 实现 的 ,所 以 “ 演 
段 ” 乃 其 代数 演算 的 主要 形式 。 由 于 四 元 式 受 空间 的 限制 , 宋 元 代数 方法 存 
在 一 些 局 限 性 ,如 果 要 引入 更 多 的 辅助 未 知 数 , 布 列 方程 组 与 其 代数 演算 ， 
以 及 非 整 式 形式 的 代数 式 的 表示 等 ,都 难以 实现 ,这 些 只 有 使 用 文字 代数 或 
符号 代数 才能 够 克服 。 


3.2 《 算 学 启蒙 > 在 日 传播 与 天 元 术 的 受 容 


宋 元 数学 著作 在 中 国 失传 期 间 , 在 李 氏 朝鲜 和 江 户 时 代 的 日 本 却 得 到 
i 并 且 成 为 江 户 时 代 和 算 发 达 的 基础 。 宋 元 算 书 中 目前 仅 知 ( 算 

启蒙 》) 与 4 杨辉 算法 ?于 16 世纪 末 传 播 于 日 本 ,《 测 圆 海 镜 》 似 有 流 播 日 本 的 
形迹 ,但 未 见 史籍 明确 记载 。 

《 算 学 启蒙 )3 卷 , 全 书 分 为 20 门 ,259 问 。 卷 前 有 18 条 预备 知识 ， 
上 中 下 三 卷 内 容 构 成 一 个 完整 的 算 学 体系 ,其 中 最 具 特 色 的 内 容 包 括 增 
乘 开 方法 、 天 元 术 、 埃 积 术 、 招 差 术 等 。 有 关 代 数 化 几何 问题 散 见 于 以 下 


[1] 朱 世 杰 . 算 学 启蒙 LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数 学 卷 [LZ]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1189. 
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各 门 : 田亩 形 段 门 16 问 , 商 功 修筑 门 13 问 ,方程 正 负 门 9 问 , 开 方 释 锁 
门 34 问 。 

《 算 学 启蒙 ) 在 朝鲜 李 朝 作 为 选拔 算 官 考试 的 指定 参考 书 而 被 数 次 徐 
刻 , 最 初 的 覆 刻 本 是 李 朝 初 期 世宗 (1419 一 1450) 时 的 活字 本 。《 算 学 启蒙 》 
与 4 杨辉 算法 》 流 入 日 本 的 确切 时 间 今 不 可 考 , 可 能 于 1592 一 1598 年 的 文 禄 
庆 长 之 役 期 间 由 朝鲜 传人 日 本 。 现 藏 于 日 本 筑波 大 学 附属 图 书馆 的 《新 编 
算 学 启蒙 》, 力 李 朝 世宗 时 期 的 刻本 , 原 为 养 安 院 藏 书 "1 

万 治 元 年 (1658) ,和 久 田 玄 哲 (Hisada Gentetsu, 生 座 年 不 详 ) , 土 师 道 云 
(Haji Doun, 生 蓉 年 不 详 ) 刊 训 点 本 《 算 学 启蒙 》。 据 《数学 记 闻 ;》 称 ,其 底 本 万 

久 田 玄 哲 在 治 东 福 寺 偶 得 之 《 算 学 启蒙 》 至 于 此 本 《 算 学 启蒙 》 之 原版 本 为 

朝鲜 刻本 还 是 中 国 的 元 刊本 , 日 本 学 者 有 不 同 说 法 "22 此 训 点 本 出 版 后 ， 
《 算 学 启蒙 开始 受到 和 算 家 的 重视 ,随后 出 现 了 一 些 注解 书 。 宽 文 十 二 年 
(1672) 星 野 实 宣 (Hoshino Sanenobu，1638? 一 1699) 刊 《新 编 算 学 启蒙 注 
解 沁 图 3. 3) , 元禄 三 年 (1690) 建 部 贤 弘 著 《 算 学 启蒙 详解 大 成 》 七 册 
(图 3.4), 对 《 算 学 启发 蒙 ) 详 细 注 解 ,此 注解 书 不 仅 对 《 算 学 启蒙 ) 中 的 算 学 
知 计 0 


祖 繁 压 马 公 . 2 
I 之 代 太 和 制 费 | > 
L 震 注 涂 准 六 枝 并 2 

红 九 泪 之 数 一 过 四 

精 章 设 一 物 定 历 一 也 太 

微 欠 鞋 周 九 三 : 艇 、 站 

一 模 取 之 数 雪 生 艇 则 = 
有 时 重 士 寅 九 移 枚 则 十 2 
| 杨 次 更 中 散 十 江 千 流 
| 去 答 雪 能 之 等 数 亡 闹 ~ 

: 民 闭 玖 流 九 文 的 浓 、 

习 侯 章 了 丰 化 水 吕 

地 褒 之 所 老 一 泗 

太 此 是 名 咸 .十 起 
司 专 A Py 六 , 朴 t > 
Po E 
也 .等 闭 5 2 下 - 

了 


图 3.3 星野 实 宣 的 《新 编 算 学 启蒙 注解 (1672) 


[1] 丰 臣 秀吉 的 侍 医 曲直 濑 正 琳 (Manase Shorin, 1565 一 1611) 的 旧 藏 书 。 
[2] 汉 立 界 .中 日 数学 关系 史 研 究 LD]. 西 安 : 西北 大 学 ,1999: 34. 
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也 受 其 影响 颇 深 ,其 重要 数学 著作 《 缀 术 算 经 X(1722) 之 第 二 章 “ 探 立 元 ”、 第 
三 章 “ 探 约 分 ”、 第 四 章 “ 探 招 差 ”、 第 五 章 “ 织 工 ”、 第 十 章 “ 探 开 方 ”等 各 章 内 
容 , 就 是 分 别 基于 《 算 学 启蒙 谚 解 大 成 ) 中 的 “ 开 方 释 锁 门 “之 分 齐 同门 ”、 
“堆积 还 原 门 ”“ 双 据 互 换 门 ”“ 开 方 释 锁 门 ”而 写 的 。 


尹 平 

香 并? 到 1 之 -在 焉 + 天 
人 
竹 | 隆 畦 ; 足 * 斋 1 站 及 ?六 


| 壹 pa 和 和 从 入 上 七 尝 - 
杀 _ 
康 朵 三 五 入 + 
终 二 + 商 疝 尚 商 则 


二 一 一 py 
十 十 力 . 岂 


图 3.4， 建 部 贤 弘 的 《 算 学 启蒙 详解 大 成 )(1690) 
和 算 家 对 天 元 术 在 中 国 的 发 展 源流 并 不 清楚 ,但 对 这 一 数学 方法 推崇 
备至 。 建 部 贤 弘 在 ( 缀 术 算 经 ) 第 二 章 “ 探 立 元 ”中 称 : 
立 元 之 法 ,未 知 始 于 何 代 , 元 至 元 年 中 , 郭 守 襄 修 《 授 时 历 ) 用 此 法 ， 
同 代 大 德 年 中 , 朱 世 杰 所 握 《 算 学 启蒙 ), 具 说 解 其 法 也 .1J, 是 得 索 数 之 
术 之 神 法 侨 上 21 
福 本 道 闲 在 《古今 算法 记 ) 的 序言 中 也 称赞 道 
夫 天 元 一 算 者 , 真 解难 问 奥妙 也 。 凡 天 地 之 间 , 无 不 兼 何 而 算数 ， 
算数 亦 无 出 天 元 中 ,是 以 学 者 为 当 务 急 5357 


C1] 此 段 以 下 文字 , 东 大 本 没有 , 东 大 本 在 此 句 之 后 , 缀 “ 疑 自 西域 所 传 ”一 句 。 认 为 元 代 的 天 元 术 
传 自 西域 ,是 作者 (未 必 是 建部 本 人 ,或许 是 后 来 的 抄录 者 ) 的 腾 测 ,由 此 表明 ,和 算 家 并 不 了 
解 有 《 测 圆 海 镜 》 等 天 元 术 著作 。 

[2] 建部 摘 弘 . 级 术 算 和 经 LMJ. 抄本 . 享 保 七 年 (1722). 内 并 文库 藏 . 

[3] 总 口 一 之 .古今 算法 记 [LM1. 京 极 第 五 桥 书 林 刊 . 宽 文 十 一 年 (1671). 东北 大 学 加 书馆 问 本 文 
康 藏 . 登录 号 : ws004636 , 索 书 号 : 035. 
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不 过 ,和 算 家 对 天 元 术 的 理解 经 历 了 一 段 曲折 , 江 户 初期 的 和 算 因 循 明 
代 算 学 , 鲜 用 筹 式 , 更 不 见 使 用 天 元 术 。 与 明代 顾 应 祥 等 算 家 一 样 , 江 户 初 
期 的 和 算 家 也 不 明天 元 术 理 ,如 《 算 租 》(1663) 中 常 云 :“ 以 天 元 一 为 实 ”“ 置 
天 元 一 个 内 减 二 和 利 ” 等 等 ,此 类 情形 广 见 于 和 算 早 期 著述 中 。 久 田 辫 哲 的 
训 点 本 《 算 学 启蒙 ) 出 版 后 的 十 年 间 , 和 算 家 并 不 能 真正 理解 天 元 术 的 意义 ， 
星野 实 宣 的 注解 对 “ 立 天 元 一 ”未 能 道 出 其 真 义 。 

最 初 理解 天 元 术 并 以 之 解答 数学 问题 的 和 算 家 是 桥 本 正 数 (Hashimoto 
Seisu, ? 一 1683 年 以 前 ) 与 泽 口 一 之 师 徒 。 据 大 岛 喜 侍 (Ohshima Kiji， 
? 一 1733) 的 《 见 盘 》 忆 载 : 

正 数 与 门人 大 坂 岛 屋 町 之 住 泽 口 三 郎 右 卫 门 相 共 作 《 十 今 算 法 记 》 

行 于 世 , 此 本 邦 以 天 元 术 著 书 之 始 也 51 

元 禄 十 一 年 (1698), 泽 口 一 之 的 弟子 佐 腾 成 春 车 《算法 天 元 指南 》 
(图 3. 5) ,该 书 序言 称 : 


i 这 ?于 二 不 宙 三 | 中 接 1 天 得 首 : 第 ?0 
| 部 = 二 开关 ,| | 省 了 了 舱 元 多 
了 型 十 五 香雪 [有 交 | | 宣 洲 7F 2 子 解 | 
1 刘 : 了 答 六 动 算 之 | | 未 巴 太 明和 ) 
日 老 :各 [或 家 名 再 男 | | 手 颗 定 大 和 号 有 
未 7 一 入 = 是 狂放 | | 中 = 二 小 二 一 二 全 
= 至 二 乙 呈 = 第 [= 惟 天 7 信之 1 于 || 
~ 好 十 了 二 人 千 | | 吉 心 元 上 + 了， 
| 再 了 F 了 和 次 淹 和 伐 三 镇 | 图 二 7 车 随和 | 
[五 才 全 盖 算 条 条 | 和 尖 四 建生 直 了 3 
各 办 下 过 之 三 ， 由 第 或 
1 好 人知 国 ; = 亦 本 | | 基 名 I 每 
1 3 福 8 枝 "如 再 了 | | 条: 大 和 淫 了 
| 称 枯 :2) 网 了 而 少 | 1 坊 】 ) 各 
J 7 逢 二 是 | | 宗 * 及 从 2 


图 3.5 佐藤 茂 春 的 《算法 天 元 指南 》)(1698) 序 
至 于 解 其 难 算 之 术 , 不 越 天 元 , 随 泽 口 一 之 学 之 , 似 得 其 理 矣 。 学 
此 道 者 ,不 明天 元 则 不 能 解难 算 , 天 元 实 解难 算 之 阶梯 也 。 予 窃 惟 本 朝 


[C1] 转 引 自 日 本 学 士 院 . 明治 前 日 本 数学 史 LMJ. 第 一 卷 . 新 订 版 . 东京 : 野 间 科学 医学 资料 馆 ， 
1979: 81. 
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数学 所 盛 者 , 宽 永 年 中 ,吉田 光 由 著 《 竺 劫 记 》 三 卷 , 阅 之 ,多 本 《算法 统 

宗 》, 此 之 先 算 书 才 二 三 家 ,而 不 及 《 尘 动 记 》, 此 后 , 算 家 亦 著 书 者 有 五 

六 家 ,各 书 出 好 问 511 十 个 或 二 十 个 ,至 ( 童 介 》《 阅 疑 》521 两 书 , 各 载 

一 百 好 , 答 之 有 《算法 根源 记 》, 亦 卷 末 载 一 百 五 十 好 , 世 之 算 士 阅 之 ,其 

理 幽 远 而 苦 法 术 , 故 泽 口 先生 立 天 元 一 施 之 ,一 百 五 十 好 不 满 三 十 日 而 

术 成 ,因而 宽 文 庚 成 夏 六 月 镁 诸 梓 ,以 著 ( 古 今 算 法 记 》 尔 以 来 , 诸 家 算 

士 有 知 天 元 解难 算 , 诚 本 朝天 元 之 元 师 也 [34 

此 外 《数学 纪 闻 ) 卷 下 也 认为 :“ 在 日 本 ,天 元 之 祖 乃 大 坂 川崎 之 手 代 桥 
本 传 兵 卫 。” 

1671 年 , 泽 口 一 之 著 《 古 今 算法 记 》( 图 3.6), 首 以 天 元 术 解 答 《 算 法 根 
源 记 》 遗 题 , 开 和 算 天 元 术 应 用 之 先河 ,迅即 关 孝 和 摆 《 阅 疑 抄 一 百 问答 
术 》《 纪 情 改 答 术 》 以 及 解答 《古今 算法 记 》 遗 题 的 《发 微 算法 》(1674) ,全 
以 天 元 术 解 题 ,以 (发 微 算法 》 的 出 版 为 标志 ,确立 了 天 元 术 在 和 算 中 的 中 
心地 位 。 
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图 3.6 泽 口 一 之 《古今 算法 记 》(1670) 


泽 口 一 之 (古今 算法 记 》(1670) 的 前 三 卷 为 算 学 基本 知识 和 日 用 算法 ， 


C1] 好 问 , 简 称 好 ,又 称 作 “ 遗 题 ”, 指 数学 书后 向 读者 征 解 的 数学 问题 。 

[2] 指 4 童 介 抄 》( 野 泥 定 长 著 ,1664) 《算法 阅 疑 抄 》( 磋 村 吉 德 著 .1661) 两 书 。 

[3] 佐 蒋 茂 春 . 算法 天 元 指南 [LM]. 序 . 田中 甘 兵 生 刊 .元 禄 十 一 年 (1698). 东北 大 学 加 书馆 林 文 库 
藏 . 登录 号 : ws005534. 索 书 号 : 0054. 
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第 三 卷 解 答 《 改 算 记 》( 山 田 正 重 著 ,1659) 的 遗 题 ,第 四 卷 至 第 六 卷 以 天 元 术 
解答 《算法 根源 记 》( 佐 芯 正 兴 著 ,1669) 的 150 个 遗 题 ,这 是 日 本 人 正确 使 用 
天 元 术 的 开始 。 尤 其 重要 的 是 , 泽 口 一 之 在 《古今 算法 记 ) 书 末 , 也 提出 了 颇 
有 难度 的 15 个 遗 题 ,其 中 “ 平 圆 解 空门 ”一 问 ,“ 平 积 重 积 门 ”四 问 ,“ 勾 股 积 
门 ”* 六 问 ,“ 平 形 斜 积 门 ”三 问 , “分子 齐 同门 ”一 问 。 除 最 后 一 问 外 ,其 余 14 问 
都 是 代数 化 几何 问题 ,这 些 几 何 问 题 无 疑 是 模仿 《 算 学 启蒙 ) 的 天 元 术 问 题 
而 构造 的 。 正 是 这 15 个 遗 题 刺激 了 和 算 家 对 天 元 术 及 其 消 元 法 的 研究 ,并 
导致 和 算 代数 化 几何 学 的 发 达 。 

1674 年 , 关 孝 和 著 《 发 微 算法 》; 1678 年 ,田中 由 真 (Tanaka Yoshizane， 
1651 一 1719) 著 (算法 明 解 》; 1695 年 , 宫 城 清 行 著 4 和 汉 算 法 》。 这 3 本 书 都 
是 以 天 元 术 解 答 《古今 算法 记 )15 个 遗 题 的 重要 著作 ,它们 不 仅 促进 了 天 元 
术 的 普及 ,而 且 也 为 和 算 消 元 法 的 形成 商定 了 基础 。 

延 宝 年 间 (1673 一 1680) 至 宝 永年 间 (1704 一 1710) 是 和 算 芮 基 与 易 盛 时 
期 ,其 发 达 与 进步 是 由 于 天 元 术 的 使 用 而 引起 的 ,其 间 出 现 的 数学 著作 也 是 
以 天 元 术 为 中 心 的 ,主要 者 有 : 

《发 微 算法 》( 关 考 和 ,1674) 

《算法 明 解 沁 田中 由 真 ,1679) 

《 研 几 算法 兴建 部 贤 弘 ,1683) 

《发 微 算法 演 段 详解 兴建 部 贤 弘 ,1685) 

《三 部 抄 》( 关 孝 和 ,1685 年 前 后 ) 

《 明 元 算法 兴 富 城 清 行 ,1689) 

《算法 发 挥 兴 井 关 知 辰 ,1690) 

《 算 学 启蒙 详解 大 成 兴建 部 贤 弘 ,1690) 

《七 乘客 演 段 兴 中 根 元 款 ,1691) 

《和 汉 算 法 光 富 城 清 行 ,1695) 

《算法 天 元 录 兴 西 胁 利 忠 ,1697) 

《算法 天 元 指南 》( 佐 芯 茂 春 ,1698) 

《算法 天 元 樵 谈 录 》( 中 村 政 荣 ,1702) 

天 元 术 除 在 布 列 多 项 式 方程 上 的 有 效 性 外 ,还 具有 技艺 性 ,复杂 的 几何 图 
形 计 算 正好 适应 这 种 技艺 性 需要 ,和 算 家 通过 《 算 学 启蒙 ) 继 承 了 这 一 传统 。 
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这 种 技艺 性 引发 了 数学 问题 的 数量 关系 复杂 化 , 随 之 而 引入 辅助 未 知 数 以 建 
立 多 元 方程 组 ,这 是 天 元 术 发 展 之 必然 。 宋 元 数学 家 沿 循 位 置 代数 传统 向 四 
元 术 演 进 , 和 算 家 却 独辟蹊径 ,创立 了 “ 旁 书 法 ”而 向 文字 代数 转变 。 

所 谓 劳 书法 , 按 和 算 家 的 话说 :“ 夯 正 负 段 数 , 旁 书 其 名 。”'1 典 表 记 原 
则 可 以 归结 为 以 下 3 条 : 

中 多 项 式 常 系数 用 筹码 表示 ; 

@ 已 知 量 、 未 知 量 均 以 汉字 或 简化 汉字 记录 ; 

@) 多 项 式 按 天 元 式 布置 ,系数 仍 为 多 项 式 时 , 则 布 于 天 元 式 之 一 级 。 如 

Wr 人 请 剧 


商 
一 3a atb a—b ab a a a Ja Ya 


旁 书 法 首 见于 关 孝 和 的 《发 微 算法 》 和 《 解 见 题 之 法 》( 成 书 于 1683 年 前 
后 ), 与 关 氏 同时 代 的 京 阪 地 区 算 家 田中 由 真 也 使 用 旁 书 法 ,两 者 形式 基本 
一 致 , 仅 局 部 有 些 差 别 。 关 孝 和 的 旁 书法 是 围绕 天 元 式 而 展开 的 ,其 孙 弟 子 
松永 良 逆 (? 一 1744) 增 加 了 分 数 表 记 法 ,如 


本 四 乙 | 四 
四 甲 三 Z 四 和 人 z 丙 分 下 | 
3 -3pc 
4a 4a 4p 


将 其 发 展 为 一 般 性 的 代数 演算 ,后 世 和 算 家 称 之 为 点 窜 术 和 天 生 法 。 

和 算 旁 书法 的 形成 , 除 天 元 术 发 展 的 内 部 要 求 外 ,还 存在 文化 方面 
的 因素 。 末 元 时 代 至 明代 , 正 是 传统 数学 由 筹 算 向 珠算 转变 的 历史 时 
期 , 随 着 算 具 的 更 蔡 , 数 学 研究 中 笔 的 使 用 逐渐 频繁 ,我们 不 难 从 宋 元 及 
明代 算 书 中 找到 这 种 转变 的 痕迹 。 和 算 虽 保存 着 筹 具 与 筹 算 制度 ,但 仅 
是 形式 上 的 ,数学 研究 未 必 完 全 依赖 筹 算 。 这 一 点 可 从 关 才 和 《 勿 悦 改 
答 术 ) 的 演算 数据 得 到 说 明 。 该 书 以 天 元 术 布 列 高 次 方程 的 各 项 系数 都 
高 达 近 30 位 数字 , 若 用 筹 算 演算 因 空间 限制 ,实际 操作 近乎 不 可 能 ,只 
能 借助 于 笔 。 


[1] 建部 质 弘 . 线 微 算法 演 段 蓄 解 [A]. 平山 鞍 , 下 平和 夫 , 皮 激 秀 雄 辐 . 并 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 
阪 教 育 加 书 ,1974: 512. 
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与 四 元 术 相 比 , 旁 书法 表 记 空间 大 为 缩小 ,具有 较 高 的 自由 度 , 所 以 关 
孝 和 说 :“ 易 分 之 合 之 ”5134 与 韦 达 符号 体系 相 比 ,和 算 劳 书法 除 在 关系 符 
号 上 的 欠缺 外 ,代数 效果 是 一 致 的 。 当 然 也 应 注意 到 ,和 算 代数 法 多 以 天 元 
式 为 中 心 , 加 之 东方 算法 化 数学 模式 的 局 限 , 使 和 算 代数 法 并 不 关心 具有 普 
遍 意 义 的 数量 关系 与 形式 演绎 ,因此 其 符号 的 抽象 性 程度 较 低 ,这 是 和 算 代 
数 无 法 向 近代 代数 学 逾越 的 原因 之 一 。 

天 元 术 的 发 达 推 动 着 多 项 式 理论 的 发 展 ,围绕 多 项 式 演算 ,中 日 都 使 用 
了 “ 演 段 ”, 本 书 第 1 章 已 经 做 了 考释 与 论述 。 

天 元 术 的 使 用 必然 带 来 两 种 结果 ,一 则 数学 代数 化 程度 提高 ,再 则 数量 
关系 的 复杂 化 。 和 算 家 根据 问题 求解 的 难 易 程度 ,将 数学 问题 分 为 见 、 隐 、 
伏 三 类 (建部 贤 弘 《大 成 算 经 ) 分 见 、 隐 、 伏 、 潜 四 类 )。 所 请 见 题 , 即 以 算术 方 
法 求解 的 简单 问题 ; 隐 题 指 以 一 元 方程 求解 的 代数 问题 ; 伏 题 则 是 列 多 元 方 
程 组 求解 的 代数 问题 。 多 元 高 次 方程 组 求解 ,正如 徐 有 壬 、 陈 党 论 四 元 术 时 
所 说 :四 元 不 难于 如 积 而 难于 相 消 ”2 2 消 元 是 求解 的 关键 ,从 而 消 元 理论 
是 和 算 解 伏 题 的 核心 。 


3.3 ” 关 孝 和 的 解 伏 题 及 其 数学 机 械 化 特征 


解 伏 题 方法 最 早 见于 关 考 和 《 解 伏 题 之 法 》1683) 以 及 建部 贤 弘 等 人 编 
著 的 《大 成 算 经 》1683 一 1711) ,两 者 内 容 基 本 一 致 ,只 不 过 后 者 叙述 更 为 详 
细 , 它 们 是 和 算 中 最 具 系 统 性 与 简洁 性 的 著述 ,笔者 的 研究 主要 依据 这 两 种 
材料 , 它 由 “ 真 虚 ”"“ 两 式 ”"“ 定 乘 >“ 换 式 ”"“ 生 半 >“ 寄 消 ” 六 个 步骤 构成 ， 
下 面 依 其 顺序 分 析 其 消 元 理论 的 内 容 与 方法 特征 。 为 表述 上 的 方便 ,这 里 
引入 吴 文俊 消 元 理论 的 符号 系统 (参阅 吴 文俊 《 解 方程 器 或 SOLVER 软件 
系统 概述 ) 一 文 532)。 

对 于 关于 变量 x ，z ，…，z 的 多 项 式 下 , 若 其 中 出 现 zx; 的 最 大 下 标 i 


[1] 关 才 和. 解 见 题 之 法 [LA]. 平山 详 , 下 平和 夫 , 众 濑 秀 奴 福 . 并 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教 育 加 
书 ,1974: 512. 

[52] 杜 石 然 , 朱 世 杰 研 究 L[A]. 钱 宝 琼 等 著 . 宋 元 数学 史 论文 集 LC]. 北京 : 科学 出 版 社 , 1966: 
大 

[3 ] 吴 文 俊 . 吴 文 俊 论 数学 机 械 化 LMJ. 济南 : 山东 教育 出 版 社 ,1996: 491. 
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称 作 下 的 类 数 , 记 为 cls(F); 若 clsCF) 二 0 时 ,FF 中 zz, 的 最 高 次 数 称 作 下 的 
次 数 , 并 记 为 deg(CF) 。 


数 。 


第 一 步 : 真 虚 。 与 中 算 概念 一 样 , 和 算 家 称 已 知 数 为 真 数 ,未 知 数 为 虚 
而 在 方程 论 中 , 称 目的 未 知 数 为 真 数 ,辅助 未 知 数 为 虚数 ,目的 未 知 数 


的 方程 叫 真 术 , 辅 助 未知 数 的 方程 叫 虚 术 。 真 虚 就 是 “ 随 真 术 之 所 得 而 逐 求 
虚 术 ”, 即 根据 所 求 的 目的 未 知 数 而 逐次 布 列 辅助 未 知 数 的 方程 ,建立 设 元 
以 及 消 元 的 顺序 原则 。 以 《大 成 算 经 ) 之 例 解说 如 下 : 


假如 有 甲乙 两 丁 平方 各 一 , 甲 云 , 甲 方 三 来 血 、 乙 方 再 来 血 、 两 方 、 
丁 方 相 并 共 若 干 ; 乙 云 , 甲 方 再 来 知 、 乙 方 震 、 丙 方 再 夹 雷 、 丁 方 三 乘 需 
相 并 共 若 干 ;两 云 , 甲 方 寄 、 乙 方 、 两 方 三 乘 徊 、 丁 方 再 乘 乱 相 并 共 若 干 ; 
丁 云 , 甲 方 、 乙 方 三 乘 知 、 两 方 千 、. 丁 方 千 相 并 共 若 干 , 问 甲 方 。 

真 术 求 甲 方 。 乙 方 再 乘 协 、 两 方 . 丁 方 和 [有 ], 乙 方案 、 两 方 再 来 恩 、 
丁 方 三 乘 知 和 [有 j], 乙方 \ 两 方 三 乘 早 、 丁 方 再 乘 治 和 [有 j], 乙方 三 乘 因 、 
两 方 协 、 丁 方 需 和 [有 j], 甲 方 [ 有 j]。 

( 初 ) 庶 术 见 乙方 。 丙 方 . 丁 方 和 [ 有 j], 丙 方 窜 、 丁 方 需 和 [ 有], 两 方 
再 乘 千 、. 丁 方 三 乘 辕 和 [有 ], 丙 方 三 乘 智 、 丁 方 再 乘 辕 和 [有 ], 甲 方 [ 有 ]， 
乙方 [有 ]。 

(次 ) 虚 术 日 : 立 天 元 一 为 两 方 , 自 之 以 减 丁 云 . 两 和 , 余 为 丁 方 需 ， 
寄 左 , 列 丙 方 以 减 甲 云 .两 和 , 余 为 丁 方 , 自 之 与 寄 左 相 消 得 式 ,又 列 两 
方 ,三 自 来 之 ,以 减 两 云 .两 和 , 余 为 丁 方 再 乘 备 , 寄 左 。 列 丁 方 再 自 乘 
之 ,与 寄 左 相 消 得 式 , 复 列 两 方 再 自 乘 之 ,以 减 乙 云 . 丙 和 , 余 为 丁 方 三 
乘 早 , 寄 右 。 列 丁 方 三 自 乘 之 ,与 寄 左 相 消 得 式 51] 

对 于 
Zi 十 开 十 ZX 十 4 二 A 
下 十 开征 怠 竺 一 A 


沦 | 4 六 
Xl Z2 十 Za 十 Zi 二 As 


4 2 2 
ZI 十 zz 十 Za 十 4 一 AAA， 


C3 


并 邦和 , 建部 质 明 ,建部 实 弘 三 集 . 大 成 算 经 LMJ. 众 十 七 . 写本 . 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文 库 
藏 . 登录 号 : ws006478, 索 书号 : 7. 20820. 20. 
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为 求 目的 未 知 数 zx , 则 依次 引入 辅助 未 知 数 mm ，zs ，zi， 先 设 zs 为 天 
元 一 ,消去 zx 得 到 三 元 方程 组 ;再 设 xz; 为 天 元 一 ,消去 zs 得 到 二 元 方 
程 组 ;再 以 zi 为 天 元 一 ,消去 zx; 得 到 F(zxi1) == 0。 其 代数 意义 在 于 ,将 
一 个 多 元 高 次 方程 组 通过 逐次 消 元 ,化 为 三 角形 方程 组 而 获得 方程 组 
的 解 。 
第 二 步 : 两 式 。《 大 成 算 经 ) 术 文 如 下 : 
是 起 术 之 本 ,而 定 别 前 后 , 随 假 式 之 所 得 ,各 有 限 侨 。 刀 得 假 式 二 
条 者 , 即 用 一 件 前 后 式 , 直 起 一 等 之 真 术 ;得 三 者 , 择 卑 级 式 乘 数 低位 少 
者 一 条 而 用 二 件 前 式 ,以 其 余 二 条 为 两 件 后 式 ,起 二 等 之 虚 术 ;得 四 条 
者 ,如 前 择 一 条 用 三 件 前 式 ,以 其 余 三 条 为 三 件 后 式 , 起 三 等 之 虚 术 也 
[次 第 仿 此 ] 各 视 每 式 级 长 短 与 位 多 少 , 依 旁 书 段 数 、 正 负 之 同 蜡 ,了 验 略 、 
省 、 约 、 缩 而 整 其 式 也 517 
多 元 相 消 归根 结 蒂 是 二 元 相 消 , 故 谓 之 为 “起 术 之 本 ”。 根 据 第 一 条 “ 真 
虚 ” 得 到 多 元 高 次 方程 组 : 
Filxi, zs **, x,)=0 
F(xi, zy，…，z) 一 0 


(EQN =F) 


FR (ws X22,""", 元 站) = 
当 以 xz, 为 主 变 元 进行 相 消 时 ， 从 (EQN -下 ) 中 选取 一 个 F(z， 
Xs， ,Xx,) 二 0《 前 式 ) 与 其 余 n 一 1 个 方程 (后 式 ) 分 别 组 成 二 元 方程 组 : 
ip 9 Zs3 Ti) = Mo 二 Az, Ax 入 人 二 0 
Filxi, zt) 一 Bo 十 Biz 十 Biz 十 … 十 Biz 一 0 
(k 一 Js 2 td k 闫 7) (※) 
以 消去 zx,。 由 (EQN -下 ) 构 造 (※) 式 便 称 作 “两 式 ”。 为 使 消 元 后 方程 次 数 
习 量 降低 而 且 消 元 变换 次 数 较 少 ,建部 贤 弘 在 这 里 规定 : 


deg(F,) = min{deg(F,)} (i = 1,2,3,.,7) 


[1] 并 邦和 , 建部 贤明 , 建部 贤 弘 篇 集 . 大 成 算 释 [M]. 父 十 七 . 写本 . 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 
藏 . 登录 号 : ws006478 , 索 书 号 : 7. 20820. 20. 
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即 所 请 的 “ 择 捍 级 式 乘 数 低位 少 者 ”。 

“两 式 ” 为 消 元 作 准 备 , 因此 在 消 元 前 ,对 前 、 后 两 式 进行 一 系列 同 解 变 
换 , 使 两 方程 达到 两 方面 要 求 : @ 次 数 尽量 降低 ,@ 系数 尽量 简单 。 其 变换 
包括 所 谓 的 “ 略 ”“ 省 ”“ 约 ”“ 缩 ”四 类 代数 运算 。 

所 谓 “ 略 ”, 按 关 孝 和 的 话说 , 即 “ 高 级 式 中 位 与 卑 级 式 同名 者 略 之 ”。 如 


后 前 后 前 
式 式 式 起 
I Ha 
i H 
午 已 | 午 证 寅 午 实 
下 下 
和 多 儿 


实际 包含 以 下 几 类 方程 同 解 变换 : 


3 f(x)+tg(r)=0 
(1) 


(二 人 0 gC(X) =0 


(FY =0 oe 
(2) 一 

SCZz) 一 0 SGCz) 一 0 

F(z =0 f(x)—Lge(x)T=0 
(3) < 二 

g(X)=0 gL 全 但 


“省 ”, 即 省 略 旁 书 文字 符号 ( 即 约 去 文字 系数 );“ 约 ”, 即 约 去 段 数 ( 常 系 
数 )。 两 者 属 同一 类 变换 。 

第 三 步 : 定 乘 ( 附 番 、 括 )。 

对 于 两 式 


od y) = 二 Ao 十 Aiy 十 Asy 十 … 十 A,y”= 二 0 C1Y 
(#) 


F(zx, y) = B+Biy+Bsy 二 +… 十 B,y”=0 (2) 
(其 中 A, = f(x)，, B,= g,(7x)) 
消去 y 得 到 F(A;, B;) 二 f(x) 二 0, 确定 deg(f(x)) 的 方法 叫 定 乘 。 
关 孝 和 以 具体 的 例题 来 说 明 他 的 定 乘 方法 ,形式 如 下 : 
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自 级 再 
来 来 相 自 
来 和 来 
内 质 
地 川 几 
术 行 行 
来 
来 三 一 九 一 五 
数 
立 一 十 一 七 
A 
= 
五 一 圭一 六 
ye 
七 一 十 一 立 


关 孝 和 定 乘 方 法 可 概括 为 下 列 一 般 化 形式 : 
若 Lm, nj 二 1t, 且 1 二 pm 一 qn，, 对 方程 (1) 与 (2) 分 别 作 g, 2 次 乘 方 ， 
得 两 个 上 次 方程 : 


人 FCy 二 Cy 十"… 十 Cy 一 0 
Du, 十 Diy 十 DY 十 … 十 Diy 一 0 


消去 y 后 ,得 到 一 元 方程 GCC，Di) = f(x) = 0, 则 

deg( f(x)) = max{deg (C) + deg(D, ,)} (i=0,1,2,3,.,1), 

《大 成 算 经 》 述 之 为 

每 件 虚 术 之 乘 数 从 末 到 初 , 每 起 庶 术 如 此 ，, 定 真 术 之 乘 数 也 [1 

即 是 说 ,对 于 ?2 元 方程 组 CEQN -下 ) ,通过 一 系列 上 述 定 乘 ,最 终 获得 一 元 方 
程 的 次 数 。 不 难 验 证 , 关 孝 和 的 定 乘 方法 是 错误 的 。 我 们 知道 ,每 消去 一 个 
未 知 数 ,其 余 未 知 数 的 次 数 必然 升 高 , 消 元 过 程 中 确定 消 元 结果 的 方程 次 数 
是 一 个 十 分 复杂 的 数学 问题 。 和 算 家 这 方面 的 尝试 是 失败 的 。 

“ 定 乘 ” 一 节 还 附 有 “ 释 ” 与 “ 括 ” 的 变换 。 所 谓 “ 符 ”者 ,就 是 对 


人 (zx, y) = 二 Aiy 十 Azy 十 … 十 A,y” 二 0 (1) 


F(zr, y)=Boc+BiytBy 二 …+B,y”=0 (2) 


[C1] 阅 孝 和 , 建部 里 明 , 建部 里 维和 编 集 . 大 成 算 么 [Mj]. 众 十 七 . 写本 . 东北 大 学 加 书 馆 狩 野 文 库 
藏 . 登录 号 : ws006478, 索 书号 : 7. 20820. 20. 
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实施 降 次 变换 ,依次 消去 y，yY-，…, 六 ，y 项 , 叫 稚 高 级 ;反之 ,依次 消去 常数 
项 ，y, 六 ，…， yy 项 , 叫 下 低级 。 对 天 元 式 来 说 ,两 者 效果 是 一 样 的 。 和 算 
家 的 “每 "法 , 乃 采用 互 乘 相 消 ,其 目的 不 外 乎 二 , 一 是 着 到 最 后 ,达到 消 元 的 目 
的 ;二 是 对 二 元 方程 组 通过 系列“ 郑 " 的 变换 ,得 到 户 个 p 一 1 次 方程 ,从 而 系数 
构成 一 个 p 阶 行列 式 ,以 行列 式 算法 消 元 , 于 是 形成 下 面 的 “ 生 对 "算法 。 

所 谓 “ 括 "者 , 指 将 多 元 方程 FC, zy，…， xz) 二 0 以 xz 为 主 变 元 ,利用 
旁 书 整理 成 /zx) 一 》)A, x 一 0。 这 是 消 元 前 的 准备 ,理应 在 * 春 " 之 前 。 


第 四 步 : 换 式 ( 附 蕉 、 治 )。 
《大 成 算 经 ?叙述 “ 换 式 ”图 3.7) 的 方法 如 下 : 
每 件 两 式 各 验 定 乘 及 登 、 括 而 后 ,以 前 式 下 级 遍 乘 后 式 ,以 后 式 下 
级 遍 冬 前 式 , 依 正 负 加 减 之 得 一 式 ;又 以 前 式 下 第 二 级 遍 乘 后 式 ， 以 后 
式 下 第 二 级 遍 乘 前 式 , 依 正 负 各 加 减 于 一 式 , 得 二 式 ; 复 如 前 递 以 下 第 
三 级 遍 乘 前 后 式 , 各 加 减 于 二 式 , 得 三 式 , 逐 此 到 上 第 二 级 为 限 ,而 得 换 
诸 式 。 若 两 式 级 数 不 均 者 , 登 之 , 增 乘 数 则 借 空 于 卑 级 式 下 ,而 求 换 式 ， 
视 其 旁 书 段 数 而 验 荧 、 治 也 51 


教 三 如 第 之 敞 各 ， 人 合 和 | 分 

不 式 前 二 得 式 件 合 假 察 莉 下 一 分 假 家 .者 刘 - 上 全 
均 还 扩 级 一 以 而 担 雪 如 4 部 刘 股 之 0 加 混 得 中段 级 
者 b 玉 滩 沁 式 滞 式 拉 | 噶 区 Ff| mm 有 关 姑 [本 人 科 下 | 晴 注 而 | 本 -= 这 多 
要 到 下 条 又 并 各 式 | 攻 证 给 | 上 损 多 |1y 上 | 王 级 | 居 | 素 讨 | 人 | 取 位 主 提 
这 上策 前 汉 下 验 条 | 农 疆 加 | 人 全 喜 答 | 信 上 | 股 为 | 区 | 除 胞 | 9 控 提 于 尔 
增 第 三 六 前 般 定 中 于 之 者 一 义 之 省 下 并 如 一 
杂 二 级 位 穴 氨 表 隐 上 上映 名 用 秆 一 至 用 为 内 入 彼 
数 级 遍 正 下 条 及 治文 级 机 之 及 入 而 之 再 城子 条 
到 罗素 员 第 前 本 相 政 合 务 正 分 各 即 了 中正 
借 也 前 各 二 并 拓 La 之 级 上 了 。 之 级 冯 祷 三 为 
空 和 傻 加 锋 国 其 而 正 扣 亿 级 一 倍 志 相 级 一 
于 得 六 城 氨 于 所 役 为 埋 为 入 音 。。 主 雪子 却 
早 接 各 于 素 受 末 以 直 十 合 为 正 市 子 二 富 以 
级 诺 Wr 一 向 法 沾 前 质 级 wo 中 zr 书 段 相近 
从 从 流 式 六 坛 六 一 相 溅 一 中 其 之 于 妹 约 
下 基于 得 以 于 下 级 沽 条 丙 极 重 六 名 
荐 常 面 二 二 熏 页 级 正 除 下 商 股 轩 
不 空 容 次 式 闪 如 志 为 人 股 竹 之 也 之 
及 级 级 请 锻 理 = 名 中 


下 沽 委 


图 3.7 《大 成 算 经 ) 卷 十 七 “全 题解 "之 “ 解 伏 题 " 中 的 “ 换 式 ” 


[C1] 阅 孝 和, 建部 实 明 ,建部 实 弘 篇 集 . 大 成 算 经 LMJ. 傣 十 七 . 写本 . 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 
藏 . 登录 号 : ws006478, 索 书号 : 7. 20820. 20. 
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对 于 “两 式 ”(# )， 通 过 “ 笃 ? 得 到 齐 次 方程 组 


Ui(y)= 二 S$, 十 Siy 十 Soy 十 … 十 Siy 二 0 
I 二 工 十 Tiy 十 Ty 十 … 十 Thy 二 0 
对 它 实施 迭代 演算 : 
Ui(YT,—U,(y)S, = Pi(y)=0 
ta ge = PP sky = 
(i=k—1,k—2,..…,2,1) 


得 到 同 解 的 & 一 1 次 齐 次 方程 组 
Pi(y) 一 Al 十 A,， 1y 二 A zy 十 … es 三 音 
Ps(y) 一 Ao 十 Aly 十 4 YY 十 … 十 Aiy 二 0 


Pi(y) 一 Auo 十 Aiy 十 Au ay 十 … 十 Ai 六 一 0 
(EQN -P) 


“两 式 ”(# ) 的 终结 式 就 是 方程 组 (EQN - 书 ) 的 终结 式 , 而 方程 组 
(EQN - 己 ) 的 终结 式 就 是 该 方程 组 系数 行列 式 展开 的 结果 。 将 “两 式 ”( 划 ) 
通过 上 述 的 迭代 演算 化 为 方程 组 (EQN - 书 ) , 便 完成 了 “ 换 式 ”, 其 目的 在 于 
构造 一 个 & 阶 行列 式 。 

所 谓 蕉 、 治 , 指 约 去 (CEQN - 己 ) 中 某 一 方程 系数 的 公 因 子 , 或 约 去 
(EQN -已 ) 中 某 y 项 所 有 系数 中 的 公 因 子 。 当 公 因 子 是 常数 时 叫 治 ,否则 
叫 人 区。 蕉 与 治 , 实 质 上 是 对 行列 式 约 去 某 行 ( 列 ) 公 因子 的 初等 变换 ,为 以 下 
行列 式 展开 计算 做 简化 工作 。 

第 五 步 : 生 圣 ( 附 交 式 、 斜 乘 )。 

获得 k 一 1 次 换 式 方程 组 (EQN -PP) 后 ,系数 构成 一 个 & 阶 行列 式 , 行 列 
式 展开 的 结果 亦 就 是 (EQN -了 ) 消 元 的 结果 。 和 算 行列 式 算法 的 这 一 背景 
与 西方 行列 式 理论 的 线性 方程 组 消 元 背景 异 趣 旨 。 

关 孝 和 采用 Leibniz 展开 方式 , 即 通过 交 式 (交换 行列 式 列 序号 ) 与 斜 乘 
(对 角 线 法 则 ) 两 个 步骤 ,把 三 阶 行列 式 的 Sarrus 展开 法 (1846) 推 广 到 高 阶 
行列 式 展开 场合 。 对 于 三 阶 以 上 行列 式 , 仅 以 斜 乘 并 不 能 获得 展开 式 全 部 
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项 ,必须 交换 行列 式 的 列 ( 行 ) ,再 行 斜 乘 。 关 孝 和 的 “ 交 式 ”就 是 给 出 从 低 阶 

行列 式 行 序 交 换 法 生成 出 高 阶 行列 式 的 行 序 交 换 法 (阿拉 伯 数 码 表示 行列 
式 之 列 序号 ) , 即 

从 换 三 式 , 起 换 四 式 , 从 换 四 式 , 起 换 五 式 。 逐 如 此 [ 换 二 式 、 换 三 式 

者 ,不 及 交 式 也 ], 顺 逆 共 递 添 一 得 次 , 乃 式 数 奇 者 , 异 顺 偶 者 , 顺 逆 相 


交 也 。 


三 阶 四 阶 五 阶 
Q@OO Q@OO @Q@OO ©@O@OD DO@@O 
( 共 一 种 ) 一 OO©OO OQ@OOOD QOOOOD OQOOOD 
OOOO> oo oo QOOO9OD 
OQ@@O QODOOO0 GOOOOD oo@@0 
( 共 三 种 ) OoO0D QOOOD QOQOOOOD 
( 共 十 二 种 ) 


这 种 生成 方式 并 不 正确 ,松永 良 强 曾 著 《 解 伏 题 交 式 斜 乘 之 详解 》 
(1715) 了 予以 纠正 。 

斜 乘 , 即 对 角 线 法 则 : 

交 式 各 布 之 ,从 左右 斜 乘 而 得 生 克 也 [ 若 当空 级 者 除 之 ]。 换 式 数 奇 

者 ,以 左 斜 乘 为 生 , 以 右 针 乘 为 克 ; 偶 者 , 左 斜 乘 、 右 儿 乘 共生 克 相 

交 也 [51 

对 于 行列 式 | A;,; |= 2) 土 A1,, Az,,，…A,,,， 土 号 的 选择 与 排列 
…，, 4) 的 奇偶 性 有 关 。 关 孝 和 把 副 对 角 线 上 元 素 相 乘 称 作 生 , 即 
正 项 ,把 主 对 角 线 上 元 素 相 乘 称 作 鞋 即 负 项 ,其 正 负 号 与 今天 我 们 习惯 的 
行列 式 展开 各 项 的 正 负 号 正好 相反 。 

第 六 步 : 寄 消 。 将 行列 式 展开 的 正 数 项 作为 被 减 数 ( 称 作 寄 位 ) ,把 负数 
项 作为 减 数 ( 称 作 相 消 数 ) ,进行 合并 ,获得 一 元 方程 ( 开 方 式 )。 

通过 上 述 六 个 步骤 ,可 以 消去 一 元 变量 ,反复 利用 上 述 消 元 过 程 ,可 逐步 消 
去 各 个 未 知 元 。 在 消 元 理论 中 ,多 元 高 次 方程 组 消 元 远 难于 线性 方程 组 的 消 元 。 
即使 在 现代 ,高 次 联 立 方程 组 求解 无 论 在 理论 上 还 是 在 技术 上 都 并 不 成 熟 ?7 


T (Hs Bs 


[C1] 松永 良 邓 . 平 山 廊 , 内 有 芯 淳 篇 . 松永 良 强 LMJ] ,松永 良 强 刊行 会 . 东京 : 东京 法 全 出 版 株式 会 社 ， 
1987: 33. 


C2] 吴 文 俊 . 吴 文俊 论 数 学 机 械 化 LMJ ,济南 : 山东 教育 出 版 社 ,1996: 492. 
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关 孝 和 解 伏 题 之 消 元 法 十 分 完整 ,可 以 简洁 地 归纳 为 如 下 算法 程序 : 
第 一 步 : 通过 所 谓 的 “ 括 ” 进 行 析 分 主 变 元 。 对 nn 元 方程 组 (EQN -下 )， 
以 z, 为 主 变 元 ,“ 括 ”成 


G(x,)=0 
G(xi) =0 

(EQN -G) 
G(x = 


其 中 : 系数 A; ; 二 Pi,j(x1, Xz ,X11)。 

第 二 步 , 进行 “ 换 式 ”。 从 (EQN -G) 中 选择 deg(G,(zx,)) = 
min{deg(G;(x,))} 的 G,(zx,) 与 其 余 各 G;(zx,) (i 关 7) 分 别 构成 “两 式 ”( 共 
n 一 1 个 )， 对 每 组 两 式 进行 换 式 变换 的 消 元 演算 ,得 到 & 个 方程 联 立 的 方程 
组 (EQN -P)。 

第 三 步 : 进行 “生计 ”演算 , 即 对 (EQN - 卫 ) 的 系数 行列 式 展开 ,消去 zx,。 

从 7 一 1 组 “两 式 ” 中 得 到 一 1 个 “ 生 靶 ”方程 , 联 立 为 n 一 1 元 方程 组 ,再 
回 到 第 一 步 , 重 复 上 述 消 元 过 程 以 逐次 消去 xz, ,zx，1，…，X，，X2， 得 到 三 角 
阵 方程 组 

ECzi) 一 0 
Si (EQN -E) 


EE. (Ws os Smy Wy =O 


在 和 算 消 元 理论 中 ,“ 定 乘 ” 是 多 余 的 ,“ 倒 ”与 “ 换 式 变换 ”是 等 效 的 。 除 
此 之 外 , 则 是 按 上 述 程式 消 元 的 ,具有 机 械 性 ,可 以 利用 计算 机 进行 处 理 。 

伏 题 的 数学 问题 都 来 源 于 实际 ,构造 的 方程 组 (EQN -下 ) 总 是 有 确定 
的 实数 解 。 因 此 ,和 算 家 不 考虑 高 次 联 立 方程 组 的 解 的 结构 与 性 质 ,这 是 和 
算 消 元 理论 的 缺陷 。 

对 于 朱 世 杰 四 元 相 消 的 位 置 代数 局 限 性 ,国内 数学 史 界 都 有 共识 。 至 
于 四 元 何以 相 消 ,清末 以 来 ,众说 纷 经 ,莫衷一是 。 我 们 不 妨 借鉴 和 算 家 解 
伏 题 方法 来 研究 朱 世 杰 消 元 法 ,由 此 复原 四 元 相 消 很 有 可 能 。 
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和 算 消 元 法 之 “ 括 ” 与 “ 生 对 ”是 由 劳 书法 实现 的 ,这 一 点 ,四 元 式 是 无 法 
实现 的 ,但 无 论 何 种 方式 消 元 , 析 分 主 变 元 与 消 元 变换 则 是 基本 要 求 。 朱 世 
杰 的 四 元 相 消 中 必定 也 包含 类 似 “ 括 ”的 析 分 主 变 元 方法 ,可 能 就 是 朱 世 杰 
所 谓 的 “ 剔 ”。 关 孝 和 消 元 变换 昌 有 ”去 ? 与 “ 换 式 " 之 分 ,但 均 以 互 乘 相 消 为 
基础 ,实际 是 古代 “方程 术 ” 之 消 元 法 在 高 次 方程 组 上 的 应 用 。 由 此 可 见 ， 
“ 互 乘 相 消 ?是 古代 消 元 的 基本 程式 , 朱 世 杰 的 “内 二 行 >"“ 外 二 行 ? 相 消 , 以 
及 “ 互 隐 通 分 ”应 均 是 互 乘 相 消 。 对 朱 世 杰 消 元 法 的 任何 脱离 “ 互 乘 相 消 ” 的 
解释 ,都 是 不 合 历史 实际 的 。 

消 元 过 程 中 ,为 使 方程 系数 尽量 简单 以 及 项 数 减少 , 需 作 一 系列 同 解 变换 ， 
和 算 家 设计 了 “ 略 ”“ 省 ”“ 约 ”“ 缩 ”"“ 蔡 ”"“ 治 ”等 多 种 变换 。 对 有 限 空间 上 的 四 
元 式 来 说 ,更 需要 这 类 同 解 变换 ,清末 以 来 ,人 们 对 四 元 相 消 过 程 的 复原 都 不 能 
尽善尽美 ,主要 是 由 于 不 知道 朱 世 杰 在 消 元 过 程 中 作 了 哪些 同 解 变 换 。 选 择 不 
同 的 同 解 变换 ,会 直接 影响 消 元 的 结果 ,这 是 复原 四 元 消 法 的 困难 之 所 在 。 


3.4 和 算 家 对 行列 式 展开 法 的 改进 


行列 式 展开 法 的 成 果 是 和 算 消 元 法 研究 的 副产品 ,由 于 关 孝 和 “ 交 式 、 
斜 乘 " 展 开 方式 并 不 科学 ,导致 后 来 的 和 算 家 探索 科学 的 展开 法 。 建 部 兄弟 
可 能 意识 到 关 氏 展开 法 的 缺陷 ,在 《大 成 算 经 ) 中 改 用 由 低 阶 展开 式 生 成 高 
阶 展开 式 的 展开 方法 ,实际 上 等 价 于 利用 余子 式 展开 的 Vandermonde 展开 
法 。 元 禄 三 年 (1690) 井 关 知 辰 (Izeki Tomotoki, 生 卒 年 不 详 ) 著 《算法 发 挥 》 
(图 3. 8) ,也 采用 Vandermonde 展开 法 。 其 后 , 久 留 岛 义 太 创 立 了 采用 共和 思 
行列 式 展开 的 拉 普 拉 斯 展开 法 。 这 些 成 就 都 早 于 欧洲 。 

《算法 发 挥 ) 是 世界 数学 史 第 一 本 关于 行列 式 展开 研究 的 出 版 物 ,在 西 
方 ,关于 行列 式 的 最 初出 版 物 是 1750 年 Cramer (1704 一 1752) 的 
Introduction a L'analyse des ligues courbes algébriques (Geneve, 1750),A. 
T. Vandermonde(1735~1796) 创 制 Vandermonde 展开 法 的 时 间 是 1772 年 ， 
比 (算法 发 挥 ) 要 晚 和 -11 《算法 发 挥 ) 由 上 、 中 、 下 三 卷 构成 ,内 容 十 分 简约 。 


[C1] 日 本 学 士 院 编 . 明治 前 日 本 数学 史 [LMJ. 第 三 卷 . 新 订 版 . 东京 : 野 半 科学 医学 资料 迄 ,1979: 379. 
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图 3.8 井 关 知 辰 的 《算法 发 挥 》(1690 ) 


一 


sat 


卷 上 ,主要 介绍 如 何 由 两 个 次 方程 (前 式 与 后 式 ) 联 立 进行 消 元 。 首 先 通 
过 一 系列 的 互 乘 相 消 的 代数 演算 ,把 它 变 成 一 个 同 解 的 次 齐 次 方程 组 ,由 
此 方程 组 系数 构成 一 个 n 阶 行列 式 ( 阳 率 ) ,对 这 个 行列 式 利用 余子 式 按 第 


一 列 元 素 进 行 展 开 , 其 终结 式 就 是 消 元 的 结果 ( 阴 率 )。 如 
前 式 ao 十 qqX 十 azXx? 十 aaXx” 一 0 
后 式 十 bX 十 bX 十 basx*Y 一 0 
[@Xa 一 X66j], 约 去 ,得 


第 一 式 : (aub 一 ba1) 十 (aobs 一 boas)X 十 (aob3 一 boas)x 一 0 

L@OXai 一 X61 十 @, 约 去 ,得 

第 二 式 : (abs 一 B042) 十 [Caobs 一 boa3) 十 (ap 一 baz)j]x 十 
(aib3—bias)zrx =0 

L@Xas 一 中 X63], 得 

第 三 式 : (asp 一 poas) 十 (ap 一 Dia3)X 十 (azbs 一 bsas)x 二 0 

第 一 式 、 第 二 式 与 第 三 式 是 齐 次 方程 ,系数 分 别 是 


Ai = aowbi 一 加 ca， A 一 ap — boas, As = aobs — boass 


呈 
© 
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Bi = aobs—boas, B= (aob 一 as ) 十 (ap —b1a2), Bs 一 ai03 一 003， 
(人 = ww has Gs = mb bras Gs = asb; — bnss 


这 些 系数 构成 一 个 三 阶 行列 式 : 
A! A, A; aob1 一 poai aobz 一 0oas aobs — boas 
B! B, By|= |awb—boa,s 《aops 一 poas) 十 (aip 一 Daz) aibs — bias 
C1 C: CG aobs — boas aibs 一 Das azbs — boas 
叫 作 “ 阳 率 ”。 这 个 行列 式 展开 的 结果 为 


A1iB,C; 二 A,B;CO, 十 A;BiC; — AiB;C; — A,BiC; — A;B,C 一 0 


也 即 一 式 、 二 式 、 三 式 联 立 消去 z 的 终结 式 , 叫 作 “ 了 表率 ”。 
一 般 地 ,对 于 两 个 联 立方 程 (前 后 ”一 1 乘 式 ) 


前 式 :， a 十 ax 十 azz 十 … 十 anz"” 二 0 01) 
后 式 : bo 十 Bb 工 十 bx 十 … 十 bx” ==0 (2) 


实施 一 系列 互 乘 相 消 的 演算 ; 
[(2) Xao 一 (1)X6bj, 约 去 xz, 得 
一 式 : A 1 十 Ai,sX 十 AysT 十 … 十 Ai,x”!= 二 0 C3) 
L(2) Xa 一 (1) Xbij 十 (3), 约 去 工 , 得 


二 式 : Ay 1 十 Az, oT 十 Az 3T 十 … 十 A, ,Xx”! 二 0 (4) 
[(2) Xas 一 (1) Xb,] 十 (4), 约 去 zx, 得 
三 起 A 1 十 A 2 十 A337 十 55 十 A; i 二 0 (5) 


[LC(2) Xa_ 1 一 (1) Xo 1] 十 (& 十 1), 约 去 Z, 得 


R 式 :Al 十 Ai,zZX 十 A a7 十 … 十 A Re” 0 (k 十 2) 


[C2) Xa,_;s 一 (1) Xb,_;] 十 (n 十 1), 约 去 ,得 


四起 A 1 十 有 352 十 5 a 下 二 Aji 一 0 (n 二 1) 
[ (2) Xa,_ i 一 (1)X6,_ | 十 (x 十 1), 约 去 xz, 得 


n 式 : A 十 AZz 十 A sz 十 … 十 A, ,xz”!= 二 0 (7 十 2) 
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这 个 齐 次 n 一 1 次 方程 联 立 , 其 系数 构成 一 个 n 阶 行列 式 
Ai My A Ai， 


A:,， A:,: “i Ai,， 


l,l 


A, 1 A 2 pk A;, 7 一 ] A,. n 


这 个 行列 式 叫 “ 阳 率 ”, 其 展开 的 结果 , 即 方程 消 元 后 的 终结 式 , 称 作 “ 阴 
率 "。 当 一 2 时 称 作 *“ 平 阳 率 ”“ 平 阴 率 ”; n 二 3 时 称 作 “ 立 阳 率 ”"“ 立 阳 
率 ”; n 一 4 时 称 作 “ 三 阳 率 ”“ 三 阴 率 ”; n 一 5 时 称 作 “ 四 阳 率 ”"“ 四 阴 率 ”, 以 
此 类 推 

对 于 行列 式 A 的 展开 ,按照 行列 式 第 一 列 各 元 素 Al Cj 一 1，2，3，…， 
n") 的 余子 式 进行 展开 , 记 A 的 第 一 列 各 元 素 A,, 对 应 的 余子 式 为 D,,， 则 


A 二 总 DA Di (由 ?个 图 表示 )。 

《算法 发 挥 ) 的 内 容 与 关 流 的 “ 解 伏 题 * 相 类 , 关 孝 和 、 建 部 贤 弘 等 人 编著 
的 《大 成 算 经 》(1711) 中 也 给 出 Vandermonde 展开 法 。 井 关 知 展 的 老师 岛 田 
尚 政 是 大 阪 人 ,与 田中 由 真是 否 有 师承 关系 ,不 其 清楚 ,他 们 与 关 流 数学 家 
之 间 似 乎 有 学 术 交 往 。 

久 留 岛 义 太 遗 著 ( 久 氏 遗 稿 》 中 的 “天 卷 粹 沙 ? 部 分 ,讨论 了 三 阶 至 六 阶 
行列 式 的 展开 问题 。 特 别 对 五 阶 、 六 阶 行 列 式 , 使 用 了 后 来 人 们 所 称 的 
Laplace 展开 法 (1776)。 因 为 入 留 岛 义 太 于 宝 历 七 年 (1757) 去 世 , 所 以 ,他 
的 这 项 创造 应 该 在 1757 年 以 前 , 即 他 的 业绩 在 法 国 数学 家 Laplace(1749 一 
1827) 之 前 。 

“天 卷 粹 沙 ? 首 先 以 一 乘 寡 .再 乘 寡 、 三 乘 寡 .四 乘 寡 为 题 , 从 


@ au 十 aiz 一 0, 妇 一 人 (一 乘 寡 ) 
@Oa 二 aziarx =0,7x =A (再 乘 寡 ) 
@Oaodazdiar ar =0,x=A (三 乘 寡 ) 
@OadTazritar tar ar =0,7x =A (四 乘客 ) 


分 别 消去 z, 获 得 各 终结 式 。 
然后 讨论 “立方 两 式 ” 的 消 元 结果 , 即 从 方程 组 
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人 十 Qi 工 十 at 十 aw 二 0 
bo 二 bx 二 bx 十 bax 二 0 
中 ,消去 z 后 获得 终结 式 。 
接 下 来 依次 讨论 “平方 三 式 ”“ 立 方 四 式 ”“ 三 乘 五 式 ” 和 “四 乘 六 式 ” 的 
消 元 结果 ,也 就 是 分 别 叙 述 三 阶 、 四 阶 . 五 阶 . 六 阶 行列 式 展 开 的 结果 。 


a 二 Ww = 0 
bo 十 bz 十 bsx 二 0 称 作 “平方 三 式 ”; 
co 十 CX 十 cx 二 0 


ao 十 qx 十 asx 十 aax* 二 0 


bo 二 bx 二 bx 十 bz” 二 0 
3 称 作 “立方 四 式 ”, 等 等 。 
G0 6 co crx’ =0 


do dix+dx: +dx =0 


东 春 青 木 
夏 赤 火 
例如 ,对 于 “立方 四 式 ”: 
秋 和 白 金 
北 冬 黑 水 


其 四 阶 行列 式 的 展开 方式 如 下 : 
东 夏 内 去 南 春 口 ” 东 杰 内 去 南 青 己 ” 东 火 内 去 南 木 目 ” 春 赤 内 去 夏 青 @ 
夏 木 内 去 南 火 加 ” 青 火 内 去 赤木 四 ” 西 冬 内 去 北 秋色 ” 西 黑 内 去 北 白 因 
西 水 内 去 北 金 @” 秋 黑 内 去 冬 白 忆 ” 冬 金 内 去 秋水 昌 ” 和 白水 内 去 黑金 晤 
一 一 相 乘 ,二 二 相 乘 ,三 三 相 乘 ,四 四 相 乘 ,五 五 相 乘 ,六 六 相 乘 , 相 并 分 
正 负 起 本 术 。 


所 谓 “ 东 夏 内 去 南 春 ” 即 指 ,“ 东 赤 内 去 南 青 ” 即 指 a , 汉 
字数 字 即 圆圈 中 数字 ,是 子 行列 式 的 编号 。 如 此 等 等 ,于 是 其 展开 结果 为 : 

东 春 青木 | 东 者 ;青森 

南 夏 赤 火 | 南 夏 赤 火 | | 东 春 | | 白 全 

西 秋 白 例 | | 西 秋 : 白 全 -| > 黑 水 | 

北 冬 黑 水 北 冬 ; 黑 水 
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对 于 “三 乘 五 式 ”( 五 阶 行列 式 ): 


SERRE 
WO 
~~T <x<Cc 


SG 忆 妇 


HOON 
nd 


中 品 OQ 


司马 全 症 总 局 


〈 原 书 中 行列 式 元 素 用 片 假 名 "人 、 个 \ 少 ` 夕 、 才 ?等 标记 ,为 书写 方便 ,我 们 
改 用 拉丁 字母 标记 ) 


二 


HS UU Qo 


半 除 基 内 


最 后 叙述 “四 乘 六 式 ”( 六 阶 行列 式 ) 的 展开 : 


A 天 
BTL 


< % a 


OO 二 FR ~ x 


中 WW 


和 算 中 源 


十 
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乾 学 离 震 加 坎 
民 坤 角 亢 拓 房 
尾 甘 斗牛 女 
虚 危 宝 壁 大 类 
胃 易 毕 病 参 井 
鬼 柳 星 张 由 轮 
展开 结果 为 
乾 芜 离 震 办 坎 四 pcd @ 万 
民 坤 角 亢 友 房 aqa pc do ee f; 
上 尾 筑 斗 牛 去 i U3 bs C3 ds E3 fs 
虚 危 室 壁 村 娄 as bs a di 6E4 fs 
骨 吓 和 侍 沉 窒 并 | |a 本 二 运 机 页 
鬼 柳 星 张 机 轮 ap ce ds es fs 
中 中 © © ©® ©® 
=— |aibsc; | ° |dies fe | laibsd;| [caes fe |— |aibses | ladsfel 十 
由 由 © © © © 
aib, fs| 。 |adsese —|aiczd; | » |biesfs 十 |aiczes | * |bdsfel|— 
@, @, ©@ @ 
aics fs | » |badses — |aid;,e; | » |bsesfs —|ad;f;| |bicses 人 
四 四 加 人 四 四 
aiez fs| * |bcsdse | 十 bicsd; | * laesfel— biczes | 9 lasds fe 十 
(BE) B (CY 加 曲 (BE 
bicsfal* lasdses | 十 bid,e; | |ascs fe > bid, f, | |ascses 疯 风 
O ©@ DD DD (BE BB 
bies fal * lacsds|— cid,e; | , |abs fo 二 cldz fs| |a4pses 一 
9 9 @ @ 
clez 广 |。 lasbsds | 十 dies fs| , |abscse 


在 上 述 展开 式 中 , | a;biiicitz | 之 类 表示 小 行列 式 。 和 我 们 今天 的 展开 
式 相 比 , 除 第 九 项 外 , 其 余 项 的 符号 都 是 相反 的 , 可 能 是 他 在 对 关于 
| bscsds | 的 展开 中 出 现 了 足 忽 。 

这 种 对 行列 式 进行 分 块 ,构造 低 阶 小 行列 式 再 行 展 开 的 方法 , 即 西方 所 谓 的 
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Laplace 展开 法 。 久 留 岛 义 太 没有 使 用 子 行列 式 标记 ,后 来 营 野 元 健 (Sugano 
Mototake, 生 座 年 不 详 ) 在 这 方面 推进 了 一 步 ,更 接近 于 Laplace 展开 法 。 


3.5” 吴 方 法 与 和 式 几 何 研究 


3.5.1 吴 方 法 与 Grobner 基 方 法 

自古 至 今 , 解 方程 组 是 数学 研究 的 中 心 课题 之 一 , 解 线性 方程 组 已 有 
《 九 章 算 术 ) 方 程 术 ( 高 斯 消去 法 ) 的 机 械 化 算法 ,而 对 于 非 线 性 代数 方程 组 
的 求解 ,至今 尚 无 标准 的 算法 程序 , 随 着 计算 机 在 数学 研究 中 的 广泛 应 用 ， 
探讨 非 线性 方程 组 求解 的 计算 理论 和 实践 ,成 为 计算 代数 与 几何 定理 机 器 
证 明 领 域 中 的 基本 问题 。 这 些 领 域 目前 比较 流行 的 算法 是 吴 方 法 和 
Gr6bner 基 方 法 。 

吴 文 俊 -Ritt 方法 ,是 1977 年 中 国 数学 家 吴 文俊 利用 20 世纪 30 年 代 
J.EF. Ritt 的 理论 而 创立 的 多 项 式 方程 组 的 消 元 算法 ,被 广泛 地 应 用 于 初等 几 
何 的 机 器 证 明 Cl1]C2]C3] 

该 方法 首先 将 一 般 的 初等 几何 定理 的 假设 条 件 表示 为 多 元 多 项 式 方 程 
组 一- 十 s 维 仿 射 空间 代数 簇 ) : 


轧 (xz ， Us UU, X11, "*", a =0 


其 中 : Ul, Us, ""*, 是 独立 的 参 变 量 ,zi » X22 "9 Xx, 不 是 独立 的 变量 。 
定理 的 结论 表示 为 


BUs Ugy ry Uy TI Tay ,T=0 


再 将 方程 组 进行 整 序 , 化 成 三 角形 方程 组 : 


C13 王 东明 . 消去 法 及 其 应 用 [MD. 北京 : 科学 出 版 社 ,2002. 

52] 严 佟 然 , 李晓霞 . Gr6bner 基 方 法 与 吴 方 法 在 平面 几何 定理 机 器 证 明 中 的 应 用 与 比较 [J]. 海 
南大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ),2004,22 (2): 111- 115. 

[3] 梁 後 军 .初等 几何 定理 机 器 一 - 吴 方 法 简介 [J]. 数学 通讯 ,2001(11): 1-2. 
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fr bus U», ”Mi， x1) = 


fs Cui WU2， ”Vir， Xl， 5 一 0 


f(s Us UU, Xl *""*, 范 旋 = 


然后 用 计算 机 去 求 g 与 f ,两 个 多 项 式 的 除法 所 得 的 余 式 (也 是 一 个 多 项 式 ) 
R,, 再 除 以 /1， 又 得 余 式 R，!， 如 此 继续 下 去 ,直到 最 后 的 余 式 Ri , 如果 
Ri 二 0, 则 定理 得 证 。 
Gronber 基 概 念 是 日 本 数学 家 广 中 平谷 (Hironaka Heisuke, 1931~ ) 
于 1964 年 提出 的 ,1965 年 Buchberger 深入 研究 了 Gr6bner 基 的 性 质 ,并 给 
出 了 Gr6bner 基 的 算法 及 其 改进 算法 。 应 用 多 项 式 理想 的 Grobner 基 所 属 
判定 理 来 处 理 非 线性 方程 组 消 元 问题 十 分 有 效 , 它 在 计算 代数 .计算 代数 几 
何 `. 计 算 代 数 数 论 等 分 支 领域 有 着 广泛 的 应 用 。 
若 定理 的 假设 条 件 为 
fi us Wa ys Wy Wi py =0 
foals Uys ey Ws Ti Tas ) 一 0 
iy Ws ys i 0 
定理 的 结论 为 gC ws ,Ws XI Xo， ,Xx,) 一 0。 
若 使 8 一 太 万 十 乱 fz 十 十 hi fi 的 有 ,hs,，…, hh; 存 在 , 则 结论 g 由 
假定 的 集合 有 ，f;，…，, fi; 导出 。 
Gr6bner 基 方 法 证 明 几 何 定 理 的 理论 依据 为 以 下 根基 所 属 判定 
定理 C1252)， 


定理 1 多 项 式 理想 I = 《Fis 二 ff> C Qu, ee wi Lis eR 


9 |; 


1 的 任意 顺序 的 Gr5bner 基 是 G,, 此 时 , 若 g-<>0, 则 由 &g € 7 证 明成 功 ; 


若 g -C0, 则 需要 检查 & E 7 (在 几何 定理 中 ,几乎 在 所 有 场合 , * 二 1)。 


[C1] 赵 雪 芝 . 平 面 几何 命题 机 器 证 明 的 Gr6bner 基 方 法 [J]. 科学 技术 与 工程 ,2006,6(21): 491 - 
3493. 

[C2] 匾 井 千里 , 森 悉 修一 . 古今 算法 记 遗 题 D) 数 值 解 了 Vs、TT[Al. 数学 史 D 研 究 [C]. 京都 大 学 数 
理解 析 研 究 所 讲究 录 1568,2007: 7 - 93. 
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定理 2 藻 和 EE /Es 则 I 一 《而 3 "ees £3 1] 一 yg? C Qu, wy 2 ) 
[zi，…, Xx,，yj ,了 的 简约 Grobner 基底 为 {1) , 则 定理 获得 证 明 。 


定理 3 了 I= (fi, …, fi, gg 一 y),，T 的 {zi ，…，zn) 之 y 顺序 的 
Gr6bner 基底 由 {9Czx;，y),，…，y)》 证 明 ， 

利用 Gr6bner 基 性 质 和 算法 进行 几何 定理 的 机 器 证 明 的 算法 如 下 : 

首先 把 几何 命题 化 为 代数 形式 ,也 就 是 先 将 假设 表示 为 


furs Us Un XI """, 5 过 0 (2 = le 2 和 n) 


的 形式 ,结论 表示 为 
要 (ui, WU2， ”TI 移 5 = 0 


然后 计算 理想 T= 二 《fi, f;,，…，f;, 1 一 yf ) 的 辞典 顺序 的 Grobner 
基 , 简 记 为 G, 若 G 为 1, 即 仅 含 常数 项 一 一 关于 wi 的 多 项 式 , 则 命题 为 真 ; 否 
则 ,命题 不 真 。 

对 于 方程 求解 问题 , 则 求 主 变 元 的 多 项 式 方程 ,然后 利用 求 高 次 方程 数值 解 。 

当 变 元 数目 不 多 并 且 方 程 次 数 不 高 的 情况 下 ,使 用 Gr6bner 基 方法 解 
决 初等 几何 问题 比较 有 效 , 当 变量 次 数 较 高 的 场合 ,使 用 Gr6bner 基 方 法 由 
于 中 间 项 次 数 急剧 膨胀 而 会 增加 计算 的 复杂 程度 ,不 如 使 用 吴 方 法 

较 好 [17 


3.5.2 应 用 计算 机 研究 和 算 问 题 之 实例 

解 伏 题 方法 处 理 和 式 几 何 问题 ,本 质 上 与 吴 方 法 及 Grobner 基 方法 证 
明 几 何 定理 是 一 致 的 。 近 年 来 , 随 着 计算 代数 研究 的 兴起 ,利用 数学 软件 实 
践 非 线性 方程 组 消 元 理论 的 研究 很 多 ,在 日 本 计算 数学 界 出 现 了 应 用 计算 
机 检验 和 算 问 题 的 研究 , 效 举 两 例 。 

实例 一 : 对 《古今 算法 》 遗 题解 答 的 验证 及 对 “六 斜 术 ” 的 机 器 证 明 。 

关 孝 和 的 《发 微 算法 ;解答 (古今 算法 记 》 的 15 个 遗 题 , 对 于 前 14 个 几何 
问题 ,他 使 用 天 元 术 通过 代数 演算 归结 为 求 一 元 高 次 方程 求 数值 解 问题 ,这 


[1] 赵 雪 芝 .平面 几何 命题 机 器 证 明 的 Gr6bner 基 方 法 [J]. 科学 技术 与 工程 ,2006,6(21): 491 - 
3493. 
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些 方程 的 次 数 依次 是 6 次 .9 次 ,27 次 108 次 .9 次 18 次 36 次 ,18 次 .6 次 、 
10 次 ,10 次 ,54 次 .72 次 1458 次 16 次。 特别 是 第 14 问 : 


今 有 两 平 锥 ,只 云 列 甲 、 乙 \ 两. 丁 、 戊 、 已 十 各 别 别 再 自 乘 之 ,各 其 
差 云 则 者 ,从 甲 数 而 乙 数 者 , 少 寸 立 积 二 百 七 十 一 坪 [1 从 乙 数 而 丙 数 
者 , 少 寸 立 积 二 百 十 七 坪 , 从 丙 数 而 丁 数 者 , 少 寸 立 积 六 十 坪 零 八 分 ,从 
丁 数 而 成 数 者 , 少 寸 立 积 三 百 二 十 六 坪 二 分 ,从 成 数 而 已 数 者 , 少 寸 立 
积 六 十 一 坪 。 问 甲乙 丙丁 成、 已 几何 ?521 


图 3.9 《古今 算法 记 》 第 14 问 图 图 3.10 六 斜 术 之 图 


如 图 3.9, 设 甲 斜 =x, 乙 和 斜 二 y, 丙 斜 二 z, 丁 斜 二 ,成 斜 二 v, 己 斜 二 ww， 


根据 已 知 条 件 , 可 列 出 以 下 方程 组 


万 一 局 一 风 一 271 一 0 (1) 
有 217 =0 (2) 
f= —w—60.8=0 (3) 
fi=w—v m326.2=0 (4) 
FR (5) 
又 根据 关 孝 和 的 “六 斜 术 ”得 方程 
fo =wr tw ow)y 二 一 二 一 wi)z 十 ww 十 (一 
ww ry 二 mw )z vw vy + 
wz (wu ww )z wviu = 0 (6) 


C1] 


[23 


坪 , 日 本 的 土地 面积 单位 ,三 十 六 平方 尺 的 面积 为 一 坪 。 又 作 土 石 方 之 体积 单位 ,六 尺 见方 的 
正方 体 体积 为 一 坪 。 这 里 用 作 体 积 单位 。 

况 口 一 之 . 古今 算法 记 [M]. 京 极 第 五 桥 书 林 刊 . 宽 文 十 一 年 (1671). 东北 大 学 加 书馆 加 本 文 
库 藏 . 登录 号 : ws004636 , 索 书 吨 : 035. 
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关 孝 和 所 给 结果 是 关于 z 的 1 458 次 方程 ,但 没有 给 出 详细 的 演算 过 
程 , 今 日 手工 进行 数值 计算 来 验证 近乎 不 可 能 。 


所 谓 “ 六 斜 术 ”, 如 图 3. 10 所 示 ,三 角形 ABC 内 一 点 与 三 顶点 的 连 线 及 
三 角形 三 边 ,存在 方程 (6) 的 代数 关系 (图 3. 9 是 空间 情形 )。 这 个 几何 命题 
最 初出 现 于 关 孝 和 的 《发 微 算法 》, 后 世 和 算 家 经 常 应 用 这 个 命题 ,而 且 对 于 


立体 情形 的 四 面体 也 适用 "1 关 孝 和 并 没有 说 明 这 个 关系 式 是 如 何 推导 
出 来 的 , 今 证 明 其 真 伪 也 非 易 事 。 

木村 欣 司 .平野 照 比 古 、 横 山 和 弘 521、 荒 井 千里 、 森 继 修 一 53 等 人 根 
据 吴 方 法 和 Grobner 基 方法 ,利用 计算 机 验证 了 《 发 微 算法 》 中 14 个 几何 问 
题 的 解答 ,并且 用 计算 机 证 明了 关 孝 和 的 六 斜 术 。 其 解法 步骤 如 下 : 

步骤 一 : 给 定 边 长 面积 体积 等 变量 ,以 其 中 一 个 为 主 变量 。 主 变量 是 
us 

步骤 二 : 将 由 各 变量 关系 所 得 的 条 件 转换 成 多 项 式 方程 组 : fi，: 
f,。 此 时 ,uw 是 常数 ,是 题目 中 预先 给 定 的 值 ,zj 是 未 知 数 。 


bi ee TD) 一 Ul 


As Ee X,) 一 WwW 


步骤 三 : 由 联 立 代数 方程 组 计算 Gr6bner 基 , 求 主 变 量 ( 天 元 ) 的 一 个 变 
量 多 项 式 。 

步 又 四 : 由 一 个 变量 多 项 式 , 求 关于 主 变量 的 数值 解 。 由 此 值 顺 次 求 其 
他 变量 的 数值 解 。 其 中 ,数值 解 得 到 负 值 或 其 值 不 符合 图 形 时 则 舍 去 。 

通过 计算 ,不仅 验证 了 关 孝 和 解答 的 结果 正确 ,而 且 还 发 现 了 第 4 问 、 第 
12 问 存在 其 他 的 解 ,而 这 一 点 , 泽 口 一 之 与 关 孝 和 都 没有 意识 到 。 用 计算 机 
成 功 证 明 关 孝 和 的 六 斜 术 表明 ,和 算 中 大 量 的 几何 命题 都 是 可 以 机 器 证 
明 的 。 


C1] 平山 谤 . 并 邦和 一 一 乞 外 业 生 上 上 伍 记 [MJ. 东京 : 恒星 社 ,1974. 

[2] 木村 欣 司 ,平野 照 比 古 , 横 山 和 弘 . 关 孝 入 问 题 左 解 《< [J1. 日 本 数 式 妃 理学 会 读 ,2005,11 
(3—4):35- 42. 

荒 井 千里 , 森 悉 修一 . 古今 算法 记 遗 题 D) 数 值 解 和 Vs、T[A]. 数学 史 D 研 究 [LCJ. 京都 大 学 数 
理解 析 研 究 所 讲究 录 1568,2007: 87 - 93. 


[3 


i 
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实例 二 : 对 《大 成 算 经 ) 卷 十 九 “ 伏 题 ” 演 段 的 验证 。 
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《大 成 算 经 ) 卷 十 九 给 出 若干 解 伏 题 演 段 的 实例 ,其 最 后 一 题 如 下 : 
假如 有 甲乙 ` 丙丁 直 各 一 , 甲 云 : 乙 ` 丙丁 积 加 入 甲 阔 , 共 五 十 

寸 ; 乙 云 : 甲 . 两 . 丁 积 加 入 乙 阔 , 共 六 十 七 寸 ; 两 云 : 甲乙 、 丁 积 加 入 两 

阔 , 共 八 十 七 寸 ; 丁 云 : 甲 . 乙 、 丙 积 加 入 丁 阔 , 共 九 十 三 寸 ; 太 云 : 乙 、 


两 、 丁 阔 与 甲 长 和 一 尺 七 寸 ; 己 云 : 甲 . 两 . 丁 


长 和 一 尺 五 十 ; 辛 云 : 甲乙 、 两 阔 与 丁 长 和 一 


水 


尺 四 寸 。 问 甲乙 .两 、 丁 长 阔 51) [L 工 网 | = 


如 图 3. 11, 设 甲 长 天 q, 甲 冰 二 六, 乙 长 二 >, 乙 
阔 ==r, 丙 长 =u, 丙 阔 二 t, 丁 长 二 w, 丁 阔 二 v, 根 据 
已 知 条 件 ,本 题 可 归结 为 以 下 方程 组 : 
f=rs+tuvwi+p—a=0 
f= pq 二 itut+vwir—6b=0 
f= pq+rs+vw+tt—c=0 
fi 二 pq 二 rs+tu 二 vd 二 0 


太一 7 十 上 十 十 g 一 6 一 0 
廊 一 访 十 上 十 o 十 3 一 了 一 0 
万 一 娟 十 7 十 十 一 & 一 0 
fs =p+r+it+w—h=0 


求 变 量 p, gq, r,s, tz, u,v, w, 其 中 a, b,c, d, e,，f，g, hh 是 常数 。 
在 (大 成 算 经 ) 中 ,逐一 消去 变量 ,得 到 一 个 关于 未 知 数 p 的 50 次 方程 ， 
其 演 段 过 程 十 分 元 长 , 竞 达 40 页 。 如 果 要 手工 计算 验证 其 消 元 结果 , 则 需要 


莫大 的 耐心 。 


近年 ,日 本 学 者 野 吕 正 行 以 此 题 为 例 , 利 用 Gr6bner 基 联 立方 程式 消 元 
法 的 一 般 理 论 和 算法 以 检验 人 大 成 算 经 》 中 的 解 伏 题 算 法 的 结果 52) 其 算 


C1] 天 孝 和 , 建部 实 明 . 建部 实 弘 编 集 . 大 成 算 经 LMJ]. 众 十 九 . 写本 . 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 


藏 . 登录 号 : ws006478, 索 书号 : 7. 20820. 20. 


C2] 野 吕 正 行 .于 立 代数 方程 式 O) 消 去 0) 理 翰 上 寄 际 LA]. 数学 史 O 〇 研究 [C]. 京都 大 学 数理 解析 


研究 所 计 究 录 1444,2005: 137. 
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法 步骤 如 下 : 
步骤 一 : 消去 w, u，, s,v。 
从 fi 二 1,2,…,4), 由 fs 消去 w, 由 了 ;消去 ,由 fi 消去 s, 由 f; 消 


去 ww 结果 为 三， 


i 二 2 二 (2g 二 +2r 一 2e 十 g 一 h)t 十 (g 一 e 十 1)p 十 (2r 一 h)g 十 


2 十 (一 2e 十 f 一 h)r 一 a 十 he 
f=22+(2g+2r—2etg hit (2gtr— opt (rmh)gt 
十 (一 e 一 hh 十 Dr 一 b 十 he 
户 二 十 (Pp 二 gq 二 2r 一 e 一 hh 十 1)t 十 (2g 一 ej)p 十 (2r 一 h)g 十 
2 十 (一 2e 十 f 一 h)r 一 c 十 he 


pe YE a 
(一 e 十 ff 一 Dr 一 d 十 e 


步骤 二 : 消去 1。 
对 于 了 = (万 ， fs， f， 户 )， {zt} > {r, gq», p,a, bs; c,d, e; fs 8， h} 
并 且 设 定 后 半 变 量 中 适用 全 次 数 逆 辞 典 顺序 ,计算 Gr6bner 基 G, 即 


(= {gi(p， gq)， gz(ps gd， Ps wens g7(p， gd， 7 gs(p, G，7， DT 
gis (pb, Q，7， 上 ) 》 (省 略 a， we h)， 


于 是 
TNQLp, gq,r]= (gi, g2, ***, 87) 


步骤 三 : 消去 ~。 
计算 hh (p， d) = Res r(g,(p, G， 的 了 pap d， 7r)) 
gy 二 37 十 (3g 一 3p 一 3e 十 3f 一 3)r 一 g 十 p 一 a 十 26 一 c 一 d 十 e 


步 又 四 : 消去 gq。 
从 gg 二 (3p 一 1)g 一 2p 十 24a 一 26 一 c 一 d 十 e 及 第 3 步 的 h (p, 9), 以 
求 R(p) = 二 Res g(g1(p,， 9g), h(p,，g))，, 得 到 
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deg p(R) = 12 
dega(R) = degb(R) = degc(R) = degd(R) = dege(R)=5 
deg f(R) = degg(R) = degh(R)= 4 


由 此 可 知 ,得 到 的 p 的 12 次 式 R(p) 是 Q 上 的 既 约 式 , 且 是 次 数 最 小 的 多 
项 式 。 

《大 成 算 经 ) 的 演 段 结果 是 p 的 50 次 方程 ,可 以 被 上 述 12 次 式 RC(p) 整 
除 。 消 元 结果 的 方程 次 数 的 不 同 ,是 因为 消 元 次 序 或 化 简 等 造成 的 。 结 果 
表明 《大 成 算 经 ?的 演 段 可 以 简化 ,而 且 由 此 可 理解 关 孝 和 在 解 伏 题 中 设立 
“ 定 乘 "步骤 之 良 苦 用 心 。 


本 章 小 结 


吴 文俊 院士 曾经 说 过 : 
在 宋 元 时 期 ,创立 了 天 元 术 , 相 伴 而 生 的 是 多 项 式 概念 .表达 方法 、 
运算 法 则 ,以 及 一 般 消 去 法 的 建立 ,到 元 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》 已 可 解 
多 至 四 个 未 知 数 的 高 次 联 立 方程 组 ,只 是 由 于 我 国 古 代 不 用 笔算 而 用 
筹 算 ,计算 须 在 筹 算 板 上 进行 , 才 只 能 局 限于 四 个 未 知 数 ,就 其 理论 与 
方法 的 实质 而 论 , 应 是 可 以 推行 于 任意 高 次 联 立 方程 组 的 51] 
和 算 家 的 消 元 理论 正好 反映 了 这 一 精辟 论断 , 关 孝 和 的 解 伏 题 正 是 朱 
世 杰 四 元 术 的 延伸 。 而 推动 宋 元 消 元 理论 在 和 算 中 发 展 的 决定 性 因素 ,万 
是 在 天 元 术 基 础 上 发 展 起 来 的 和 算 文字 代数 方法 ,以 及 《 九 章 算术 六 勾 股 ” 
内 容 发 展 而 来 的 .以 几何 图 形 度量 计算 为 中 心 的 中 国 古 代 几 何 代数 化 的 数 
学 传统 。 关 孝 和 的 劳 书 法 ,克服 了 宋 元 筹 算 位 置 代数 的 缺陷 ,使 其 解 伏 题 演 
段 法 胜 于 朱 世 杰 的 四 元 相 消 法 ,从 而 由 天 元 术 发 展 成 一 般 化 的 高 次 联 立方 
程 组 消 元 程序 。 其 消 元 过 程 ,实际 就 是 对 多 元 高 次 代数 方程 组 整 序 以 化 为 
三 角形 方程 组 的 机 械 化 程序 。 正 是 由 于 和 算 解 伏 题 这 一 机 械 化 方法 的 建 
立 , 才 保证 和 推动 了 和 算 在 几何 代数 化 道路 上 的 继续 发 展 ,导致 和 算 后 期 以 
“ 容 题 ”为 代表 的 、 计 算 性 的 和 式 几 何 的 发 达 。 这 样 ,我 们 也 就 不 难 理解 ,为 


[1] 吴 文俊 . 吴 文俊 论 数 学 机 械 化 LMJ. 济南 : 山东 教育 出 版 社 ,1996: 492. 
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何 出 现 和 算 问 题 中 图 形 计算 十 分 普遍 的 文化 现象 。 从 今日 数学 机 械 化 理论 
的 角度 而 论 , 当 我 们 考察 中 外 数学 机 械 化 思想 发 展 史 时 ,不 可 忽视 和 算 解 伏 
题 在 这 方面 的 重要 成 就 , 比 诸 其 行列 式 理论 方面 的 意义 更 具有 现实 意义 和 
科学 价值 。 

宋 元 数学 的 独特 之 处 正 是 表现 为 引入 天 元 术 代数 方法 而 形成 的 形式 化 
数学 研究 模式 ,明代 随 天 元 术 的 失传 而 使 形式 化 数学 研究 和 代数 化 几何 研 
究 转 趋 沉 寂 。 和 算 家 通过 对 天 元 术 的 继承 与 改造 ,承袭 和 发 展 了 宋 元 代数 
化 几何 的 数学 传统 。 众 所 周知 ,欧洲 数学 由 于 第 卡 儿 解 析 儿 何方 法 的 建立 
而 使 欧洲 数学 走 上 了 代数 解析 的 道路 ,为 近代 数学 的 发 展 莫 定 了 基础 。 而 
在 宋 元 代数 化 几何 传统 上 发 展 起 来 的 和 式 几 何 与 笛 卡 儿 解 析 几 何 一 样 , 都 
是 世界 数学 文化 中 的 重要 遗产 ,其 数学 思想 对 今天 的 计算 代数 和 机 器 证 明 
研究 都 具 现实 意义 。 对 和 式 几 何 之 源流 及 其 消 元 理论 的 考察 ,清楚 表明 , 吴 
文俊 所 称 其 数学 机 械 化 思想 来 源 于 中 国 宋 元 数 学 传统 之 观点 并 非 无 据 
之 言 


I 


另 一 方面 , 吴 方 法 及 Gr6bner 基 方 法 在 和 式 几 何 研 究 中 的 应 用 ,不 仅 揭 
示 汉 字 文 化 圈 数 学 的 机 械 化 特征 ,而 且 对 于 解决 和 算 疑 难 问题 的 和 算 史 研 
究 也 有 现实 意义 和 实用 价值 ,尤其 对 于 日 本 幕末 丰富 且 颇 具 难 度 的 几何 问 
题 的 验证 ,有 着 特殊 作用 。 数 学 史 的 研究 对 象 是 历史 上 的 数学 ,因此 现代 的 
数学 思想 .数学 方法 和 数学 工具 等 影响 我 们 的 历史 认识 ,也 可 以 成 为 历史 研 
究 的 工具 而 拓展 数学 史 研 究 的 手段 。 和 算 著 作 以 及 算 额 中 还 存在 大 量 的 几 
何 问题 没有 解答 ,或 和 算 家 的 特殊 解法 有 待 检验 ,车 将 解 伏 题 的 消 元 理论 进 
行 科学 改造 并 在 计算 机 上 实现 ,那么 对 于 解决 上 述 历 史 疑 难 问 题 会 有 所 
助 益 。 
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由 于 对 日 .月 、 五 大 行星 非 均匀 运动 的 研究 ,中 国 古代 历法 推算 中 采用 
了 今日 所 谓 插值 法 的 函数 逼近 算法 一 一 招 差 术 , 以 构造 多 项 式 函 数 来 近似 
计算 日 月 五 星 的 运动 位 置 。 自 隋 代 刘 灶 (544 一 610 久 皇 极 历 》 发 其 端 , 迄 元 
代 郭 守 敬 (1231 一 1316 闪 授时 历 ) 之 “ 平 立 定 三 差 法 ”, 其 算法 一 脉 相 承 ,并 成 
为 中 国 历 算 中 最 主要 的 数学 方法 。 然 而 ,郭守敬 之 后 , 招 差 法 在 中 国 发 展 其 
微 , 明 代 畴 人 无 相关 研究 , 清 初 黄 易 ( 生 座 年 不 详 ) 仅 为 抄录 , 梅 文 易 (1633 一 
1721) 为 之 图 解 , 黄 宗 义 (1610 一 1695)、 顾 观光 (1799 一 1862)、 李 善 兰 
(1811 一 1882) 受 经 学 影响 也 仅 为 注解 而 已 ,直至 晚 清 , 在 西方 数学 的 影响 
下 , 才 出 现 华 茶 芳 (1833 一 1902) 关 于 差分 算法 的 系统 研究 。 招 差 法 传 入 日 
本 后 , 对 和 算 产 生 了 深刻 影响 ,成 为 和 算 中 一 项 重要 内 容 与 方法 ,在 和 算 从 
中 算 传 统 走向 微 积分 方法 的 过 程 中 发 挥 了 重要 作用 。 关 于 招 差 法 在 日 本 的 
发 展 情况 ,国内 仅 20 世纪 50 年 代 李 伍 (1892 一 1963) 的 《中 算 家 的 内 皇 法 研 
究 ;) 一 文 附带 介绍 一 点 513 主 要 叙 及 关 孝 和 的 累 裁 招 差 法 ,不 其 全面 。 本 章 
将 考察 招 差 法 在 日 本 江 户 时 代 的 发 展 ,分 析 和 算 招 差 法 的 算法 源流 ,并 试图 
探讨 造成 招 差 法 在 中 日 出 现 不 同 局面 的 原因 。 


* 本 章 内 容 的 主体 曾 发 表 于 李 迪 主编 的 数学 史 研 究 (第 七 集 )》[C]. 呼和浩特 : 内 蒙古 大 学 出 
版 社 ,台北 : 九 章 出 版 社 ,2001. 
C1] 李 伍 . 中 算 家 的 内 插 法 研究 [MJ 北京 : 科学 出 版 社 ,1957. 
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4.1 函数 插值 法 原理 


插值 法 是 函数 逼近 的 重要 方法 。 当 函数 /(x) 不 能 直接 写 出 表达 式 或 表 
达 式 不 便 求 函数 值 时 ,通过 给 出 函数 f(z) 在 若干 个 点 zx;(i 二 1，2，…，7) 
上 的 函数 值 fCz;) 或 导数 值 f(x;), 由 这 些 数值 构造 出 一 个 简单 的 函数 
$8(z) ,使 $8 (x) 过 f(z), 当 X= 二 Zz 时 ,$8 (zx) 二 f(z;) 或 (x;) = 二 了 (x;), 即 
$ (z) 是 jz) 的 一 个 逼近 函数 ,这 个 逼近 函数 风 (z) 仅 在 某 些 点 上 与 /(z) 有 
相同 的 函数 值 或 导数 值 。 这 样 的 函数 逼近 问题 就 叫做 插值 问题 。 

记 X 是 由 函数 组 成 的 线性 空间 ,加 (rz), 史 (z)，…， 网 (Cz) 是 X 中 的 7 
个 线性 无 关 元 ,由 加 (xz), 多 (Cz)，…， 风 (zz) 组 成 的 2 维 子 空间 记 作 X， 
span{ 册 ， 风 ，… 。 在 XX 上 给 定 n 个 线性 泛 函 ,4,，…, 1, 和 nn 个 数 ai， 
Qs，…，Q,。 如 果 需 要 在 X, 中 寻找 一 个 连续 函数 加 (x) ,使 其 满足 n 个 约束 
条 件 (又 称 作 插值 条 件 ): (办 = 二 ai 二 1,2,…,n), 其 中 多, 4,,…,X, 称 
作 n 个 插值 泛 函 。 

当 w 一 A 有 7, 即 4($) 二 和 (1) (i 二 1,，2,…,n) 时 ,如 果 存 在 满足 此 
条 件 的 罗 (z), 则 称 $ C(x) 为 f(x) 的 插值 函数 ,f(zx) 称 作 被 插 函 数 , (xz;,， a) 
称 作 插 值 点 或 插值 节点 。 


由 于 $$EX,, 故 8x) 可 写成 $8(x) 一 六 二 (Zz)，, 其 中 c; 是 待定 常数 ,由 


方程 组 > ) cei;( 员 ) 一 aj(i 二 1，2,…,n) 所 决定 。 
k=1 


当 gz) 为 多 项 式 函 数 ( 记 作 P(x)) 时 , 称 作 多 项 式 插值 , 它 是 最 简单 而 
有 目 最 常用 的 插值 。 下 面 介 绍 几 类 常见 的 多 项 式 插值 公 


4. 1. 1 ” Lagrange 插值 公式 

定理 4.1.1 对 于 任意 ”十 1 个 插值 点 (zx;, f(x;)) (一 0，1，2，…， 
n， ZZ; 关 ZXh，i 关 k)，, 存在 唯一 的 多 项 式 P(x) 二 a 十 Qix 十 qzx 十 … 十 Qjx"， 
使 得 PCz;) 一 f(z;)。 

证 明 : (唯一 性 ) 对 于 任意 两 个 多 项 式 P,，P, ,它们 满足 
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Bl) = Pl) = A 和 三 915 加 码 
多 项 式 P 二 Pi 一 了 P, 的 次 数 至 多 为 n, 但 它 至 少 有 nn 十 1 个 相 异 零点 


(is f;) (7 = Os 1 2 站 n)。 因此 ,P 必须 为 0, 即 Pp, 人 Ps 
(存在 性 ) 借 助 多 项 式 L,(i 一 0, 1, 2, …, n), 来 显 式 地 构造 插值 多 项 
式 P, 其 中 


1 1 一 ; 
L(x) = 6, = (4.1) 
0, zk. 
以 下 Lagrange 多 项 式 满足 上 面 的 条 件 : 


(Ge DA i Ld et DL ed 2 a st 


L(x) 三 
(TO— (TO OO 
(4. 2) 
we ty | (my 
(zx— Zi)w (zx W “ 


至 此 ,上 述 证 明 已 指出 了 了 Lagrange 多 项 式 (4. 2) 是 由 式 (4. 1) 唯 一 决定 的 。 
可 以 利用 多 项 式 L; 直接 表示 插值 问题 的 解 P, 得 到 Lagrange 插值 


公式 : 


a ys > TT (4. 3) 
人 


i=0 =0 ki 一 
k=0 


Lagrange 插值 公式 最 简单 的 形式 是 线性 插值 (一 次 插值 ) 与 抛物 插值 
(二 次 插值 ) ,它们 分 别 由 两 个 插值 点 和 三 个 插值 点 来 确定 。 关 于 Lagrange 
插值 余 项 ,有 以 下 性 质 

定理 4.1.2 如 果 函 数 f(z) 在 La, 5] 上 含有 节点 zo, ,x,， f(x) 
在 La, 5 内 有 直到 nn 十 1 阶 导 数 , 且 有 P (zx;) = f;(i 二 0,1,2,…, nn), 则 对 
于 VxE [a, 6], 有 


fx) — P(r) = /(2) Ni Li(z) = f(x)— 3 天 过 一 


i=0 i=0 pe — Xe 


(8) 
= 将 中) (4. 4) 
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其 中 : 上 是 与 有 关 的 点 ,包含 于 由 点 zo，zi，…，z 和 工 所 界定 的 范围 内 ， 


故 EE€ [a, bj]。 


4. 1.2 Newton 插值 
对 于 ”十 1 个 节点 1，2， ”Tan 二 l ,考虑 nn 次 多 项 式 


PP (z) 一 co 十 cl(Cz 一 Zi) 十 cs(Cz 一 Ti)CZz 一 To) 十 … 十 


全 (元 一 条) 天 一 和 (无 一 闻 ) (4..5) 


如 果 满 足 PCz,) = f(z;) (i 二 1,，2,…, n,n 十 1), 那么 它 就 是 n 十 1 个 


节点 的 插值 多 项 式 。 对 于 这 样 的 PCz) ,有 
Pw) === A 
P(xzs) 一 co 十 clGz — ZX1) = fo 
P(xs3) 一 co 十 ciGzs —ZXi)Tc (ry — Xz1) (zi3— Zz) = fs 


P(xz,) 一 co 十 cz 一 2i) 十 cz(CZ 一 ZI)CZ 一 22) 十 … 十 
Cn—l 6 Xl ) (Cz 一 = > 
Pri) = 0 i Bi TB 十 十 


6 (gt — (Bn 一 :wk 一 总) = api 


从 P(xz) 可 求 出 Co ,再 从 P(xz;s) 可 求 出 C1 ,依次 从 PCz,) 求 出 Cn 一 1 ,最 后 


从 PCz+Hl ) 求 出 Cno 


由 上 式 可 知 ,ci 是 i 十 1 个 节点 上 的 i 次 插值 多 项 式 的 首 项 系数 ,c; 的 值 
取决 于 平面 上 的 2 十 1 个 点 : 《5 f(21)), (Rs CEs 和 (3 fC) 


(Sy FC iD ds 


定义 ， f(z) 在 19 X29 “9 Tn’ Xx,+1 上 有 定义 ,在 其 上 所 确定 的 k 次 插 
值 多 项 式 的 首 项 系数 称 做 f(z) 在 工 ，Zzs，…， Xx,，Z,+1 上 的 & 阶 差 商 , 记 作 


fs Tos ey es op) 


差 商 ( 均 差 ) 具 有 以 下 性 质 : 


定理 4. J 3 f(z) 在 壕 ) yo Sy Tn ZX,41 上 的 阶 差 商 与 | » X29 """ 
Tn, X41 的 次 序 无 关 。 即 对 任意 一 个 1 2 3 a kk 十 1 的 排列 2 sy Fo 


i，ip+1, 都 有 


入 


9》 
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天 Ci X22»,“"", Xe, ea) = fx ? Ts, | i Xi) 


f(x) 的 & 阶 差 商 为 


k+l1 Fi) 
f(s 229 "9 -RS9 TeHD) > 


这 1 (Zz; -一 ) (CT FE ) x; = 一 六 吕 ) 


(4. 6) 


kl 外 点 1，2， ""*, Xn, Zi 上 的 阶 差 商 为 


f(z,，, 39 """» AR9 区 0 让 一 大 (二 1 人 29 ””” 5 


fs 29 “9 Xp X44) 一 
(Xen CO— ZX1) 


对 任意 的 xz, 如 果 xz 关 文 ; (CY ls 2 3s ke k 十 1)， 则 


f(x) = f(x) fx zi) (r= 十 
fC(E13 2， Za) (XT 一 Xs)《X 一 Zz) 十 … 十 


k 
fxs 29 ”9 Xs zi) [| (xz) + 
ye 
AH1 
FO Es ,Tes Tp; T) [| Cx— 2) (4.7) 
1 


如 果 把 f(z) 在 TI1» X22 “**, TX, Zi 上 的 k 次 插值 多 项 式 记 做 Paki) 9 
则 了 f(z) 在 ,xs，…， ZX，X,41 上 的 Newton 插值 公式 为 


k 
f(z) = P(x) flrs wos , rps zenas x) || (i) (4. 8) 
i=] 


k 
其 中 R(zY = f(s By wy ps Senis z) [[ (zx— zx) 为 插值 余 项 。 
i=1 


4.1.3 等 间距 Newton 插值 

已 知 函 数 f(z) 在 自 变量 是 x/，xs，…， x 时 的 对 应 值 为 f (xi)， 
f(zz)，…，f(z,), 求 x; 和 zx;41 之 间 的 函数 值 的 方法 , 称 作 内 插 法 。 如 果 z 
是 按 等 距离 变化 的 , 称 自 变 数 等 间距 内 插 法 ; 如果 x; 是 按 不 等 距离 变化 的 ， 
称 自 变数 不 等 间距 内 插 法 。 

在 zi， Zs，… ,X11 中 ,如 果 zy 一 zx 二 hh 成立, 等 间距 内 插 公式 为 
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f(zi+nh) = | 1 的 十- 二 (十 


pe Dany HE 二 


(4.9) 


其 中 疡 过 0, Af (zx) = 二 f(zz) 一 fz) 叫做 一 级 差分 ;A* f(x) = Af (zx;) 一 
Af (zi) 叫做 二 级 差分 ;……;A"f(z) 一 Ar) 一 人 f(zi) 叫做 级 差 
分 。 由 nn 级 差分 的 定义 易 知 , 当 f(z) 是 一 次 函数 时 ,二 级 差分 是 0; /(zx) 是 
二 次 函数 时 ,三 级 差分 是 0; f(x) 是 nn 次 函数 时 ,n 十 1 级 差分 是 0。 


4.2 中国 古 代 的 插值 法 


中 国 古代 历法 推算 中 ,为 了 确定 合 朔 和 交 食 的 准确 时 刻 ,需要 准确 推算 
太阳 与 月 亮 分 别 在 黄道 和 白道 上 运动 的 真 位置 。 早 期 历法 如 《 古 四 分 历 》、 
西汉 的 《太初 历 兴 公元 前 104) 和 《三 统 历 ) 都 采用 “ 平 朔 "算法 , 即 按照 一 个 翔 
望月 内 月 亮 平均 运动 来 确定 合 朔 时 刻 。 由 于 月 球 公 转运 动 速度 是 变速 
动 ,而 且 太 阳 在 黄道 上 的 运动 速度 也 是 变速 的 ,因此 平 朔方 法 不 可 能 推算 出 
准确 的 合 朔 时 刻 。 公 元 1 世纪 初 ,西汉 天 文学 家 发 现 了 月 亮 在 白道 上 的 运行 
是 变速 运动 ,东汉 刘 洪 (130? 一 196) 首 次 在 《 乾 象 历 》(179 至 184 年 间 修成 ) 
中 提出 了 采用 一 次 内 插 法 来 确定 合 朔 时 刻 , 确 定 合 朔 发 生 的 真正 时 刻 , 被 称 
作 “ 定 朔 "。 刘 洪 测 算出 月 亮 在 一 个 近 点 月 周期 内 每 日 运行 的 度数 。 设 日 数 
是 n,n 日 共 运 行 的 度数 为 f(n) ,对 于 求 n 十 s(n 过 nn 十 5s 过 nn 十 1) 日 时 间 内 
月 亮 运 行 的 度数 , 刘 洪 应 用 一 次 内 插 公 式 : f(n 十 s) = fn) 十 SA 来 进行 计 
算 , 其 中 人 A= f(n 十 1) 一 /(m), 是 一 阶 差 分 。 此 后 ,这 一 算法 为 三 国 、 南 北朝 
时 期 的 历 算 家 所 继承 , 以 此 来 计算 月 亮 运行 的 度数 。 由 于 月 亮 运 动 速度 在 
一 日 之 内 变化 很 大 ,f(n) 不 是 一 次 函数 , 故 二 阶 差 分 A* f(z) 关 0, 因此 以 刘 
洪 的 一 次 内 插 公式 计算 只 能 得 到 不 其 精密 的 近似 值 。 

南北 朝 时 期 ,北齐 天 文学 家 张 子 信 ( 生 座 年 不 详 ) 发 现 了 太阳 的 运行 速 
度 也 不 均匀 ,认识 到 太阳 的 非 均 匀 变 化 也 影响 到 合 朔 时 刻 的 推算 精度 。 随 
后 天 文学 家 开始 设计 测量 日 .月 、 五 星 视 行 度数 的 更 加 精密 的 内 插 公式 。 
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隋 代 刘 烤 在 《 皇 极 历 》(600) 中 提出 一 个 推算 日 月 \ 五 星 视 行 度数 的 等 
间距 二 次 内 插 公式 : 


A 十 Au 
2 


人 一 人 EE 1 


PT 商 语 3 ( 


)+ A) 
L L 
(4. 10) 


式 中 : 节气 长 为 1 日 ,0 二 m 过 lf(RL 十 m) 为 冬至 后 第 x 二 RL 十 m 日 的 太 
阳 运 动 的 盈 缩 分 (或 称 述 速 数 .消息 数 ), 即 太阳 的 实行 度 与 平行 度 之 差 , 显 
然 有 f(0) = 二 0, As 二 了 (kL 十 1) 一 /(kL) ,为 各 节气 内 的 损益 率 ( 或 称 升降 差 、 
陆 降 率 ) 。 刘 灶 k 皇 极 历 六 推 每 日 迟 速 数 术 ”如 下 : 
见 求 所 在 气 际 降 率 , 并 后 气 率 , 半 之 ,以 日 限 乘 而 泛 总 除 , 得 气 末 
率 。 又 日 限 乘 二 率 相 减 之 残 , 泛 总 除 , 为 总 差 。 其 总 差 亦 日 差 乘 而 泛 总 
除 ,为 别 差 。 率 : 前 少 者 ,以 总 差 减 末 差 ,为 初 率 ,( 乃 ) 半 别 差 加 之 ;前 多 
者 , 即 以 总 差 加 末 差 ; 医 为 气 初 日 防 降 数 。 以 别 差 前 多 者 日 减 、 前 少 者 
日 加 初 数 ,得 每 日 数 。 所 历 推定 气 日 , 随 算 其 数 , 防 加 、 降 减 其 迟 速 , 为 
各 迟 速 数 。 其 后 气 无 同 率 及 有 数 同 者 , 尼 因 前 末 , 以 末 数 为 初 率 , 加 总 
差 为 末 率 ,及 差 渐 加 初 率 , 为 每 日 数 5[12] 
由 日 跨 表 可 知 : 
f(0)=0 
f(D)—f(0) =A, f()= A 
f2D)— ff) = As, f(21) = AitAs 
A3D = f2D =Ay, fID SA + + 


Fa 一 Fa 一 DO 一 人， 一 Al 十 As 十 … 十 A， 
现 给 出 的 z 的 范围 为 AL 去 过 过 (十 1D), 令 xz 二 信 十 加 ,如 图 4.1 所 示 ， 
0，!，2!，…， AL，… 表 示 起 于 冬至 的 各 节气 时 刻 ,As 表 示 冬 至 后 各 气 的 陆 降 
k 
率 ( 即 矩形 A，, BBC， ) , 则 迟 速 数 f(x) = f(k) 十 S, = 》)A; 十 S,,， 
i 一 1 


只 要 求 出 S, ,就 可 以 确定 ls EF, EriFir 是 相 邻 矩形 内 的 中 位 线 ， 


C13 长 孙 无 忌 等 . 隋 书 。 志 第 十 三 LA]. 历代 天 文 律 历 等 志 汇 编 LC]. 北京 : 中 华 书 局 . 1976. 
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B, + hea Bl 


1 


0 1 CD AD (EF OU 


图 4.1 刘 炸 插值 法 的 数理 分 析 
矩形 AxB,B4 Ce 面积 等 于 梯形 DB,B ,1D, ,1 面积 ,所 以 有 


Ain 2 CCR 十 1)7) — fkL) 
l l 


前 气 中 率 : E F 一 


Aua CR 十 2)0 一 大 (十 1)2) 


后 气 中 率 : EinFin = 7 1 


初 项 为 DiBi ,以 下 分 别 求 出 : 


LA 一夫 
总 差 Di Bi 一 DinBin = EF EF = 


本 D, B, 了 oa Bi A 一 At 
日 差 一 总 差 二 /一 | = 


初 率 Vi(kl) = D, B, = E, F,1+ 总 差 一 一 十 = 


于 是 ， 


初 日 定 率 Vi (kL 二 过) Di B, 一 这 日 差 


A 1 A = en 和 At | 
1 21 2 1? 27 


L.A 
2 


人 后 第 日 定 率 Vi( 刀 十 加 一 二 ) 一 Vi(&L 十 误 ) 一 m 一 Dx 日 关 
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:ee DV (人 二 一 了 
i 


3A， 一 An A，x 一 AH A，x A 
本 和 


27 2 JmCm ]) 


于 是 迟 速 数 为 


JRL 十 70) = JRL) 十 Sn 


Le | 3A， 一 从 人， 一 从 5 ) | ( 一 Ai ) 2 
= f(D + pe a 
A, 一 人 2 
即 FARZ 十 zz) = f(RL) + (生僻 CA m AH [到 
/ Ll 2 / 
人 2。m 六 i 
= f(D + ( i (四) 


求 太阳 的 视 行 度数 时 ,i 是 一 节气 的 日 数 ; 求 月 行 度数 时 ,1 二 1 日 。 刘 煌 
的 公式 虽 比 以 前 精密 很 多 ,但 由 于 节气 的 日 数 / 实际 上 不 是 按 等 间距 变化 
的 ,日 .月 、 五 星 也 不 作 等 加 速 运 动 (就 是 说 三 级 差分 不 等 于 0) ,因此 仍然 存 
在 缺点 。 这 两 个 问题 分 别 由 唐 代 一 行 (683 一 727) 和 元 代 郭 守 敬 等 解决 了 。 

唐 玄 宗 开 元 十 五 年 (727) ,一 行 在 他 的 《大 衍 历 ) 中 提出 了 不 等 间距 的 二 
次 内 插 公式 : 


fatn = f+ (Fe )z1 后 全) 


i 
ht 


4 ls /0 十 2 
(4.11) 


其 中 (4 关 名,z 过 站 , 当 嫉 二 1s 时, 和 刘 灯 的 等 间距 二 次 内 插 公式 相同 。 

从 公元 3 世纪 到 公元 13 世纪 一 千 多 年 中 ,内 插 法 在 天 文学 家 和 数学 家 
_ 中 得 到 广泛 的 应 用 , 除 上 面 提 到 的 以 外 ,如 唐 代 傅 仁 均 ( 生 座 年 不 详 ) 的 《 戊 
袖 历 久 .619) . 李 淳 风 (602 一 670) 的 《 麟 德 历 664)、 徐 晶 ( 生 座 年 不 详 ) 的 《 宣 
明 历 X822) 南宋 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》(1247) 的 “组 术 推 星 ? 都 有 应 用 。 

元 郭守敬 等 的 4 授时 历 》(1281) 在 计算 日 .月 五 星 视 行 度数 中 考虑 了 
日 月 五 星 运行 的 不 等 速 运动 情况 , 认为 距离 是 时 间 的 三 次 函数 。 但 《授时 
历 没 有 求 出 三 次 内 插 公式 ,而 是 用 差分 表 来 解决 这 个 问题 的 。 根 据 《 明 
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史 ， 历 志 ， 大 统 历 ) 所 录 ,《 授 时 历 ) 的 推算 日 路 的 术 文 如 下 : 
置 第 一 段 日 平 差 ,四 百 七 十 六 分 二 十 五 秒 ,为 泛 平 积 。 以 第 二 段 二 
差 一 分 三 十 八 秒 ,去 减 第 一 段 一 差 十 八 分 四 十 五 秒 , 余 三 十 七 分 零 七 
秒 ,为 泛 平 积 差 。 另 置 第 一 段 二 差 一 分 三 十 八 秒 , 折 半 得 六 十 九 秒 ,为 
泛 立 积 差 。 以 泛 平 积 差 三 十 七 分 零 七 秒 , 加 入 泛 平 积 四 百 七 十 六 分 二 
十 五 秒 , 共 得 五 百 一 十 三 分 三 十 二 秒 , 为 定 差 。 以 泛 立 积 差 六 十 九 秒 ， 
去 减 泛 平 积 差 三 十 七 分 零 七 秒 , 余 三 十 六 分 三 十 八 秒 ,为 实 , 以 段 日 一 
十 四 日 和 信 十 二 刻 为 法 , 除 之 ,得 二 分 四 十 六 秒 ,为 平 差 。 置 泛 立 积 差 六 
十 九 秒 为 实 , 以 段 日 为 法 , 除 二 次 ,得 三 十 一 微 ,为 立 差 。 
凡 求 盈 缩 ,以 入 历 初 末日 乘 立 差 , 得 数 以 加 平 差 ,再 以 初 末日 乘 之 ， 
得 数 以 减 定 差 , 余 数 以 初 末 日 乘 之 ,为 盈 缩 积 51] 
在 日 足 计 算 中 ,授时 历 》 把 冬至 到 春分 ( 共 88. 91 日 ) 这 一 象限 分 成 六 段 
(每 段 时 间 为 /二 88. 91 二 6 一 14. 82 日 ) , 测 出 每 段 太阳 的 实际 运行 度数 ,就 可 
以 算出 以 段 为 等 间距 的 差分 表 。 其 差分 表 如 下 : 


段 数 i 积 差 F(z;) | 日 平 差 F(x;)/z; - 差 Al} 二 差 A? 
第 1 段 0. 705 80 0. 047 625 一 0. 003 845 一 0. 000 138 
第 2 段 2/ 1. 297 64 0. 043 780 一 0. 003 983 一 0. 000 138 
第 3 段 3/ 1.769 37 | 0. 039 797 T 一 0.004 121 一 0. 000 138 
第 4 段 47 2. 114 87 0. 035 676 一 0. 004 259 一 0. 000 138 
第 5 段 | 54 2.32800 | 0.031417 一 0. 004 397 

第 6 段 | 61 2. 402 62 0. 027 020 


上 表 中 , 积 差 F(x;) 的 数值 主要 是 通过 实际 观测 而 得 到 的 ,是 太阳 在 x 
时 间 内 的 实际 行 度 。 令 x; 二 i 认 (i 一 0, 1,2,3,…)，, 按 差分 的 定义 便 可 以 
求 出 f(0), A; ,Ai (A; = 0)，, 继续 按 差分 定义 ,用 加 减法 就 可 以 得 出 以 日 为 
等 间距 的 差分 表 。 分 析 其 差分 表 可 知 , 三 级 差分 都 相等 ,也 即 四 级 差分 等 于 
0, 因 此 为 三 次 插值 多 项 式 
f(z) = diaztbr 十 cz 


又 因为 f(0) = 二 0 (第 0 上段 的 运行 度数 是 0), 即 4 = 0, 所 以 f(x) 二 ax 十 


[1] 张 廷 玉 等 . 明史 “。 志 第 九 LA]. 历代 天 文 律 历 等 志 汇 编 [C]. 北京 : 中 华 书 局 ,1976. 
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pz2 十 cz3。 
于 是 原来 的 三 次 插值 函数 转化 为 二 次 插值 函数 


yA A (4. 12) 
ee 


应 用 二 次 内 插 公 式 便 可 以 算出 F(x) 的 具体 表达 式 , 从 而 得 到 
flx) = zxF(x) = 513. 32x— 2.46x’ 一 0.003 1x’。 


《授时 历 》 中 的 三 次 插值 法 还 应 用 于 月 亮 ,五 星 的 运动 计算 。 

与 函数 插值 法 相关 的 另类 数学 问题 是 级 数 求 和 问题 ,它们 都 与 多 项 式 
理论 有 关 。 元 代 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》(1303) 在 埃 积 求 和 研究 中 ,给 出 了 一 
般 形 式 的 差分 公式 ,其 卷 中 之 十 的 “如 象 招数 门 ? 共 有 5 个 问题 是 高 阶 等 差 数 
列 求 和 问题 。 第 五 题 的 术 文 及 其 自 注 给 出 了 一 个 三 阶 等 差 级 数 


> (2 十) 的 求 和 公式 。 该 题 如 下 ， 
今 有 官司 依 立方 招 兵 , 初 招 方面 三 尺 , 次 招 方面 转 多 一 尺 。 每 人 日 
支 钱 二 百 五 十 文 ,已 招 二 万 三 千 四 百人 , 文 钱 二 万 三 千 四 百 六 十 二 贯 ， 
间 招 来 几 日 ?51] 
这 个 问题 是 : 已 知 一 级 差分 Af (7) 二 (2 十 n(n 二 1, 2,…, 15), 求 
f(n) (n 二 15)。 朱 世 杰 给 出 的 公式 是 : 


jn = nA tn DA + nCn 1)(n— 2)A’ -| 


inn 1D)(n—2)(n— 3)A’ (4. 13) 


其 中 : A, A", A , A' 分 别 表示 各 级 差分 的 第 一 个 差分 。 
朱 世 杰 在 这 一 问题 的 自 注 中 说 明道 : 
求 兵 者 , 今 招 为 上 积 ,又 今 招 减 一 为 荧 草 底子 积 , 为 二 积 ;又 今 招 减 
二 为 三 角 底 子 积 , 为 三 积 ; 又 今 招 减 三 为 三 角落 一 积 ,为 下 积 。 以 各 差 


出 版 社 ,1993: 1250. 
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乘 各 积 ,四 位 并 之 , 即 招 兵 数 也 [1 
如 设 今 招 兵 日 数 为 nn, 则 
以 “ 今 招 减 一 ”, 即 n 一 1 为 一 般 项 “底子 ”的 葵 草 积 ,等 于 


Dk 1 Ne 
k= . 


以 “ 今 招 减 二 ”, 即 n 一 2 为 一 般 项 “底子 ”的 三 角 翅 积 ,等 于 


n 


1 1 
>) 下 全 一 2 人 一 上 ) = nn Dn—2) 


k=3 


以 “ 今 招 减 三 ”, 即 n 一 3 为 一 般 项 “底子 ”的 三 角落 一 形 志 积 ,等 于 


> os Eb TR 
4=4 31 4! 


另外 , 朱 世 杰 又 “ 求 得 上 差 二 十 七 ,二 差 三 十 七 ,三 差 二 十 四 ,下 差 六 ”。 


也 就 是 说 ,如 果 令 f(D) 表示 日 共 招 兵 数 , 即 f(n) 二 > (2 二 ,再 


=:1 
规定 f(0) = 二 0, 则 上 差 Af (0) = 27, 二 差 A 0) 一 37, 三 差 和 A/(0) 一 24 及 
下 差 A*f(0) 二 6, 如 此 , 则 朱 志 杰 的 四 次 差 招 差 公 式 为 


fn) = 27n+37. Fan D +424 nn— Dn—2) + 


6 inn 1)(n— 2)(n— 3) 


= O00 Fann— DA fCO) ainn—1)(n—2)A /C0) 中 
jinn— Dn—2) Cn— 3)A'/(0) (4.14) 


朱 世 杰 明 确 指出 ,上 式 中 的 第 二 三 、 四 项 系数 恰好 是 “三 角 吉 系 统 ” 中 
的 级 数 和 ,所 以 ,中 国 数学 史 界 常常 认为 , 朱 世 杰 获 得 了 牛顿 插值 公式 。 
朱 世 杰 解 决 的 是 求 任意 类 型 的 高 阶 等 差 级 数 和 的 问题 ,根据 多 项 式 也 


[1] 朱 世 杰 . 四 元 玉 鉴 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 * 数学 卷 [Zj. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1251. 
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数 的 系列 函数 值 来 确定 多 项 式 函 数 , 自 变 量 为 自然 数 .《 授 时 历 》 的 三 次 插 
值 法 是 函数 逼近 问题 ,以 多 项 式 函 数 逼 近 任 意 函 数 , 自 变 量 人 《授时 历 》 中 称 
作 限 数 ) 是 没有 限制 的 。 两 者 之 间 既 有 内 在 的 逻辑 关联 ,也 有 差别 。 其 内 在 
的 逻辑 关联 在 于 多 项 式 理论 。 郭 守 敬 、 王 网 并 没有 采用 “ 招 差 ”这 一 术语 , 直 
至 清 初 的 黄 易 才 在 他 的 《天 文大 成 管 完 辑 要 》 中 称 4 授 时 历 》 的 三 差 法 为 “ 堆 
秋 招 差 法 ”, 表 明 他 开始 意识 到 志 积 与 招 差 的 联系 。 另 外 ,郭守敬 、 王 怕 求 
定 . 平 立 三 差 也 不 具 朱 世 杰 招 差 法 那样 的 程序 化 ,更 没有 指出 其 法 可 以 推 
广 到 四 次 以 上 多 项 式 函 数 。 另 一 方面 , 朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 》 中 也 没有 指明 
他 的 招 差 法 与 《授时 历 ) 的 三 次 内 插 法 的 关系 。 而 真正 把 (授时 历 ) 的 三 次 插 
值 推广 到 次 插值 ,并 且 将 之 与 烘 积 术 联系 起 来 的 数学 家 ,是 和 算 家 关 孝 
和 ,关于 这 一 点 ,从 本 章 的 下 节 内 容 以 及 下 一 章 内 容 可 以 看 到 。 

中 国 古 代 天 文 历 算 中 的 内 插 法 由 隋 代 刘 烤 开 创 二 次 内 插 , 经 唐 代 一 行 与 徐 昂 
的 传承 , 迄 元 代 郭 守 敬 与 王 必 (1235 一 1281) 发 展 出 三 次 内 插 法 ,整个 算法 逐渐 成 熟 。 
而 对 反 积 招 差 的 研究 则 始 自 北宋 沈 括 (1031 一 1095) ,经 南宋 杨辉 ,直至 元 代 朱 世 杰 
提出 四 次 招 差 公 式 , 招 差 术 与 埃 积 术 相 结合 ,形成 一 套 完整 的 有 限 差分 算法 。 


4.3 ” 关 孝 和 的 累 裁 招 差 术 


和 算 招 差 法 最 早出 现 于 关 孝 和 的 《 括 要 算法 》(1712) ,该 书 元 卷 “过 积 总 

术 ” 首 论 招 差 法 ,次 论坛 积 术 , 男 外 关 孝 和 、 建 部 贤 弘 、 建 部 贤明 合 编 的 《大 成 

算 经 》(1711) 卷 五 “ 芭 乘 第 二 ”中 也 有 这 方面 的 内 容 。《 括 要 算法 ) 所 载 累 裁 
招 差 法 方法 (如 图 4.2) 如 下 : 

夫 元 积 之 各 数 ,参差 者 , 齐 之 以 累 裁 招 差 之 法 求 之 疾 。 凡 以 定 积 一 次 

相 减 ,各 积 差 得 等 数 者 , 招 平定 二 差 , 而 依 一 次 相 乘 之 法 [十 所 谓 三 差 之 法 也 ] 

求 之 。 到 二 次 相 减 ,各 积 差 得 等 数 者 , 招 立 平定 三 差 ,而 依 二 次 相 乘 之 法 [ 古 

所 谓 相 减 相 乘 之 法 也 ] 求 之 。 到 三 次 相 减 ,各 积 差 得 等 数 者 , 招 三 乘 立 平定 四 

差 , 而 依 三 次 相 乘 之 法 求 之 。 借 俊 各 段 得 等 数 者 ,而 招 诸 差 率 求 元 积 也 [1 


[1 ] 阅 孝 和 . 括 要 算法 LA. 元 卷 . 平山 诗 , 下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 编 . 六 孝 和 全 集 [Z], 大 孤 : 大 阪 教育 冈 书 
株式 会 社 ,1974: 273 - 274. 
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定 ,| 也 ZA, 下 过 去 至 二 . 
主 相 到 不 识 相 储 信 不 站 | 
支 来 利得 充 条 过 地 贷 环 简 
发 之 考 等 项 文 蓝 数 去 斌 人 
向 读数 数 四 法 么 者 扩 千 第 人 
2 等 老 皮 者 目 非 以 者 一 | 
个 设 止 非 以 襄 字 一 上 襄 | 
机 东欧 二 元 证 次 则 元 | 
凡 忽 定 次 如 缉 相 相 到 载 
加 其 委 机 用 号 双 入 驮 护 
来 了 把 二 交 之 秆 直 | 
下 朗 之 之 站 大 六 良 尖 眉 . 
把 户 . 次 了 民 沟 ， 局, 数 乃 人 月 | 总 
区 二 了 候 数 万 各 民 依 详 民 国 
堆 从 “ 依 成 而 六 得 而 
基 “和 得 报 本 等 招 | 
， | 
4 过 而 数 平 有 这 本 过 
长 a ee 
于 和 茂 其 三 相 平 二 


Capyright 1998. kyoto University Library 


图 4.2 关 孝 和 《 括 要 算法 》(1712) 元 卷 
和 算 家 沿袭 中 算术 语 , 对 于 插值 多 项 式 
fx)=azdtarx Ta 十 ax” ‘A 15 


把 自 变量 x; 称 作 各 有 段 限 数 ,函数 值 /(x;) 称 作 各 段 元 积 ,插值 多 项 式 系 的 数 
qa，az，43，"…，a, 依 次 称 作 定 差 \ 平 差 . 立 差 、 三 乘 差 、…、n 一 1 乘 差 。 之 所 
以 采用 没有 常数 项 的 插值 多 项 式 f(x) ,是 因为 继承 (授时 历 ) 的 传统 。 后 来 ， 
安 岛 直 圆 (Ajima Naonobu，1739 一 1798) 将 其 扩充 到 含有 常数 项 w 的 一 般 
情形 , 并 称 之 为 直 差 。 以 上 术 文 指出 ,对 于 辅助 函数 (x) 二 f(x)/z, 如 果 
一 阶 差 分 相等 ( 即 二 阶 差 分 为 0) , 则 可 确定 F(z) 为 一 次 函数 (f(z) 为 二 次 函 
数 )， 只 需求 出 a1，as ;如 果 二 阶 差 分 相等 ( 即 三 阶 差分 为 0), 则 可 确定 F(x) 
为 二 次 函数 (f(x) 为 三 次 函数 ), 只 需求 出 a1，as，as ;一般 地 ,如 果 n 一 1 阶 
差分 相等 ( 即 x 阶 差分 为 0) , 则 可 确定 F(z) 为 n 一 1 次 函数 (f(x) 为 n 次 函 
数 ), 只 需求 出 a ,as a。 

至 于 确定 多 项 式 系数 的 招 差 步 又 , 关 孝 和 的 累 裁 招 差 法 由 以 下 三 部 分 构成 : 

1) 设 元 数 


一 次 相 乘 之 法 者 , 设 元 积 以 二 段 为 限 , 而 招 平定 二 差 , 或 设 元 数 三 
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段 以 上 , 则 到 招 平 差 各 段 得 等 数 , 若 其 平 差 不 得 等 数 者 , 非 一 次 相 乘 之 
限 ,乃依 术 重 而 相 减 相 除 ,到 得 差 数 等 止 之 , 定 相 乘 之 次 数 。 
二 次 相 乘 之 法 者 , 设 元 积 以 三 段 为 限 , 而 招 立 平 定 二 差 , 或 设 元 数 
四 段 以 上 , 则 到 招 立 差 各 段 得 等 数 , 若 其 立 差 不 得 等 数 者 , 非 二 次 相 乘 
之 限 , 乃 依 术 重 而 相 减 相 除 , 到 得 差 数 等 止 之 , 定 相 乘 之 次 数 …… 13 
此 即 给 出 了 确定 插值 多 项 式 (4. 15) 的 必要 条 件 : 给 定 n 个 插值 节点 
(Zi, 了 (XD)) (i 二 1,2,…, 1) 且 n 阶 差分 为 0。 这 里 讨论 的 是 如 何 根据 差 
分 为 0 的 差分 阶 数 ,确定 插值 多 项 式 的 次 数 。 由 于 继承 《4 授时 历 ) 的 三 差 法 传 
统 , 故 将 i 称 做 段 数 ,将 x; 称 做 各 段 限 数 , 将 f(x;) 称 做 各 段 元 积 。 
2) 招 第 一 差 数 a， 
置 各 段 元 积 , 各 以 其 段 限 数 约 之 ,为 第 一 各 段 定 积 ,各 以 其 段 定 积 
减 次 段 定 积 [不 足 减 者 , 反 减 之 为 负 , 后 仿 之 ]"?J， 余 为 其 段 平 积 各 实 , 又 以 
其 段 限 数 , 减 隔 一 段 后 段 限 数 , 余 为 其 段 立 积 各 法 ,各 实 如 法 而 一 ,为 第 
一 各 段 立 积 [ 乃 二 次 相 乘 者 ,以 之 为 平一 差 ]。 
各 以 其 段 平 积 减 次 段 平 积 , 余 为 其 段 立 积 各 实 ,又 以 其 段 限 数 , 减 
次 段 限 数 , 余 为 其 段 平 积 各 法 ,各 实 如 法 而 一 ,为 第 一 各 段 平 积 [ 乃 一 次 相 
乘 者 ,以 之 为 立 一 差 ]"…*** 
逐 如 此 相 减 相 除 , 随 相 乘 之 次 数 止 之 ,为 其 极 乘 之 一 差 数 。 
这 段 术 文 说 明 的 是 ,采用 相 减 相 除 的 机 械 化 程序 求 <， 其 招 差 过 程 如 下 : 


限 数 ” 元 积 定 积 平 积 立 积 7 一 2 乘积 n 一 1 乘积 
bal 并 一 如 Ayz 一 Ayl A 一 A" 2 Nw —A a 
HI 2 2 = Ayl = 一 入 一 信和 
2 | 2 — 2 | Te— I 
Yo 一 Ays 一 Ayz 2 A A 
1 Yo 一 滑 gy Ay = 
Ty IT3 一 2 TX AX 2 
Yn—l < | 
A 
Tn—! Tn Tul 
BO 
1 Yn = 
Th 


Yi 2 i De 
其 中 二 == 称 作 各 段 定 积 ; 全 yi 一 俱 yy 称 作 k 乘积 实 ;xz,,. = 称 作 


[C1] 于 孝 和 . 括 要 算法 [LA]. 元 耸 . 平山 鞍 , 下 平和 夫 , 庆 濒 秀 雄 纺 . 并 邦和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 
加 书 株式 会 社 ,1974: 273 - 274. 
[2] 括号 [ 内 的 文字 为 原 书 双 行 夹 注 , 下 同 。 
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A 人 yi 一 人 yy = 
k 乘积 法 ; 称 作 上 乘积 (1 二 ls 2， i nO— 1)。 于 是 求 
ZX. 


Xing Xi 


SN 


dn 


7 一 1 乘积 A" !y 9 即 为 Uo 


3) 招 各 来 差 数 a 1，…，as， ai 

各 置 其 段 限 数 , 依 第 一 差 相 乘 之 次 数 若 干 自 乘 [ 乃 第 一 得 平 差 者 直 , 得 
立 差 者 自 乘 ,得 三 乘 差 者 再 自 乘 也 , 余 仿 之 ], 以 所 求 第 一 差 乘 之 ,得 数 以 减 第 
一 各 段 定 积 , 为 第 二 各 段 定 积 [ 乃 一 次 相 乘 者 ,于 此 得 各 段 积 等 而 止 , 即 以 之 为 


各 以 其 段 定 积 减 次 段 定 积 , 余 为 其 段 平 积 实 ,如 各 段 平 积 法 [ 乃 各 段 
之 法 者 ,第 一 所 求 也 ,后 皆 仿 之 ] 而 一 ,为 第 二 各 段 平 积 [ 乃 二 次 相 乘 者 , 以 之 为 


逐 如 此 相 减 相 除 , 到 第 一 乘 数 之 前 积 ,得 各 段 等 数 而 止 之 ,为 二 
差 数 。 

各 置 其 段 限 数 , 依 第 二 差 相 乘 之 次 数 若 干 自 乘 , 以 所 求 第 二 差 乘 
之 ,得 数 以 减 第 二 各 段 定 积 ,为 第 三 各 段 定 积 [ 乃 二 次 相 乘 者 ,于 此 得 各 段 积 
等 而 止 , 即 以 之 为 定 三 差 ]………: 

次 第 如 此 求 之 到 乘 数 之 始 得 定 积 各 段 等 而 止 之 , 即 为 定 差 也 [1 
第 一 遍 求 得 w 后 , 作 变 换 f(D) 一 @x" = 万 (z)， 对 刀 (z) 二 mz 十 qx 十 

az 十 … 十 oz， 仿 第 一 遍 招 差 算 法 , 第 二 遍 求 得 w_ ,并 再 作 降 次 变换 : 

万 (zr) 一 0 一 户 (G) 一 az 十 0 好 十 四 好 十 十 wy 


如 此 不 断 招 各 差 w， 并 作 降 次 变换 六 CCz) 王族 Cz) 一 we 一 27 一 
1,， 7 一 2,，…，2), 依次 求 出 系数 4a,_1，…, as， al。 

“ 累 裁 "一 词 来 源 于 清 初 黄 易 的 《天 文大 成 管 疯 辑 要 》， 其 中 “ 论 黄 赤 差 ” 日 : 
“一 行 大 衍 立 累 裁 之 法 以 求 之 ,每 距 冬 至 前 后 各 五 度 为 限 , 初 数 十 二 , 每 限 减 
一 ……”527 ,实际 是 指 一 行 用 差分 表 推 求 黄 、 赤 道 度 ( 参 见 ( 大 衍 历 * 推 冬至 岁差 
所 在 ”)。 因 此 ,和 算 家 所 谓 “ 累 裁 招 差 ”， 即 指 利 用 差分 表 求 插值 多 项 式 之 系数 。 


[12 于 孝 和 . 括 要 算法 [A]. 元谷 .平山 谢 , 下 平和 夫 , 庆 洁 秀 雄 篇 . 并 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 
加 书 株 式 会 社 ,1974: 273 - 274. 

[2 ] 并 孝 和 . 并 订 书 [A]. 平山 谢 , 下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 篇 . 并 孝 和 全 集 [Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 加 书 株 
式 会 社 ,1974: 428. 
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在 关 孝 和 时 代 ,《 史 记 》 至 元史》 的 “二 十 三 史 ” 一 直 在 日 本 传播 ,包括 
《授时 历 议 》《 授 时 历经 》 的 4 元史》 于 1453 年 就 已 传人 日 本 ,根据 《授时 历 》 编 
造 的 (大 统 历 ) 在 此 以 前 也 已 传人 日 本 , 贞 享 元 年 (1684) 三 月 至 十 月 幕府 行 
用 了 《大 统 历 》, 而 且 波 川 春海 (Shibukawa Harumi,1639 一 1715) 的 《 贞 享 历 》 
也 是 根据 《授时 历 》 编 造 的 。 由 于 《宣明 历 ;》 在 日 本 行 用 时 间 太 久 , 历 日 与 天 
象 不 合 现象 十 分 严重 , 如 何 改 历 成 为 江 户 时 代 日 本 人 普遍 关注 的 问题 。 
1672 年 4 元 史 》 中 的 《授时 历经 历 议 ?在 日 本 刊行 ,推动 了 《授时 历 》 在 日 本 的 
传播 和 研究 ,1673 年 ,小 川 正 意 (Ogawa Shoi, 生 卒 年 不 详 ) 所 著 《 新 勘 授 时 历 
经 及 雁 同 立成 刊行 。1674 年 4 发 微 算法 ;出 版 以 后 , 关 孝 和 主要 精力 投入 历 
学 研究 ,主要 研究 (授时 历 》,1680 年 著 《授时 发 明 》,1681 年 著 《 授 时 历经 立 
成 之 法 》 及 《授时 历经 立成 》。 除 (元史 》 中 的 《授时 历经 历 议 》 外 , 清 初 黄 易 的 
《天 文大 成 管 妾 辑 要 》(1652) 对 关 孝 和 接受 和 推广 三 差 法 也 有 直接 的 影响 ， 
贞 享 三 年 (1686) 关 考 和 著 《 关 订 书 》 对 《天 文大 成 管 完 辑 要 》 进 行 了 订正 。 

对 于 《授时 历 》 中 的 招 差 法 原理 , 黄 易 在 4 天 文大 成 管 守 辑 要 》 中 叙 之 其 
详 , 现 转述 如 下 : 

郭 太 史 立 招 差 法 以 推 之 : 列 实测 盈 缩 积 差 各 六 段 , 亦 以 六 除 二 至 后 

所 入 初 未 限 , 得 盈 缩 每 段 积 日 。 各 以 段 积 日 除 各 段 下 积 差 ,得 各 上 段 平 

差 , 是 差 虽 平 于 一 段 , 而 较 之 各 段 犹 未 平 也 , 即 为 每 段 泛 平 差 积 。 以 各 

段 平 差 前 后 相 减 ,为 一 差 , 其 得 数 尚未 齐 , 乃 平 差 逐 段 渐 少 之 差分 也 。 

又 以 一 差 前 后 相 减 ,为 二 差 , 而 各 段 之 得 数 齐 矣 。 即 以 第 一 段 平 差 为 泛 

平 积 ,用 本 段 二 差 ,加 减 一 差 ,为 泛 平 差 ,以 加 减 泛 平 积 ,为 定 平 积 ; 是 即 

所 谓 定 差 也 。 以 二 除 二 差 , 为 立 差 , 加 减 泛 平 差 ,为 定 平 差 。 以 段 日 除 

之 ,为 日 定 平 差 , 即 所 谓 平 差 也 。 以 段 日 再 除 立 差 ,为 日 立 差 , 即 所 谓 立 

差 也 。 其 加 减法 , 蕴 以 后 多 前 少 者 为 减 ,前 多 后 少 者 为 加 。 是 以 求 差 之 

法 , 置 立 差 , 以 限 乘 之 ,并 平 差 ,再 以 限 乘 之 ,以 平 差 一 除 , 故 一 乘 ; 立 差 

再 除 , 故 再 乘 也 。 盖 以 平 立 二 差 为 消息 之 法 ,用 之 以 减 定 差 , 其 定 差 又 

与 限 相 乘 而 得 差 者 , 以 段 积 日 与 段 积 差 相 除 故 也 。 所 得 一 缩 差 数 与 所 

测 允 合 。 此 以 三 差 立法 ,最 为 奇 捷 517 


[C1] 黄 易 . 天 文成 管 寅 辑 要 LM], 卷 八 “ 论 日 足 倒 缩 差 ”. 顺治 十 年 (1653), 云 林 阁 刊本 . 
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导致 关 孝 和 脱离 天 文学 计算 的 物理 背景 而 将 《授时 历 ) 招 差 法 推广 成 一 
般 化 的 有 限 差分 算法 的 直接 原因 ,是 他 青年 时 代 业 已 完成 的 对 天 元 术 代 数 
方法 的 改造 。 在 他 1674 年 著作 的 《发 微 算法 ) 中 就 已 发 明了 旁 书法 ,并 在 此 
基础 上 建立 了 以 多 项 式 运 算 为 核心 的 演 段 法 ,不 久 整理 出 ( 解 隐 题 之 法 》、 
《 解 伏 题 之 法 》。 关 于 代数 方法 的 进步 ,本 书 第 1 章 已 做 详细 论述 。 代 数学 的 
进步 必然 推动 数学 方法 的 一 般 化 。 


4.4 关 孝 和 的 浑 沌 招 差 术 


浑 沌 招 差 法 是 和 算 中 男 一 形式 的 招 差 法 ,“ 浑 沌 式 ” 这 一 称 法 及 其 清晰 
的 记叙 , 最 初 见于 有 马 赖 德 (Arima Yoriyuki，1714 一 1783) 的 《 拾 现 算法 》 
(1766) , 现 示例 如 下 : 
今 有 甲 限 数 三 ,元 积 三 十 四 个 , 乙 限 数 五 , 元 积 八 十 四 个 ,两 限 数 九 ,元 
积 二 百 三 十 二 个 , 丁 限 数 一 十 二 ,元 积 三 百 六 十 九 个 五 分 个 之 三 ,成 限 数 一 
十 五 ,元 积 五 百 一 十 五 个 三 分 个 之 一 , 依 浑 沌 式 得 各 差 ， 其 术 如 何 ? 
答 日 : 直 差 空 , 定 差 二 百 五 十 八 正 , 平 差 四 百 五 十 七 正 , 立 差 一 十 
一 负 , 约法 一 百 三 十 五 。 
给 出 五 个 插值 点 : zi 一 3, f(x1) 一 34; zx; 二 5, f(x;) = 84; zs 一 9， 


Ky). Fn) = 369 二 515 fC 515 二 ; 现 要 求 


fz) = ardar +ax。 


术 文 解 释 
a ee 设 自 变 量 为 zx, 插值 函数 为 f(x) 
术 日 : 立 天 元 | 为 浑 沌 式 ， 第 一 原 式 ; 
=| | fi(z)=z+(fa)—n) 一 zx 十 (34 一 3) 一 z 十 31 
加 甲 元 积 余 TE 第 一 原 式 ， 其 中 : 甲 元 积 余 为 FCzi) 一 zi = 34 一 3 二 31 


列 浑 沌 式 内 减 甲 限 数 ， 余 by 第 一 补 式 ， | 第 一 补 式 : 


(二 一 区) 三 二 三 吉 


列 原 式 加 入 补 式 二 十 四 段 , 得 起 第 二 第 二 原 式 : 

一 || 川 fo lr) = 太 ( 人 于 向 (元 一 六 ) 
原 式 ， 一 工 十 31 十 24 (zx 一 3) 
= 25%—41 
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( 续 表 ) 


术 文 解 释 


州 上 ”| 第 二 补 式 : 
以 第 一 补 (一 zi)(z 一 z) 一 (z 一 3)(z 一 5) 


一 字 2 一 8z 十 15 


列 浑 沌 式 内 减 乙 限 数 ， 余 


-+ 
式 相 冬 之 得 ” 笨 第 二 补 式 ， 
| 


Se 
列 第 二 原 式 加 第 二 补 式 二 自得 和 ， 以 | 第 三 原 式 : 
|| falx) = fo(x)thks(r— ri)(r— xz) 
一 25z 一 41 十 2(z 一 3)(z 一 5) 
一 2z2 十 9z 一 11 
户 (z) = (10z2 十 45z 一 55)/5 


对 


丁 积分 母 五 遍 冬 之 得 三 | 第 三 原 式 


O 

于 此 比 [ 甲 乙 两 ] 各 因 分 母 元 积 强 合 ,， 又 比 
因 分 母 丁 元 积 [一 千 八 百 四 十 八 个 ] 则 盈 七 
十 七 个 也 


列 浑 沌 式 内 减 两 限 数 余 人 ， 以 第 二 补 式 | 第 三 补 式 : 
(TT— T(r — m2) (rr) 


sa 一 (zz 一 8z 十 15)(z 一 9) 
13 一 17z2 十 87z 一 135 


|. 
乘 之 得 ”三 上 第 三 补 式 


= 


列 第 三 原 式 [二 十 七 段 ] 内 减 第 三 补 式 [一 十 | 第 四 原 式 : 
O fa(z)= f(z)+hk (zx— xz) (zr— x) (rz— Xr) 


10z2 
本 三 友 +45z—55 11 ，， ; 
段 ], 余 川 吾 下 ， 第 四 原 式 加 es (za 一 17z2 十 
87z 并 一 55) 


此 式 比 [甲乙 两 丁 成 ] 各 [一 百 三 十 五 段 ] 之 元 积 | 135f4(x) 一 27(10z? 十 45z 一 55) 一 11(zs 
恰 合 , 故 取 第 四 原 式 即 为 成 式 也 ， 随 所 求 成 
式 而 最 上 级 [为 直 差 ] 次 级 数 [ 为 定 差 ] 三 级 数 
[为 平 差 ] 四 级 数 [为 立 差 ] 第 三 原 式 段 数 [二 十 成 起 ， 
七 ] 与 丁 积分 母 [五 ] 相 乘 之 得 [一 百 三 十 五 ] 为 1 5 | 
约法 各 合 问 [13 ee et 四 十 258z 


17z2 十 87z 一 135) 
一 一 11z3 一 457z2 十 258z 


这 显然 是 Newton 插值 公式 : 对 于 nn 个 插值 点 (wis f(z)) (1 一 1 Zs 
3，.…，77) 


f(x) = f(x) 二 hk (zm—Zzi) 二 +k (rm Zr) (re Zz 十 … 十 
k,l(X— X(T To) (Teo,) (4. 16) 


C1] 有 马 顿 德 . 拾 现 算 法 LM]. 明和 六 年 (1769) , 江 户 须 原 屋 茂 兵 卫 . 铬 野 7. 31413. 5, 索 书 吨 : 
ws001601 L006 - 02. 
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有 马 赖 德 没有 说 明 求 出 上 述 书 一 25, k, 二 2, As 二 一 11/135 的 过 程 , 显 
然 , 将 x; 依 次 代入 插值 多 项 式 (4. 16) 容 易 算出 。 

关于 浑 沌 招 差 法 的 方法 来 源 , 有 马 赖 德 曾 说 :“ 旧 来 所 云 累 裁 招 差 法 者 ， 
详 于 括 要 算法 ,其 他 有 方程 、 浑 沌 二 招 差 术 而 未 行 刊 刻 , 世 人 之 所 希 知 
也 。”511( 如 图 4.3) 安 岛 直 圆 在 ( 拾 现 解 》 也 说 :” 右 方程 . 浑 沌 二 法 者 , 关 夫 
子 所 创制 之 神 法 ,而 固 吾 门 所 秘 藏 也 ”521 并 且 在 《 招 差 捷 术 》 中 又 说 :“" 凡 招 
差 术 止 于 立 差 者 , 初 术 或 又 术 须 随意 用 之 , 至 三 乘 差 以 上 者 ,用 又 术 为 便 ， 
《 括 要 算法 ) 弧 背 术 密 用 招 差 又 术 者 也 ,可 秘 。”'3] 这 里 的 “ 初 术 ” 与 “又 术 ” 
即 分 别 指 累 裁 招 差 与 浑 沌 招 差 。 
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图 4.3 有 马 赖 熏 的 《 拾 现 算法 》 

正如 安 岛 直 圆 所 言 , 在 《 括 要 算法 ) 贞 卷 “ 求 弧 背 术 ” 中 , 关 孝 和 首次 将 招 

差 法 应 用 于 弧 长 计算 。 已 知 圆 直径 4 与 拓 h( 弦 a), 求 弧 长 究 p*”。 其 演算 
过 程 中 的 四 个 步骤 如 下 (为 节省 篇 幅 , 未 引用 原文 ) : 


[1] 有 马 顿 德 . 拾 正 算 法 [Mj]. 明和 六 年 (1769) , 江 户 须 原 屋 茂 兵 本. 狩 野 7. 31413. 5, 索 书 吨 ， 
ws001601 L006 - 02. 

[2] 安 岛 下 图 . 招 差 捷 术 LAJ. 平山 谤 , 松 阅 元 久 篇 集 . 安 岛 直 图 全 集 [Z]. 东京 : 富士 短期 大 学 出 版 
部 ,1983: 122. 

[C3] 加 藤 平 左 卫 门 . 和 算 /研究 .如 论 1 [MJ]. 日 本 学 术 振 遇 会 .东京 : 丸 善 株式 会 社 ,1954: 319. 
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(1) 用 “ 割 圆 增 约 术 ” 依 次 求 及 分别 等 于 hi 一] hs 二 2, hs 一 3, 
4, hs 二 4.5 时 之 定 弧 背 ( 弧 长 第 一 近似 值 )s, ，s; ,ss，s4， ss 。 即 用 刘 微 割 圆 
弧 术 求 出 马 形 内 容 2 ”2 ”、2 边 小 弦 之 折线 长 ;;，s%，s%“。 再 使 用 关 源 和 近 
似 公子 


CO 
二 A es (4.17) 


AI 天 A/ 
(一 5 一 (一 5 


求 得 定 背 $s，(i = 1，2,，…，5)。 相 当 于 给 出 五 个 插值 点 (h;, s,) (i 一 1， 


2，…，5) (图 4. 4) 。 


355 


3 (1 和 1 2， Py 0)., 
L113x” 


(2) 求 各 报 背 ( 弧 长 的 第 二 近似 值 序列 ); 户 一 


其 中 定 周 x” 二 3. 141 592 653 59 是 关 孝 和 经 常 使 用 的 精密 圆周 率 ， 而 
为 使 运算 便利 , 又 常 使 用 分 数 形式 的 密 率 = 355/113 = 3. 141 592 92。 因 
此 按 上 面 运 算 , 将 定 背 ;; 转 化 为 报 背 p;。 并 求 各 限度 疡 /id ,各 弱 寡 w = 
4h;(d 一 hh)，, 各 离 径 d 一 2h,。 
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图 4.4 关 孝 和 《 括 要 算法 》(1712) 贞 卷 
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纺 寡 法 段 数 =1132: X100 
矢 寡 法 段 数 8 一 (355 一 4X1132) X100 
355 —4X113 _B 


3 上 和 三 
矢 需 法 
(3) 求 各 限度 法 kj ,ks， ks， ks， ks;: 
@ 求 甲乙 丙丁 成 各 较 寡 ; 
Ap’? = [4h(d—h)+ah]—p = (tAh)—p (i=1,2,3,4,5) 
Ap’(d—h) 
求 得 ee 
求 得 甲 限度 法 1 Cap pe 
@ 求 乙 丙丁. 戊 各 再 乘 较 
kd — 2h Rh 
A 2 1 i i 半 
Ap; = Ap; Cy (Ls 3, 4， 5) 


A’p: (d—h,)’ 
(d— 2h,)hi(h,—h) 


@ 求 两、 丁 、 戊 各 三 乘 较 : 


kd — 2h,)hi(h,—h 
A'p’: = A’p! C—O— a 


求 得 乙 限 度 法 。 &&。 


Aip: (d— hs)’ 
(qd — 2hs)hi (hs — hi) (hs —h,) 


求 得 两 限度 法 。 心 


@ 求 丁 . 戊 各 四 乘 较 : 


Asp’: — kd— 2h hh,—h)h,—h,) 
A'p? a p 3 Ee 1 i 2) 但 二 生动 


A'p: (d—h,)’ 
(d— 2h)h? hs — hi) hy —h,) Ch 一 万 ) 


求 得 丁 限度 法 As 


@ 求 成 五 乘 较 : 


kd — 2h hh; —h)h,—h,)h,— 
A'p! = A'p’ —— 一 2 


求 得 成 限度 法 
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A’p: (d—h;)’ 
Cd— 2p Oh hs — hi) hs —h,) hs — hs) hs—h,) 


对 于 这 一 步骤 ,后 人 颇 党 费解 ,事实 上 , 关 孝 和 构造 了 下 列 形式 的 插值 
多 项 式 : 
Pl(h) 一 ad 一 ji 大 一 BCGd 一 1 天 十 4a(Cd 一 用 和 一 
A(d—21h (d—h)’+B(d—2)h (d—h)’ (ho—h) 


Cld— 2h)h’ (d—h): (hm—h) (hmh,)+ 


Dd—21)h Cd—h) hm—h) ho—h,) ho—h;,) 


ECd— 2 Ch—h) Ro—h) ho—h) ho—h) (4.18) 


它 等 价 于 


2 i 
da a 
(a—h) 


AR (d—h)’(h—h)t+k (d—h):(h—h)(h—h,) 


p*: = [Ahh’: 4h(d—h)] 


ki(d—h)(ho—h) (ho h,) (homh,)+ 


ks (ho—hi) (hom—h,) ho—hs) hom—h,)] 人 


显然 , A 二 ka, B= ka, C= ka, D= ha, E= ka, 

当 将 有 二 所， hy ,有 hh, h， hs 依次 代入 式 (4.19) 时 , 便 求 得 上 述 各 限度 
法 : ki ,ks，k，，ks,， ks。 这 正 是 关 孝 和 招 差 求 弧 关键 之 所 在 。 

(4) 将 插值 多 项 式 (4. 18) 展 为 h 的 级 数 : 


Pl(h) =a(d—h) pp = mt+md himdah t+ +madh’ +mnh’ 
(4. 20) 


求 其 各 项 系数 一 一 第 一 、 第 二 、…、 第 八 率 : mo， m1， ms，…， me，m1。 这 里 
mo 一 0， 而 md ,mzd ，…，, med，, ms 便 是 定 平 . 立 、…、 五 乘 . 六 乘 诸 差 。 

可 见 关 孝 和 使 用 了 Newton 形式 的 公式 一 一 浑 沌 式 (4. 18) 。 关 孝 和 
不 仅 没有 使 用 “ 浑 沌 式 ” 这 一 术语 ,而 且 也 未 语 及 “ 招 差 法 ”, 因 其 招 差 过 
程 比 之 于 累 裁 招 差 法 过 于 迁 回 ,致使 人 们 不 易 觉察 其 算 理 。 此 法 鲜 为 人 
知 的 原因 , 除 有 马 赖 德 所 说 的 “未 行 刊刻 ”和 安 岛 直 圆 所 说 的 “ 固 吾 门 所 
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秘 藏 也 ”外 ,最 主要 原因 铠 怕 正 在 于 此 。 然 而 , 谓 鲜 为 人 知 亦 不 尽 然 , 松 
永 《 吉 释 招 差 新 术 》(1716) 中 的 “ 招 差 新 术 ” 正 是 浑 沌 招 差 法 。 加 芯 平 堪 
卫 门 (Kato Heizaemon，1891 一 1976) 认 为 松永 良 强 的 “新 术 ” 近 于 
Newton 内 插 公式 "17, 此 论 不 够 贴切 。 事 实 上 ,松永 的 招 差 过 程 与 关 才 和 
《 括 要 算法 ) 的 弧 背 术 的 算法 过 程 完 全 一 致 。 松 永 的 插值 多 项 式 实际 是 
Newton 内 插 公 式 (4. 16) 存 在 (0, 0) 点 的 形式 ,是 中 国 历法 的 传统 ,到 有 马 赖 
德 时 发 展 成 为 (4. 16) 式 。 和 算 家 最 终 目 标 是 求 (4.15) 式 , 求 出 Newton 公式 


中 外 科学 文化 交流 历 


(4.16) 后 , 需 转化 为 (4. 15) 式 。 


4.5 《大 成 算 经 》 中 的 方程 招 差 法 


方程 招 差 法 详 于 《大 成 算 经 


对》( 见 


史 文 献 丛 刊 
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未 见 有 此 招 差 法 的 记载 ,大 概 为 建部 贤 弘 所 发 明 ,， 其 术 文 如 下 : 


需 二 有 和 = 好 饥 下 过 组 知 
坟 训 敬重 本 x 二 
吉 藻 ne 
汪汪 玩 寻 = 
得 苦 电 各行 消 以 
鳃 有 委 “ 旬 络 勒 一 
这 去 务 总 广角 邓 
1 二 色 区 全 的 
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。 访 
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启 竺 入 基 区 


下 
局所 而 < 过 员 区 血 斤 
| 一 志和 宇 列 过 美和 h 一 帘 
” 当 1+ 主 晤 


和 并 即兴 十 
坎 互 大 
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( 亚 兴 咎 
则 站 蒜头 二 这 省 潮 半 澡 寺 站 由 基 注 人 入 昨 赴 汉 


RS Db 路 病 
尺 名 J 六 清 户 尖 全 知 语 深 时 洽 怕 过 癌 过 
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委 | 汇 症 遍 税 演 半 这 二 汪汪 
吉 涩 江 玉 各 革 注油 内 生计 着 向 深 妆 入 名 芒 站 


涡 人 六 苯 人 


六 沁 共 二 


图 4.5 建部 贤 弘 等 (大 成 算 经 ) 卷 五 "2 


[1] 有 菩 平 左 生 门 . 和 算 / 研 究 ， 帮 论 I [LM]. 日 本 学 术 振 内 会 . 东 
[2] 建部 里 弘 等 . 大 成 算 经 LMDJ. 


京 : 丸 善 株 式 会 社 ,1954. 


i 六 } 兴 注 迄 0 


图 4. 5) 卷 五 , 在 关 孝 和 的 其 他 著述 


ddt 


i 


ph 集 肉 五 . 到 乘 第 二 . 京都 大 学 附属 加 书馆 藏 , 索 书号 219316. 
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方程 者 本 逐 乘 , 故 随 元 数 之 所 设 ,而 行列 有 极 也 。 是 故 元 数 设 
二 件 者 , 布 二 行 三 列 式 ,而 得 登 自 乘 之 二 率 ; 设 三 件 者 , 布 三 行 四 列 
式 , 而 得 登 再 乘 之 三 率 ; 设 四 件 者 , 布 四 行 五 列 式 ,而 得 登 三 乘 之 四 
率 [ 逐 乘 各 准 此 ]。 各 定 其 行列 ,而 以 限 数 即 布 最 上 级 ,以 自 乘 数 布 次 
级 ,以 再 乘 数 布 又 次 级 ,以 三 乘 及 几 自 乘 数 逐 下 布 之 [每 行 如 此 ,各 级 
横 对 同 号 同 乘 数 而 布 之 也 ], 恬 为 正 算 ,以 各 元 数 布 最 下 级 , 避 为 负 算 ， 
得 方程 之 原 式 [1 
方程 招 差 法 是 将 各 段 限 数 xz; 与 相应 的 元 积 f(zx;) 依 次 代入 f(x) = 
qz 十 azx 十 aax 十 … 十 asx” 得 到 一 个 关于 系数 a; 的 线性 方程 组 ,上 述 术 文 
描述 的 是 列 出 以 下 系数 矩阵 : 


Tn nl TX» Xl 
2 2 0. 2 
Tn Xn-l TX» Xl 
3 3 3 3 
Tn nl ZX» Ti 
(4. 2] 
n n ER nn n 
区 Trl ZX» Xi 
— fC) — ft i 人 一 Ga — fz) 


于 是 , 招 差 过 程 便 是 对 式 (4. 21) 进 行 初等 变换 过 程 。《 大 成 算 经 》 采 用 互 乘 
相 消 的 方法 ,将 式 (4. 21) 化 为 三 角 和 矩阵 来 求解 。 其 术 文 如 下 : 

即 以 一 行为 第 一 主 , 与 二 行 互 以 一 级 约 数 遍 乘 其 两 行 诸 级 [各 不 拘 于 

正 负 , 先 两 行 一 级 数 依 约 分 术 约 之 ,然后 以 主 行 约 数 遍 乘 于 二 行 , 以 二 行 约 数 遍 乘 

于 主 行 ,否则 有 繁 扰 之 柚 也 。 每 变 逐 行 遍 乘 者 , 尼 如 此 也 。] 各 得 数 , 以 主 行 加 减 

二 行 [ 随 两 行 原 正 负 或 加 之 ,或 碱 之 , 辟 要 令 其 级 为 空 也 ,后 效 之 ], 而 一 级 为 空 ， 

其 余 诸 级 为 一 变 二 行 ;又 主 行 与 三 行 互 以 一 级 约 数 遍 乘 , 各 得 数 ,以 主 

行 加 减 三 行 , 而 一 级 为 空 ,其 余 诸 级 为 一 变 三 行 ; 亦 主 行 与 四 行 互 以 一 

级 约 数 遍 乘 , 各 得 数 ,以 主 行 加 减 四 行 , 而 一 级 为 空 , 其 余 诸 级 为 一 变 四 

行 ; 复 主 行 与 五 行 互 以 一 级 约 数 遍 乘 , 各 得 数 ,以 主 行 加 减 五 行 ,而 一 级 

为 空 ,其余 诸 级 为 一 变 五 行 ; 逐 以 主 行 对 于 原 式 诸 行 , 遍 乘 、 加 减 之 、 有 梧 


[ 1] 加 蔷 平 左 卫 门 . 和 算 / 研究。 杂 论 工 LMJ. 日 本 学 术 振 内 会 . 东京 : 丸 善 株式 会 社 ,1954: 319. 
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逐 行 一 级 ,而 得 一 变 式 ;次 以 一 变 式 二 行为 第 二 主 , 与 三 行 互 以 二 级 数 
遍 乘 其 两 行 诸 级 ,各 得 数 ,以 主 行 加 减 三 行 , 而 二 级 为 空 ,其 余 诸 级 为 二 
变 三 行 ; 又 主 行 与 四 行 互 以 二 级 数 遍 乘 , 各 得 数 ,以 主 行 加 减 四 行 , 而 二 
级 为 空 , 其 余 诸 级 为 二 变 四 行 ; 复 主 行 与 五 行 互 以 二 级 数 遍 乘 ,各 得 行 
如 此 ,而 得 最 上 级 率 ,为 最 初 [ 直 乘 ] 乘 率 [ 乃 以 最 上 级 为 直 乘 率 , 以 第 二 级 为 一 
次 乘 率 ,以 第 三 级 为 二 次 乘 率 ,以 第 四 级 为 三 次 乘 率 ,已 上 准 此 。 然 用 招 差 , 则 以 直 
乘 率 为 定 差 , 以 一 次 乘 率 为 平 差 ,以 二 次 乘 率 为 立 差 ,以 三 次 乘 率 为 三 乘 差 , 逐 至 最 
下 级 ,为 若干 乘 差 而 用 之 。 若 诸 率 有 分 者 , 依 齐 分 术 得 通 率 及 约法 ; 带 不 尽 者 , 遍 进 
退 其 位 , 收 弃 尾 数 而 整 之 也 。] 仍 以 所 得 之 各 乘 率 , 顺 求 者 ,以 限 数 乘 直 乘 率 ， 
以 限 数 自 乘 款 乘 一 次 乘 率 , 以 限 数 再 乘 佑 乘 二 次 乘 率 ,以 限 数 三 乘 早 乘 
三 次 乘 率 , 逐 如 此 ,以 限 数 几 乘 守 乘 最 末 [ 若 干 次 ] 乘 率 , 得 数 各 依 正 负 加 
减 之 , 共 得 数 以 约法 约 之 ,得 积 ; 遂 求 者 ,以 限 数 乘 最 末 [ 若 干 次 ] 乘 率 ,加 
减 前 [ 几 次 ] 乘 率 , 又 乘 限 数 , 加 减 次 前 乘 率 , 复 乘 限 数 , 加 减 又 次 前 乘 率 ， 
逐 如 此 ,加 减 最 初 [ 直 ] 乘 率 , 而 后 乘 限 数 , 得 数 以 约法 约 之 ,得 积 也 511 
以 上 是 和 算 最 基本 的 三 种 招 差 法 。 
郭守敬 三 差 公 式 采用 了 下 列 形式 : 

(Ai — A?) 一 3 二 Al 


f(x) = [zi CAi 一 页) 十 F 元? 站 Zz 


其 中 : 日 平 差 : C= 的 一 阶 差分 为 A; 4 之 ;其 二 阶 差 分 为 Ai; = 


Al 一 Al ;其 步 长 为 zx, 一 AL (RE 一 1, 2, 3, 4, 5, 6), 沿袭 了 刘 粳 二 次 插值 
公式 52, 确定 定 差 . 平 差 . 立 差 的 三 差 的 演算 缺乏 一 般 化 与 规范 化 的 程式 ， 
为 公式 算法 。 

关 孝 和 累 裁 招 差 法 不 仅 将 郭守敬 的 三 差 法 发 展 为 任意 次 的 不 等 间距 
内 插 法 ,使 招 差 方法 一 般 化 ,而 且 还 设计 出 “ 随 减 随 除 ” 求 均 差 及 逐次 降 阶 
的 机 械 化 程序 ,与 今日 差分 算法 相同 ,同时 又 获得 了 Newton 形式 的 插值 


公式 。 


[1] 建部 里 弘 等 . 大 成 算 经 LMJ]. 中 集 众 五 . 合 乘 第 二 . 京都 大 学 附属 加 书馆 藏 , 索 书 号 219316. 
C2] 曲 安 京 . 纪 志 刚 . 王 荣 彬 . 中 国 古 代数 理 天 文学 探析 [MI]. 西安 : 西北 大 学 出 版 社 ,1994. 
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上 文 已 经 指出 ,中 算 招 差 法 有 两 种 算法 来 源 , 即 整 数论 中 的 高 阶 等 
差 数 列 求 和 与 连续 函数 的 数值 逼近 , 因 缺 乏 实 数理 论 基 础 而 一 直 不 加 区 
别 。 关 孝 和 对 郭守敬 方法 的 推进 导致 建部 贤 弘 沟通 了 招 差 法 与 古代 方 
程 术 的 联系 ,强化 了 招 差 法 作为 待定 系数 法 的 意义 与 作用 。 于 是 ,从 待 
定 系数 法 意义 上 看 , 累 裁 招 差 、 浑 沌 招 差 方程 招 差 的 差别 仅 在 于 对 式 
(4. 21) 进 行 初等 变换 方式 的 不 同 : 累 裁 招 差 通 过 依次 遍 除 x; 及 各 乘积 
法 : zi 一 Xi(i 二 1,，2,，…, n 一 1), 以 使 第 k 十 1 行 全 变 为 1 再 行 相 消 而 
化 为 三 角 矩 阵 ; 浑 沌 招 差 法 则 是 首先 将 第 一 行 首位 化 为 1, 再 分 别 乘 他 
行 首 位 与 之 相 减 ,逐步 消去 首位 而 化 成 三 角 和 矩阵 ;而 方程 招 差 则 是 通过 
互 乘 相 消化 为 三 角 和 矩阵。 


4.6 关 孝 和 浑 沌 招 差 法 的 思想 来 源 


招 差 法 不 仅 是 待定 系数 法 ,也 是 函数 数值 逼近 算法 ,和 算 家 认识 到 了 这 
一 点 ,建部 在 《大 成 算 经 ) 卷 五 “ 论 招 差 法 ”中 说 : 

凡 形 状 宛 转 而 难 辩 术 理 者 , 据 此 法 则 莫不 得 其 术 也 ,是 以 自 弧 湾 球 
缺 之 率 、 混 杂 多 寡 之 价 , 以 至 堆 操 加 减 数 、 历 法 中 离 差 , 尼 莫 不 因 于 此 
法 矣 [1] 
首先 是 关 孝 和 大 胆 地 将 招 差 法 应 用 于 弧 长 计算 ,从 今 村 知 商 (Imamura 

Chishyo，1591? 一 1668) 的 弧 寡 公式 


2 4 


» = RE 


DR 二 Fa 二 A 十 44(d 一 h) (h 二 7 时 为 准确 公式 ) 


出 发 ,构造 了 Newton 插值 多 项 式 (4. 19) 以 逼近 产 。 这 一 开拓 性 工作 ， 
引导 建部 贤 弘 以 及 宅 间 流 算 家 贸 田 俊 清 (Kamada Toshikiyo，1678 一 
1744) 在 其 基础 上 建立 了 三 角 函 数 的 无 穷 寡 级 数 展开 的 研究 (其 具体 做 
法 见 本 书 第 10 章 ) ,将 和 算 圆 理 算 法 推 向 微 积 分 方法 ,在 数学 史上 具有 
十 分 重要 的 意义 。 

那么 , 关 孝 和 招 差 法 成 就 是 如 何 形成 的 呢 ? 他 伟大 创造 的 思想 基础 


[1] 建部 时 弘 等 . 大 成 算 经 LM]. 中 集 知 五. 登 乘 第 二 . 东北 大 学 附属 加 书馆 藏 ,登录 番号 : 
ws001050, 索 书号 : 450. 
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何在 ? 

我 们 首先 来 考察 日 本 历 学 家 对 郭守敬 三 差 法 的 应 用 情况 。 波 川 春海 
《 贞 享 历 》 所 给 的 太阳 中 心 差 公式 为 

盘 初 缩 未 ( 限 数 89 日 ) : 


fi(x) =azxtor tax = 4360 000r—2 000z 一 34z3 
缩 初 僵 末 ( 限 数 93 日 ): 


户 (z) = asz+t+bx ter = 4199 800r—2 000z — 317’ 

关于 三 差 a;, b;，c; 的 确定 方式 ,小川 春海 的 弟子 谷 秦山 (Tani Shinzan， 
1663 一 1718) 在 《 壬 癸 录 ) 中 称 :“ 立 差 \ 平 差 , 设 算法 耳 , 非 有 实数 也 , 定 差 即 
初 限 之 差 。” 意 思 说 , 定 差 a; 是 初 限 之 积 差 , 由 实测 得 到 ,而 立 差 c; 与 平 差 6; 是 
以 算法 推算 出 来 的 。 具 体 算法 ,西村 远 里 (Nishimura Towosato，1718 一 
1787) 在 《 贞 享 历 } 卷 九 中 述 道 : 

求 之 , 察 春海 术 , 置 极 差 二 度 品 五 六 五 口 四 ,以 八 十 九 限 除 之 ， 

得 二 百 三 十 一 分 〇 六 和 八 弱 , 以 减 定 差 , 余 得 二 百 O( 四 分 ) 九 十 三 

秒 二 ,以 八 十 九 限 除 之 ,得 二 分 三 十 O 秒 二 六 强 , 以 减 定 差 , 余 得 

二 百 〇 九 十 三 秒 二 ,和 豫 立 差 三 十 四 微 [大 略 依 授时 历 也 ] ,以 八 十 九 

限 乘 之 ,得 三 十 六 秒 二 六 ,以 减 寄 位 ,内 余 为 平 差 二 分 , 缩 初 盈 末 

依 之 51. 

就 是 说 , 太阳 中 心 差 极 大 值 9 = 2. 056 504 度 = 20 565. 04 分 与 定 差 
w 一 436 分 , 均 由 实测 获得 , 立 差 c， 二 0. 003 4 既 非 实测 ,又 非 算出 数据 ,而 
直接 参照 引用 授时 历 的 立 差 近 似 数 据 ( 授 时 历 为 0. 003 1), 由 此 推算 出 平 差 
bi 一 (ww 一 9 二 89) 二 89 一 89c 。 

我 们 从 这 里 可 以 看 出 ,日 本 历 家 在 日 蹲 月 离 计算 时 ,不 再 像 (授时 历 ;》 那 
样 构造 三 阶 差分 表 来 确定 三 次 插值 多 项 式 , 而 是 直接 利用 《授时 历 》 的 多 项 
式 插值 函数 ,根据 日 本 的 实测 来 修正 多 项 式 系数 ,同时 他 们 也 认识 到 “ 招 差 
术 无 定 法 ”522 

关 孝 和 将 招 差 法 应 用 于 弧 长 计算 也 并 非 偶然 ,从 历 家 的 议论 中 可 罕见 


[1] 佐 胁 政 次 . 历 学 史 大 全 LMIJ]. 东京 : 怠 河 台 出 版 社 ,1968: 272. 
[2] 佐 肤 政 次 . 县 学 史 大 全 LMJ]. 东京 ; 有 欢 河 台 出 版 社 ,1968: 272. 
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这 种 昔 芽 。 波 川 春海 在 (新 芦 面 命 )y 中 称 : 
月 之 立成 《授时 历 了 也 仅 八 十 四 限 也 ,不 合 ,《 宣 明 》 立 成 似 呈 八角 
形 , 不 成 功 ,我 用 数 十 年 之 功 , 立 平 . 立 
差 ,完全 成 功 了 [11 
《 壬 癸 录 ; 据 此 以 图 4. 6 示意 ,并 说 道 : ”未 限 ET 初 限 
盈 缩 一 限 积 为 天 度 五 分 以 下 , 终 限 
极 于 极 差 , 但 缩 初春 末 限 数 多 , 故 比 盈 初 
缩 末 之 积 ,其 数 少 ,此 长 引 之 算法 也 。 如 均 除 极 差 , 每 限 有 定 分 , 则 是 名 股 弦 
之 法 也 ,此 立成 ,每 限 有 些 少 差 数 ,而 一 百 八 十 二 度 之 间 , 极 于 二 度 奇 之 圆 
针 , 此 非 天 之 圆 , 只 渐渐 消息 其 差 而 始终 均 合 之 法 也 ,三 乘 之 术 由 此 而 作 , 非 
匀 股 弦 所 能 尽 也 [521 
事实 上 ,太阳 运动 是 椭圆 运动 ,中 心 差 函 数 并 非 简 单 的 代数 函数 与 三 角 
函数 ,所 以 谷 秦 山 的 圆 弧 描 述 只 是 简单 的 示意 , 故 谓 “ 非 天 之 圆 ,只 渐渐 消息 
其 差 ”。 按 照 中 算 传统 , 当 数 量 关系 不 能 以 比率 (线性 ) 关 系 或 勾 股 关系 来 描 
述 时 , 常 以 弧 矢 关系 ( 圆 函 数 ) 来 描述 。 由 此 可 以 说 明 , 将 招 差 法 应 用 于 圆 弧 
计算 则 是 十 分 自然 的 构想 。 
同时 考察 明代 算 书 ,发 现 上 述 思 想 是 郭守敬 三 百 后 历 算 家 对 招 差 法 的 
普遍 认识 。 柯 尚 迁 (16 世纪 ) 在 《数学 通 轨 》 中 记叙 了 顾 应 祥 (1483 一 1565 ) 与 
唐 顺 之 (1507 一 1560) 的 一 段 对 话 , 其 中 唐 说 : 
郭 太 史 历 数 冠 绝 古 今 , 然 其 作法 孔 窍 亦 只 有 两 事 , 其 步 日 中 源头 在 
截 矢 求 弦 一 法 , 仆 既 作为 弧 矢 论 以 请 于 明 公 ， 而 公 亦 既 演 之 为 书 疾 ;其 
步 月 中 源头 在 容 弧 直 阔 一 法 , 今 亦 偶然 会 意 而 得 之 ,并 书 之 [3 
庞 尖 在 顾 应 祥 的 《 测 圆 算术 》 后 序 也 称 : 
ee 又 越 数 月 , 丛 复 示 测 圆 算术 一 编 , 详 说 反 约 , 洞 发 肯 启 , 即 近 可 
以 知 远 观 要 ,可 以 尽 博 天 地 之 高 深 , 日 月 星 搬 之 中 度 , 元 会 岁 历 之 始终 ， 


初 末 限 界 


图 4.6 


[C1] 佐藤 政 次 . 古 学 史 大 全 LMIJ. 东京 : 怠 河 台 出 版 社 ,1968: 272. 

52] 谷 秦山 . 壬 癸 录 [MIJ. 峪 四. 转 引 自 佐 蕨 政 次 . 感 学 史 大 全 [LM]. 东京 : 通 河 台 出 版 社 , 1968: 
272. 

[3 ] 柯 尚 迁 .数学 通 轨 LAJ. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z1( 二 ). 郑州 : 河南 教育 出 版 
社 ,1993: 2- 1211. 
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英之 能 违 也 51 
顾 应 祥 《 方 圆 论说 ) 则 称 : 
历 家 以 径 一 围 三 立法 , 则 其 数 似 犹 未 精 , 然 郭 守 歼 之 历 至 今 行 之 无 兽 ， 
何 也 ,日历 家 以 万 分 为 度 , 秒 以 下 沸 不 录 , 纵 有 小 差 ,不 出 于 一 度 之 中 , 况 所 
谓 黄 赤道 弧 背 度 , 乃 测 验 而 得 , 止 以 径 一 围 三 定 其 平 差 立 差 耳 527 
这 些 言 论 主要 是 围绕 顾 应 祥 的 弧 矢 论 , 提 供 了 两 种 信息 : @ 收录 《方圆 
论说 》 的 《算法 统 宗 》 与 4 数学 通 轨 》 传 到 了 日 本 ,那么 关 孝 和 是 否 受 到 顾 应 祥 
的 上 述 言论 的 启发 而 发 想 以 招 差 法 求 弧 长 呢 ?”@ 如 果 顾 应 祥 、 唐 顺 之 的 观 
点 正确 并 上 且 符合 历史 实际 的 话 , 那 么 就 为 解释 古代 插值 方法 的 立 术 之 原 提 
供 了 一 种 新 的 思路 ,而 且 也 为 祖冲之 插值 法 求 圆周 率 说 提供 了 一 个 佐证 ,而 
实际 上 和 算 圆 理 就 是 按 这 一 假说 发 展 的 。 这 是 一 个 有 待 深入 研究 的 有 趣 的 
课题 。 
直至 清 代 江 永 (1681 一 1762) 仍 有 同样 的 认识 , 他 在 《数学 ; 卷 八 中 说 : 
三 差 法 求 七 政 盈 缩 , 固 巧 矣 , 轧 窃 谓 其 数 之 不 真 , 凡 圆 体 参 差 , 截 为 
数 段 ,前 后 相 较 , 其 畸 零 之 数 无 时 而 尽 , 今 以 段 日 除 积 度 相 较 , 至 再 而 即 
齐 同 ,无 是 理 也 ，…… 平 圆 中 亦 无 此 差 率 也 ,以 至 圆 之 体 而 欲 以 平方 立 
方 之 差 求 之 , 圆 北 方 机 , 岂 能 相 入 哉 53 
其 次 ,考察 早期 和 算 著作 ,发 现 关 邦和 以 浑 沌 招 差 法 求 弧 长 的 算法 思想 
与 磷 村 吉 德 (Jsomura Yoshitoku, ? 一 1711) 对 球 和 圆 的 公式 进行 检验 的 方 
法 也 有 相似 之 处 。 
磋 村 吉 德 在 (算法 阙 疑 抄 》(1660) 卷 三 中 常 以 有 限 分 割 进行 近似 计算 以 


检验 贺 的 计算 公式 。 在 检验 ( 竖 交 录 》 的 球 冠 体积 公式 U 一 人 24 一 
d 
($ —h)pa 


i 时 ,在 4 一 10 的 圆 中 ,检验 如 下 : 


[1] 庞 高 . 测 圆 算 术 后 序 LA]. 郭 书 春 编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]( 二 ). 郑州 : 河南 教育 出 版 
社 ,1993: 2- 1140. 

[2] 顾 应 祥 . 弧 矢 算术 [Aj. 郭 书 春 编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 LZ]( 二 ). 郑州 : 河南 教育 
出 版 社 ,1993: 2 - 1082. 

[3] 江 永 .数学 [LM] 卷 八 . 丛书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 386. 
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h， 二 2，4a， 二 8 时 ， 公 式 结果 U = 54.454 4， 试 验 结果 
U, 一 54. 454 400 523 6; 


hh 二 3，a， 二 2 V21 时 , 公式 结果 U， = 113.097 6, 试验 结果 


U, = 113. 097 607 854; 


hh 二 4, a 二 2 V34 时 ,公式 结果 U， 一 184. 307 2, 试验 结果 U, = 
184. 307 1 。 


在 该 书卷 五 中 ,以 同样 的 方式 检验 弧 矢 弦 的 公式 。 这 种 逐次 试验 法 在 
思想 上 与 招 差 法 具有 相似 性 。 


4.7 ”和 算 中 招 差 法 的 各 种 应 用 


关 考 和 将 《授时 历 ) 的 三 差 法 推广 为 具有 一 般 性 的 招 差 术 之 后 , 它 作 为 
求 多 项 式 系数 的 待定 系数 法 ,被 和 算 家 灵活 处 理 并 应 用 于 各 类 数学 问题 , 关 
考 和 之 后 的 和 算 书 中 大 都 有 招 差 术 内 容 。 和 算 家 根据 招 差 法 使 用 的 场合 与 
招 差 方式 命 以 不 同名 称 。 如 有 马 赖 熏 著 《 招 差 三 要 》(1764) ,主要 有 “方程 招 
差 ”%“ 奇 零 招 差 " 和 “ 累 约 招 差 ”"。 其 “方程 招 差 ” 同 于 《大 成 算 经 ) 中 的 “方程 
招 差 法 ”, 其 所 谓 的 “ 奇 零 招 差 ”, 是 指 在 元 积 f(x;) 为 奇 零 数 情形 的 招 差 法 。 
所 谓 的 “ 累 约 招 差 ”, 则 是 招 差 法 应 用 于 累 约 术 或 剪 管 术 问 题 .12, 如 自 变 量 
为 自然 数 的 多 项 式 dy = az 十 pz 十 cz ,如 果 给 出 条 件 (z，y ) 与 (zz ，y )， 
并 且 4 = 二 5 十 以 求 a, bc d。 由 dy = 二 az 十 (a 一 四 x 十 cx', 解 得 dy 一 


az 十 (4a 一 和 十 cx , 即 dy 十 tx 一 az 十 辽 ) 十 cz ,将 (x, vy1), (xs, y,) 
代入 得 


dyi 二 trxi 二 a(xi 十 zx?) 二 cx’ 
dys tr? 一 a(zs 十 22) 十 cz3 


消去 c 得 (&y 十 如 人 好 一 (dy 十 1 人 一 CC 十 好 ) 妇 一 CCzy 2 ) 2 


51] 关于 和 算 的 累 约 术 与 剪 管 术 , 详 见 本 书 第 6 章 。 


146 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 研究 之 部 和 算 中 源 


即 4Ly 夺 一 zi 一 a[LCzm zr) ri (rt zi) rt riz — tr2z1) 一 0 


对 此 关于 d, a 的 不 定 方程 ,利用 累 约 术 求 出 4 与 <, 从 而 求 出 2 与 c。 
有 马 赖 德 在 ( 拾 珊 算法) 中 又 给 出 “ 双 钓 招 差 ”, 所 谓 的 “ 双 钓 招 差 法 ”, 就 是 以 


待定 系数 法 确定 分 式 y 一 1 的 系数 ,其 中 分 子 系数 a, b,c 依次 称 作 


右 直 \ 右 定 、 右 平 ,分 母系 数 m, n, ! 依次 称 作 左 直 、 左 定 、 左 平 。 招 差 方 法 基本 上 
是 解 方 程 组 确定 系数 a, 6, c, m,n, 1。 后 来 , 关 流 数学 家 安 岛 直 圆 的 著作 有 记 
载 ,并 且 有 石 黑 信 由 (1760~1836) 的 《 双 钓 招 差 X1804, 抄 本 ) 传 世 。 

最 上 流 和 算 家 会 田 安 明 (Aida Yasuaki，1747 一 1817) 的 《算法 招 差 法 》 
是 关于 招 差 法 的 专著 , 书 中 介绍 了 累 裁 招 差 法 . 脱 差 法 .方程 招 差 法 、 浑 沌 招 
差 法 . 直 差 法 .反复 招 差 法 .乘除 加 减 招 差 法 、 分 合 招 差 法 、 极 差 法 或 消长 招 
差 法 ,混交 招 差 法 等 各 类 招 差 法 ,其 累 裁 招 差 法 、 方 程 招 差 法 、 浑 沌 招 差 法 与 
关 流 方法 及 名 称 是 一 致 的 。 其 “ 脱 差 法 ”类 似 于 方程 招 差 ,“ 直 差 法 ” 即 插值 
多 项 式 包括 直 差 的 招 差 法 。 其 所 谓 的 “ 极 差 法 ”或 “消长 招 差 法 ”的 演算 有 点 
特别 。 对 于 插值 多 项 式 


y= f(z) = qri+or or 二 二 a 17 十 ax"， 
若 给 定 n 个 插值 节点 (zx;，y;), 求 出 系列 差 商 : 


yl ps y3 y 
= Pi ps i 3 Dy 二 4 
7] ey 3 Xa 
Pi 0 Pl, 1 Pi,o—Pi,? Dy,0— Di, Pi,o— Pi,4 
= et = pz, 1 轧 2 Pp2,3 
TX 1 一 并 3 1 Xa 二 
pz2,0— Pz2, 1 Pz,0— Pp2,?2 Pai0 .Pas a Pp2,0— p2,4 
DP3.0 Ps,1 = 
T2 一 工 3 Ri | 二 zz2 一 X6 
Pn-i,o — Pr-i, 1 
= pi 0 
Til 一 也 


如 果 从 Xi» X22, X33 ,Xl1? Zz, 元 素 中 可 以 重复 地 选取 个 元 素 进行 
相 乘 ,其 和 记 作 Hi, 如 H)} = 1 十 工 2， 


人 2 2 2 3 2 2 2 
Hi = ZI 十 Za 十 ZIZ3 十 2 人 十 22 十 Tl 十 2s 十 浅 2 十 


3 区 2 2 3 2 2 
en nn es i ee SR Se 


2 
TaTs 十 ZI1Z273 十 ZIZ2T4 十 ZIZ3sTX4 十 并 zTZ3T4 
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会 田 安 明 求 各 差 w 的 演算 如 下 : 

cn = Pn,o 

a, 1 = p10 — AH 

Qn 2 = pr 2,0 — An Hs 一 万， 


1 2 3 
Qn-3 一 Ds, 0 Gn-2 H,; | H,_ i a.H, 


1 2 和 n—3 n—2 
az = 加 .一 as 万 as H; 一 as 万 : 有 


1 2 3 到 一 2 n—l 
al = pi.o az 万) asHi a Hi 一 二 


这 种 算法 并 不 比 关 孝 和 累 裁 招 差 法 简单 。 
会 田 安 明 的 “混交 招 差 法 ”, 其 实 也 属于 “方程 招 差 法 ”, 例 如 ,对 于 y = 
f(x) 二 air 十 azx?， 若 插值 节点 为 (zi1，y1)，(zx;，yz), 则 解 方程 组 
{> 十 QaiXxz 十 QazX1iX2 一 0 


Taritaxr=0 
获得 定 差 a 与 平 差 a,。 


对 于 三 次 插值 多 项 式 | f(x) = QI 工 十 az 和 二 asx ? 若 插值 节点 为 
(Xi 9 i Cg WW) Lys y3), 则 解 方 程 组 
一 yi 十 ai7zs 十 azZzZs 十 asZIZ2Z3 一 0 
一 十 QiZli 十 az7ZsZl 十 asT2Z3Zl1 一 0 
一 ys 十 ai7zs 十 aa7Z17Z2 十 43Z3ZIZ2 一 0 
获得 定 差 w , 平 差 Qs 与 立 差 ws 。 
会 田 安 明 与 关 流 算 家 对 立 , 标 新 立 异 地 刻意 设计 一 些 算法 区 别 于 关 流 算法 ， 
其 实 其 消长 招 差 法 \ 混 交 招 差 法 等 算法 ,在 机 械 性 ,程序 化 方面 还 不 如 关 流 算法 。 


本 章 小 结 
明 清 时 期 招 差 法 一 直 没 有 失传 ,但 在 中 国 的 发 展 十 分 微弱 , 算 学 研究 昌 


盛 的 清 代 , 对 招 差 法 的 研究 也 很 稀少 。 清 初 黄 易 《天 文大 成 管 突 辑 要 》 
(1652) 仅 叙 招 差 法 内 容 , 与 (元史 ， 律 历 志 ) 所 载 基本 一 致 , 唯 有 惊叹 “最 为 
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奇 捷 ” 而 已 12, 没有 深入 研究 ,一 般 认为 它 是 和 算 家 摄取 招 差 法 方法 的 主要 
来 源 。 称 得 上 研究 的 只 有 清 初 梅 文 易 的 《授时 平 立定 三 差 详 说 } 与 清末 李 善 
兰 的 《 麟 德 术 解 》。 梅 文 易 以 埃 积 术 图 解 招 差 法 原理 ,没有 作 任 何 推广 与 应 
用 ,而 李 善 兰 试图 以 几何 方法 解释 招 差 法 的 造 术 原理 522, 也 没有 推广 与 创 
新 。 直 至 清末 华 茶 芳 的 《 积 较 术 ) 才 推广 成 一 般 化 的 差分 算法 。 那 么 ,在 相 
同 的 算法 传统 下 ,什么 原因 造成 中 日 招 差 法 发 展 的 不 同 结果 呢 ?” 笔 者 认为 
主要 存在 以 下 两 方面 原因 : 

(1) 三 角 函 数 于 明 末 开始 传人 中 国 , 制 历 开 始 采用 西法 ,无 需 再 用 招 差 
法 推算 日 月 五 星 的 运动 ,如 江 永 所 说 : 

使 平 立定 三 差 之 果 符 天 运 , 则 八 线 亦 可 不 立 , 既 有 八 线 之 精算 ,为 

一 切 测 圆 之 准绳 , 则 此 处 更 无 歧途 别 径 , 亦 无 取 乎 三 差 之 巧 侨 531 

收入 八 线 表 的 《天 学 初 函 》 与 梅 文 易 《 历 算 全 书 》 输 入 日 本 是 关 孝 和 改进 
招 差 法 以 后 的 事 ,和 算 只 有 沿 循 传统 而 利用 招 差 法 。 

与 此 同时 ,在 西学 东 渐 的 学 术 环 境 中 ,中 国学 者 也 不 能 以 积极 的 态度 对 
待 传统 算法 。 正 如 江 永 所 说 :于 古人 之 法 ,深究 其 根 , 存 而 不 用 可 也 。” [41 
一 方面 “深究 其 根 ”, 沉 洒 于 对 传统 算 学 的 文字 义理 的 阐释 , 梅 文 易 的 埃 积 解 
释 与 李 善 兰 的 几何 解释 正 是 这 种 表现 , 另 一 方面 是 “ 存 而 不 用 ”, 在 数学 实践 
上 缺乏 对 古典 算法 的 应 用 。 非 独 招 差 术 ,其 他 古典 算法 的 发 掘 与 整理 都 有 
这 样 的 表现 ,反映 出 清 代数 学 的 解释 性 特征 。 这 种 研究 陋习 ,很 难 推 陈 出 
新 。 与 和 算 家 将 招 差 法 应 用 与 圆 理 及 埃 积 求 和 的 数学 应 用 相 比 , 可谓 相形 
见 绸 。 

(2) 在 天 元 术 的 基础 上 建立 了 点 究 术 的 代数 方法 ,导致 以 多 项 式 演算 
为 中 心 的 和 算 代数 学 的 发 达 , 从 而 推动 了 也 作为 多 项 式 理论 的 一 部 分 的 招 
差 法 的 向 前 发 展 。 与 此 相反 , 清 代 数学 一 直 没 有 形成 符号 化 代数 方法 ,语言 
代数 客观 地 制约 着 多 项 式 理论 的 进一步 发 展 。 

通过 《授时 历 》 中国 传统 的 招 差 法 传人 了 日 本 , 随 着 和 算 代数 方法 的 发 


[1 ] 关 孝 和. 并 订 书 [Aj. 平 山 放 ,下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 福 . 并 邦和 全 集 [Zj. 大 阪 : 大 阪 教育 国 书 株 
式 会 社 ,1974: 446. 

[2] 大 权 由 入 夫 . 隋唐 时 代 2) 定 闻 法 0 算术 起 源 [LJ]. 科学 史 研 究 ,1994,33(2) : 15. 

C53] 江 永 . 数学 LM], 卷 八 , 从 书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 387. 

[C4] 江 永 .数学 [Mj, 卷 八 ,从 书 集成 本 . 北京 : 商务 印 书馆 ,1936: 388. 
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达 , 和 算 家 对 其 作 了 一 般 性 的 推广 ,演变 为 具有 普遍 意义 的 待定 系数 法 。 同 
时 在 明代 弧 矢 论 思想 的 启发 下 ,将 其 作为 有 效 的 数值 逼近 法 应 用 于 弧 长 计 
算 , 引 导 和 算 向 无 穷 级 数 研究 领域 迈进 。 与 此 相对 照 ,在 清 代 ,由 于 招 差 法 
研究 缺乏 实际 应 用 并 且 缺 乏 代数 方法 ,所 以 梅 文 易 、 李 善 兰 对 招 差 法 的 研究 
都 图 于 “ 究 古 人 之 意 ” 而 不 能 推陈出新 ,于 此 一 端 可 见 传统 算法 在 中 日 数学 
发 展 中 之 不 同 遭 遇 。 


第 5 章 


级 数 求 和 算法 : 才 积 术 


若 级 数 相 邻 项 之 差 为 常数 , 则 该 级 数 称 作 等 差 级 数 。 若 其 差 仍 非常 数 ， 
其 差 也 构成 一 个 等 差 级 数 , 则 原 级 数 称 作 2 阶 等 差 级 数 。 仿 此 ,可 定义 3 阶 、 
4 阶 …… 的 等 差 级 数 。2 阶 以 上 的 等 差 级 数 ,被 称 作 高 阶 等 差 级 数 。 

对 于 函数 f(z) ,我 们 定义 “差分 算 子 "A 如 下 : 


A F(z) = F(z 十 1) 一 FGz), ArGz) 一 ACA f(r)), k=2 (对 k=1, 
A*f(x) 表示 对 f(x) 重复 实施 & 次 A( 运 ) 算 子 ) ,并 令 AFGz) = FGz), 则 和 
为 一 线性 算 子 ,也 就 是 


A(Car(z) 十 pg(z)) 一 aaAFGz) 十 BAg(Cz) (a, BB 为 常数 ) (5. 1) 


这 一 关系 不 难 证 明 , 它 表明 ,有 限 多 个 高 阶 等 差 级 数 的 整 系数 线性 组 
合 ,必然 也 是 高 阶 等 差 级 数 ,而 且 其 阶 数 与 最 高 阶 数 相同 。 
据 此 易 推 得 以 下 关系 : 


f(zri+1)= f(z)+Afz) 

f(r 二 2) 二 7 十 1 十 AZ 十] 
二 [ 7FGz) 十 AFGz)] 十 ACFCz) 十 AFCz)) 
= f(z)+2Af(z) + A fz) 


eee eee ee. 


f(z 二 +n) = f(z 二 +n—1) 二 Af(rx++n—1) 
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由 此 可 以 解决 任意 类 型 的 高 阶 等 差 级 数 的 求 和 问题 。 
因为 若 f(x) 为 一 个 阶 等 差 级 数 , 令 f(0) 二 0, 则 由 差分 运算 : 
Af(0) = f(1)—f(0)=a 
Af(1) = f(2)—f(1) = a 


Afn—m—1)= fn)— fn—1)=a, 
Az F(0) = f(2)—2f(1) + f(0) = a,—a 
A: F(1) = f(3)—2f(2) + f(1) 一 as 一 as 


ees 


可 知 
ATFCO) 一 AD) 一 AT GO2) = = A Fn 一 (十 1)) 
及 
AS 70) 一 As 1G) 一 A 12) =… 一 An 一 (十 2)) 一 0 
同 理 , 有  A*ACO) 一 0。 
由 此 可 求 & 阶 等 差 级 数 的 和 , 即 
S, 一 Ca 十 CI Ada 十 CAzai 十 … 十 CO Ata (5; 2 


中 国 古代 的 吉 积 术 实 为 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 , 它 与 有 限 差分 算法 ( 招 
差 术 ) 是 互 逆 算法 。 埃 积 问 题 自 ( 九 章 算术 ) 发 其 端 ,在 中 国 古代 数学 中 自 成 
系统 。 元 代 朱 世 杰 总 结 了 古代 数学 家 在 这 方面 的 研究 成 果 , 解 决 了 任意 类 
型 的 高 阶 等 差 级 数 的 求 和 问题 。 


5.1 中 国 古代 的 埃 积 术 
数列 问题 最 早出 现 于 《 九 章 算术 》, 其 “ 衰 分 章 ” 的 “分 鹿 问 题 " 和 “女子 善 


织 ” 问 题 均 涉及 数列 。“ 分 鹿 问 题 ” 如 下 : 
今 有 大 夫 、 不 更 、 筹 亮 、 上 造 \ 公 士 , 凡 五 人 , 共 猫 得 五 询 。 欲 以 亩 次 
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分 之 , 问 各 得 几何 ? 

答 日 : 大 夫 得 一 询 、 三 分 询 之 二 ;不 更 得 一 鹿 、 三 分 放 之 一 ; 筹 庄 得 
一 鹿 ; 上 造 得 三 分 放 之 二 ; 公 士 得 三 分 询 之 一 。 

术 日 : 列 置 苗 数 , 各 自 为 误 , 副 并 为 法 ,以 五 庵 来 未 并 者 ,各 自 为 实 ， 
实 如 法 得 一 鹿 51 
该 题 所 涉 为 5,4,3,2,1 的 等 差 数 列 , 其 算法 为 


(i=1, 2, 3, 4, 5) 


“女子 善 织 ” 问 题 如 下 : 
今 有 女子 善 织 , 日 自 倍 , 五 日 织 五 尺 。 问 日 织 几何 ? 
答 日 : 
初 日 织 一 寸 . 三 十 一 分 寸 之 十 九 。 
决 目 加 王 寺 三 十 一 分 慎之 孝 。 
次 日 织 六 十 、 三 十 一 分 寸 之 十 四 。 
次 日 织 一 尺 二 十 三 十 一 分 寸 之 二 十 入 。 
次 日 织 二 尺 五 十、 三 十 一 分 寸 之 二 十 五 。 
术 日 ; 置 一 、 二 、 四 、 人 入 \ 十 六 为 列 衰 , 副 并 为 法 ,以 五 尺 来 未 并 者 ,各 
自 为 实 , 实 如 法 得 一 尺 527 
该 题 所 涉 为 1,2,4,8,16 的 等 比 数列 ,其 算法 与 上 题 相 似 。 
《 九 章 算术 六 均 输 章 ? 还 给 出 了 简单 的 求 等 差 数 列 和 的 问题 。 随 后 《 张 
丘 建 算 经 》(5 世纪 ) 给 出 了 等 差 级 数 求 和 的 公式 : 


Dr nntD) 


对 高 阶 等 差 级 数 的 研究 始 于 北宋 的 沈 括 (1031 一 1095), 他 在 《 梦 溪 笔 
谈 ) 卷 十 八 中 提出 了 所 谓 的 “ 际 积 术 ”: 


[1] 九 章 算术 [Al. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教育 出 
版 社 ,1993: 1 - 121. 

[2 ] 九 章 算术 [A]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教育 出 
版 社 ,1993: 1 122. 
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隙 积 者 , 谓 积 之 有 隙 者 ,如 累 棋 、 层 坛 及 酒家 积 婴 之 类 , 虽 以 履 斗 ， 
四 面 慎 杀 , 缘 有 刻 缺 及 虚 隙 之 处 。 用 儿童 法 求 之 , 常 失 于 数 少 , 予 思 而 
得 之 ,用 刍 童 法 为 上 行 , 下 行 别 列 下 广 , 以 上 广 减 之 , 余 者 以 高 来 之 ,六 

而 一 ,并 入 上 行 512 
术 文 意思 是 : 堆 霖 的 上 底 宽 是 < 个 物体 .长 是 2 个 物体 .下 底 宽 是 个 
物体 .长 是 & 个 物体 .高 是 半 层 , 埃 积 (物体 个 数 ) 为 S, 则 翅 积 S 比 上 底 宽 是 


a .长 是 56、 下 底 宽 是 c. 长 是 4d、 高 是 的 长 方 楼 台 的 体积 (ec 一 a), 即 
SS 一 aa 十 (Ca 十 1)( 十 1) 十 (CC 十 2)( 十 2) 十 … 十 cd 


继 沈 括 之 后 ,杨辉 在 (详解 九 章 算法 》1261) 中 也 讨论 了 才 积 问题 ,给 出 
三 种 高 阶 等 差 级 数 求 和 公式 : 


n 1 
四 隅 坎 : = 


方 井 : >， (a 十 7)? = (eta tadte ss), 其 中 a+n 二 a 
7 一 1 


_ yr(r 十 1) n(n 十 1)(n 二 2) 
三 角 翅 : 之 学 二 


杨辉 将 这 三 个 公式 分 别 与 《 九 章 算 术 ) 中 的 方 锥 、 方 亭 、 遇 有 笑 的 体积 公式 
进行 比 类 ,以 说 明 这 些 公式 可 以 仿照 刘 徽 《 九 章 算术 注 》 中 的 棋 验 法 以 几何 
方式 推导 出 来 。 

元 代 朱 世 杰 在 其 (四 元 玉 鉴 》1303) 中 对 志 积 问题 进行 了 系统 研究 ,该 
书 的 卷 中 第 七 “ 葵 草 形 段 门 ? 和 卷 下 第 一 “ 果 埃 累积 门 给 出 了 埃 积 的 一 般 化 
公式 ,使 中 国 古 代 霹 积 问题 至 于 完备 。《 四 元 玉 鉴 》 所 载 高 阶 等 差 级 数 求 和 
的 系列 公式 包括 : 

1) 鞭 草 翅 ( 等 差 数列 ) 


Zr Zt D) 


[C1] 沈 括 . 梦 溪 笔谈 LM]. 卷 十 八 . 四 库 全 书本 . 
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2) 三 角 抬 (二 阶 等 差 数列 ) 


“TCF 十 1) n(n 二 1)(n 二 2) 
和 2 2 31 


3) 撤 星 形 过 ( 三 阶 等 差 数列 ) 


py rr 十 1)(r 二 2) 7(2 十 1)(2 十 2)(2 十 3) 
wd 31 41 


4) 三 角 撤 星 形 才 ( 四 阶 等 差 数列 ) 


3 rr 十 1)(r 十 2)(r 十 3) n(n 二 1)(n 二 2)(n 二 3)(n 十 4) 
sl 41 本 51 


5) 三 角 撤 星 更 落 一 形 翅 ( 五 阶 等 差 数 列 ) 


y) 7r(7r 十 1)(Gr 十 2)(r 十 3)(Gr 十 4) 722 十 1)(02 十 2)(02 十 3)(02 十 4)(r 十 5) 
a 51 61 


上 述 系列 公式 中 ,三 角 埃 的 通 项 是 萎 草 域 的 和 式 , 撤 星 形 翅 的 通 项 是 三 
角 式 的 和 式 , 其 规律 是 ,以 高 阶 等 差 级 数 的 和 为 新 级 数 的 一 般 项 ,以 求 新 的 
高 阶 等 差 级 数 的 和 。 其 " 落 一 形 拨 "“ 更 落 一 形 埃 ” 的 名 称 表 明 ,前 式 的 -项 
和 是 后 式 的 第 -~ 项 , 即 前 式 中 到 第 ~ 层 为 止 的 埃 积 降落 一 层 , 便 是 后 式 志 积 
的 第 r 层 。 根 据 以 上 系列 公式 ,可 以 把 朱 世 杰 的 吉 积 公式 归纳 为 一 般 的 三 角 
翅 系 统 : 


Sy rr 十 1)(Gr 十 2)…(r 十 加 一 1) n(n 十 1)(xn 十 2)…(n 十 pp) 
ri p! (p 二 1)! 


(5. 3) 


朱 世 杰 还 讨论 了 以 等 差 级 数 >r 的 和 式 、 二 阶 等 差 级 数 2"v 的 和 式 
分 别 为 两 个 新 级 数 的 一 般 项 的 情形 。 在 前 一 情形 中 ,获得 公式 


3 rl(r 二 1) 三 n(n 二 1)(n2) 


之 21 31 (5. 4) 


在 此 基础 上 不 断 以 和 式 为 下 一 级 数 的 一 般 项 ,得 到 第 一 类 高 阶 等 差 级 数 (三 
角 埃 系统 ) 的 一 般 公 式 (5. 3) ,在 后 一 情形 中 ,获得 公式 
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Sp = nnt 1)(272 十 1) 
朱 世 杰 不 断 以 其 和 式 为 新 级 数 的 一 般 项 ,于 是 得 到 系列 公式 


"rl(r| 1)(2r+1) 2 忆 7r(r 十 1) ~ r(r| 1) 
= 一 一 一 一 CH. BD 
2 31 | | 


从 而 引出 形 如 > 一 的 高 阶 等 差 级 数 , 即 岚 峰 形 霹 系 统 ,其 一般 形 式 
r=1 4! 


rr 十 1)(r 十 2)…(r 十 p 一 1) 7 十 1)(02 十 2)…(2 十 力 ) 
过 1 1 
2 中 Co 十 2 AI 
(5..6) 


男 外 ,从 《四 元 玉 鉴 ) 所 用 “ 古 法 七 乘 方 
图 ”51]( 图 5.1) 可 以 看 出 ,第 一 组 的 级 数 恰 
好 是 从 左边 开始 的 第 p 十 1 条 和 斜 线 的 数字 的 
延伸 ,第 p 条 和 斜 线 上 最 初 n 个 数字 的 和 恰好 
等 于 第 Pp 十 1 条 斜 线 上 的 第 个 数 。 因 此 , 认 
为 朱 世 杰 的 第 一 组 级 数 很 可 能 就 是 直接 从 这 
个 图 得 到 的 ,这 不 是 没有 道理 的 。 他 虽然 只 
算 到 pp == 6 的 情形 ,但 是 很 明显 ,p 是 任何 正 
整数 的 时 候 都 成 立 。 


EEA EN EA 


至 于 第 二 组 级 数 怎样 得 出 , 朱 世 杰 同 样 中 -一 一 
没有 说 明 ,很 可 能 也 是 通过 推广 的 “ 古 法 七 乘 
方 图 ? 求 得 的 。 如 把 朱 世 杰 的 “ 古 法 七 乘 方 “ 古 法 七 乘 方 图 " 
图 ”的 各 斜 行列 成 数列 , 则 其 


图 5.1 《四 元 玉 鉴 ) 中 的 


第 1 斜 行 的 前 个 数目 和 为 D1 
第 2 斜 行 的 前 4 个 数目 和 为 


0+ 2 (4 一 1) 一 二 
k=2 21 


[C1] 朱 世 杰 . 四 元 玉 鉴 LM]. 宛 委 别 藏 本 . 南京 : 江苏 古籍 出 版 社 ,1988. 
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第 3 斜 行 的 前 个 数目 和 为 


0+0+ 2 1) (Ck 2) 一 了 no 1)(n— 2) 


第 4 斜 行 的 前 个 数目 和 为 


0+0+0 二 了 证 Dk— 2)(k 3) = nln 1D)(n—2)(n— 3) 
k=4 . . 


恰好 符合 三 角 反 公 式 (5. 3) ,并 为 朱 世 杰 招 差 公 式 


fn) = nA nn DA | inn 1D)(n 一 2) 和 十 


1 


in 1)(n—2)(n— 3)A’ (5. 7 


公式 的 系数 恰好 是 “ 古 法 七 乘 方 图 ”从 左边 开始 的 斜 线 的 数字 的 和 ,把 
公式 推广 到 一 般 情 况 并 不 困难 。 因 此 ,可 以 认为 朱 世 杰 由 “ 古 法 七 乘 方 图 ” 
导出 其 三 角 埃 系统 。 

朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》 也 载 有 大 量 的 埃 积 知识 ,其 "堆积 还 原 门 ” 中 涉及 
的 霹 积 包括 : 莹 草 、 圆 箭 、 三 角 埃 、 四 角 志 等 系统 。 此 外 ,杨辉 的 (田亩 比 类 乘 
除 捷 法 兴 1275) 中 也 有 圭 埃 、 梯 、 圆 箭 、 方 箭 的 问题 ,其 (算法 通 变 本 末 》 
(1274) 中 也 有 三 角 霹 、 四 隅 埃 问 题 。 这 两 本 宋 元 数 学 书 是 和 算 过 积 术 知 识 
的 直接 来 源 。 


5.2 ” 关 孝 和 的 埃 积 术 


翅 积 知识 因 宋 元 数学 著作 在 明代 的 失传 而 在 中 国 一 度 被 冷落 ， 它 通过 
《 算 学 启蒙 》《 杨 辉 算 法 》 在 日 本 传播 而 被 和 算 家 所 接受 ,并 对 和 算 的 代数 学 
与 无 穷 小 分 析 的 发 展 产生 重要 作用 。 江 户 初期 的 和 算 书 中 零散 地 出 现 一 些 
数列 求 和 问题 ,如 《新 编 尘 动 记 》( 吉 田光 由 ,1697) 中 的 “ 鼠 算 ”12,《 算 法 六 
疑 抄 兴 矿 村 吉 德 ,1660) 中 的 求 等 比 数列 .等 差 数 列 和 问题 ,这 些 问题 又 出 现 


C1] 类 似 于 斐 波 那 契 的 “兔子 问题 ”。 


第 5 章 级 数 求 和 算法 : 霹 积 术 157 


于 《 改 复 记 》 山田 正 重 ,1659)《 算 租 》( 村 松茂 清 ,1663) 《古今 算法 记 》( 泽 
口 一 之 ,1671) 等 书 中 ,但 都 不 是 一 般 性 的 算法 公式 。 

关 孝 和 是 第 一 位 系统 研究 埃 积 术 的 和 算 家 ,其 埃 积 术 研 究 成 果 被 弟子 
们 概括 在 《 括 要 算法 》1712) 和 《大 成 算 经 》(1711) 中 , 括 要 算法 》 元 卷 “ 埃 
积 术 解 ?中 包含 “ 方 埃 ” 与 “ 训 井 ”两 种 类 型 的 埃 积 公式 ,所 谓 方 埃 (又 称 作 


乘 方 吉 ) , 即 S, 一 ir 系列 ,今天 常 谓 之 为 客 和 公式 ;所 谓 衰 埃 , 指 S, = 


n 


粹 林 : 因 
十 1 


r 二 pl1 
中 | 
均 已 出 现 , 而 乘 方 找 系列 在 宋 元 数学 中 只 出 现 平方 埃 , 而 没有 出 现 一 般 
形式 。 
在 方 埃 部 分 , 关 孝 和 首先 给 出 p 二 1，2,，3, 4，5,… 的 一 系列 公式 : 
圭 夫 演 段 : 置 基数 , 自 乘 之 ,得 数 与 一 个 相 消 , 得 式 。 置 诗 壤 原 法 
二 ,内 减 一 级 数 [一 个 ], 余 一 为 实 。 以 二 级 数 [二 个 ] 为 法 、 实 如 法 而 一 ,得 
二 分 之 一 ,为 加 ,是 逐 乘 二 级 之 取 数 也 。 
平方 吉 演 段 : 置 基数 ,再 自 乘 之 ,得 数 与 一 个 相 消 ,得 式 。 置 二 级 数 
[三 个 ], 取 二 分 之 一 得 [一 个 二 分 个 之 一 ], 一 级 数 [一 个 ]、 二 位 相 并 , 共 得 
[三 个 二 分 个 之 一 ] 、 通 分 内 子 , 得 五 . 寄 位 。 置 平方 培 原 法 三 ,以 分 母 二 相 
来 ,得 六 | 自 寄 位 数 多 者 ,为 加 , 少 者 ,为 减 ,后 仿 之 | 内 减 寄 位 、 余 一 为 实 。 置 
三 级 数 [ 三 个 ] ,以 分 母 二 相 乘 ,得 六 为 法 。 实 如 法 而 一 ,得 六 分 之 一 ,为 
加 .是 逐 乘 三 级 之 取 数 也 。 
立方 吉 演 段 : 置 基数 ,三 自 乘 之 ,得 数 与 一 个 相 消 ,得 式 。 置 二 级 数 
[四 个 ], 取 二 分 之 一 ,得 [二 个 ]。 置 三 级 数 [ 六 个 ], 取 六 分 之 一 ,得 [一 个 ]、 
一 级 数 [一 个 ], 三 位 相 并 , 共 得 [四 ], 寄 位 。 置 立方 培 原 法 四 ,内 减 再 寄 ， 
恰 尽 , 故 四 级 之 取 数 , 空 也 。 
三 乘 方 吉 演 段 : 置 基 数 ,四 自 乘 之 得 数 ,与 一 个 相 消 , 得 式 。 置 二 级 
数 [五 个 ], 取 二 分 之 一 ,得 [二 个 二 分 个 之 一 ]。 置 三 级 数 [ 一 十 个 ], 取 六 分 
之 一 ,得 [一 个 三 分 个 之 二 ]、 四 级 取 数 空 、 一 级 数 一 个 ,三 位 以 遍 通 术 求 同 
分 母 六 、 通 分 内 子 , 得 三 十 一 、 寄 位 。 置 三 乘 方 坷 原 法 五 \ 以 分 母 六 相 
乘 、 得 三 十 ,以 减 寄 位 、 余 一 为 实 。 置 五 级 数 [ 五 个 ], 以 分 母 六 相 乘 ,得 三 


系列 。 衰 埃 系 列 在 《 算 学 启蒙 》《 杨 辉 算法 》 中 
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十 为 法 、 实 如 法 而 一 ,得 三 十 分 之 一 ,为 减 . 是 逐 乘 五 级 数 取 数 也 。 

四 乘 方 培 演 段 : 置 基数 ,五 自 乘 之 ,得 数 与 一 个 相 消 , 得 式 。 置 二 级 
数 [ 六 个 ], 取 二 分 之 一 得 [三 个 ]。 置 三 级 数 [一 十 五 个 ], 取 六 分 之 一 得 [二 
个 二 分 个 之 一 ]。 四 级 取 数 空 、 一 级 数 [一 个 ], 三 位 相 并 , 共 得 [六 个 二 分 个 
之 一 ] , 寄 位 。 置 五 级 数 [ 一 十 五 个 ], 取 三 十 分 之 一 ,得 [二 分 个 之 一 ], 以 减 
寄 位 , 余 六 个 再 寄 。 置 四 乘 方 培 原 法 六 ,内 减 再 寄 , 恰 尽 , 故 六 级 之 取 
数 , 空 也 。 

五 乘 方 翅 演 段 : 置 基 数 , 六 自 乘 之 ,得 数 与 一 个 相 消 ,得 式 。 置 
二 级 数 [七 个 ], 取 二 分 之 一 得 [三 个 二 分 个 之 一 ]。 三 级 数 [ 二 十 一 个 ]， 
取 六 分 之 一 得 [三 个 二 分 个 之 一 ]。 四 级 取 数 空 、 一 级 数 [一 个 ]、 三 位 
相 并 , 共 得 八 个 , 寄 位 。 置 五 级 数 [ 三 十 五 个 ], 取 三 十 分 之 一 ,得 [一 个 
六 分 个 之 一 ] ,六 级 取 数 空 、 以 减 寄 位 , 余 [ 六 个 六 分 个 之 五 ] 通 分 内 子 ， 
得 四 十 一 、 再 寄 。 置 五 乘 方 翅 原 法 七 ,以 分 母 六 相 乘 ,得 四 十 二 ,内 
减 再 寄 , 余 一 为 实 , 置 七 级 数 [七 个 ], 以 分 母 六 相 乘 ,得 四 十 二 为 法 、 
实 如 法 而 一 ,得 四 十 二 分 之 一 为 加 .是 逐 乘 七 级 之 取 数 也 。 余 恬 
效 之 [1] 


这 些 演 段 术 所 描述 的 乘 方 埃 系 列 公式 如 下 : 


丰 才 积 Si 一 >)7 一 [2 十 1)x] 二 2 一 (十 芭 
1 


n 


平方 氮 积 S, 一 Dr 二 [(2n 十 3)n 十 1jn 一 6 二 C2m 十 37 十 n) 


r=1 


立方 埃 积 S; 一 Dr 一 [GO 十 2)2 十 1 性 二 4 一 I 二 27 十 nn) 
r=] 


n 


三 乘 方 吉 积 S, 二 > rm = {[(6n 十 15)n 十 10]x 一 1}n -30 


入 二 和 
1 


3056m 十 15 驻 十 1073 一 n) 


El 


NA 


并 邦和 . 括 要 算法 [AJ. 元 丛 . 平山 谤 . 下 平和 夫 , 认 濑 秀 雄 编 . 天 孝 和 全 集 LZ]. 大 阪 : 大 阪 教 育 
加 书 ,1974: 284. 
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四 乘 方志 积 S; 一 yr 二 {[(2n 十 6nd5]n 一 1}m 二 12 
r=1 


= (2m -6mw 十 5724 一 22) 


n 


五 乘 方 埃 积 S, 二 > ) 六 一 [L(LG62 十 21)2 十 21] 人 一 7)2 十 1jn 一 42 


《67 二 21n 十 21752 一 773 十 7) 


六 乘 方 折 积 S; 一 Dr 二 {[((3n 二 + 12)n+1dDn m7|n 2})n -24 
| gd | 


= 3 -12n 十 1475 一 771 十 2722) 


七 乘 方志 积 S 一 Sip 二 [{[{(Q0n 十 45)n 十 60}77 一 42 jr 十 20}w 一 3jn 二 90 
1 


= go -45n 十 60n 一 42n’ 二 20% 一 377) 


八 乘 方 域 积 S, 一 DD =[{[{(2ndT10n+15)r 114 lw —3hr -20 


中 
= 20C2m7 -10n 二 15n 一 1425 二 10n' 一 372) 


九 乘 方 埃 积 So = 2)r" 二 {[{[{(6n 二 33)n 十 55}n? 一 66]72 十 66}n? 


1 
66 


33j] 到 十 5}n 二 66 = 二 二 (6n1 十 33n" 十 55n? 一 66777 -| 


66n’ — 33n’ + 5n) 


十 乘 方志 积 Si 一 Sn 二 {[{[{C2n 十 12)n 二 22}n 一 33]n 十 447722 


33]z 二 +10}n? 二 24 一 Cm 上 1272 十 22720 


3378 十 4475 一 33n 十 10722) 


关 孝 和 不 仅 给 出 了 以 上 公式 ,而 且 综合 地 观察 这 系列 公式 ,注意 到 这 些 
公式 的 系数 符合 一 定 的 数列 规则 , 即 如 图 5- 2 及 表 5. 1 所 示 。 
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他 给 出 生成 此 数 表 的 一 个 法 则 ,过 程 如 下 。 
首先 给 出 一 个 “ 式 图 ” 表 , 即 二 项 式 展开 的 系数 表 5. 2: 


表 5.2 

1 级 | 2 级 |3 级 |4 级 |5 级 |6 级 |7 级 |8 级 | 9 级 es 12 级 |13 级 | 原 法 
基 数 | 1 1 1 
在 埃 | 1 0 2 
平方 埃 | 1 3 3 0 3 
立方 斤 | 1 4 6 4 0 4 
三 乘 志 | 1 | 5 | 10 | 10 5 0 5 
四 乘 志 | 1 | 两 | 闸 | 咕 |6 0 6 
五 乘 埃 | 1 好 21 | 驻 | 天 | 殉 | 名 [0 7 
六 乘 埃 | 1 8 |28|56|70|56| 28| 8 0 | | 8 
七 乘 埃 | 1 9 | 36 | 84 |126|126| 84|36|09 | 。 | 9 
八 乘 乾 | 1 10 | 45 | 120 | 210 | 252 | 210 | 120 | 45 | 10 | 0 10 
九 乘 埃 | 1 11 | 55 | 165 | 330 | 462 | 462 0 11 
二 乘 捆 


然后 根据 此 数 表 中 的 数 ,按照 以 下 计算 规则 和 程序 计算 出 各 级 取 数 : 


〈 诗 埃 原 法 一 圭 埃 一 级 ) 一 圭 埃 二 级 = 二 级 取 数 
[平方 埃 原 法 一 (同一 级 十 同 二 级 X 二 级 取 数 )] 二 同 三 级 = 三 级 取 数 
[立方 壤 原 法 一 (同一 级 十 同 二 级 X 二 级 取 数 十 同 三 级 X 三 级 取 数 )] 二 同 四 
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级 二 四 级 取 数 
[三 乘 方 埃 原 法 一 (同一 级 十 同 二 级 义 二 级 取 数 十 同 三 级 X 三 级 取 数 十 
同 四 级 义 四 级 取 数 )] 二 同 五 级 一 五 级 取 数 
[四 乘 方 埃 原 法 一 (同一 级 十 同 二 级 X 二 级 取 数 十 同 三 级 X 三 级 取 数 十 
同 四 级 X 四 级 取 数 十 同 五 级 X 五 级 取 数 ) ] 二 同 六 级 = 六 级 取 数 
[五 乘 方 埃 原 法 一 (同一 级 十 同 二 级 X 二 级 取 数 十 同 三 级 X 三 级 取 数 十 
同 四 级 XxX 四 级 取 数 十 同 五 级 X 五 级 取 数 十 同 六 级 X 六 级 取 数 ) 二 同 七 级 = 
七 级 取 数 

[六 乘 方 燥 原 法 一 (同一 级 十 同 二 级 X 二 级 取 数 十 同 三 级 X 三 级 取 数 十 
同 四 级 Xx 四 级 取 数 十 同 五 级 X 五 级 取 数 十 同 六 级 X 六 级 取 数 十 同 七 级 X 七 
级 取 数 )] 二 同 八 级 王八 级 取 数 


如 果 各 级 取 数 用 B; 表 示 , 则 


1 
忆 


de 


二 级 取 数 Bi == (2 一 1) 二 2 = 


| 
CD 
| 
J 
一 
| 


三 级 取 数 B, = 


四 级 取 数 B， = 4 一 (1+4x 卫 +6X) 4=0 


五 级 取 数 B, = |5 一 (1 十 5X 立 十 10X 二 十 10X0) 上 5 一 一 半 


七 级 取 数 B, 一 


1 1 
六 级 取 数 Bs 一 | 6 一 (1+6X 记 十 15x -20x0—15X ) :6=。 
2 6 30 
7 一 ( 


1 1 1 
1 十 7 21 H35X0 一 35 2x9) | 
+7X 忆 二 1X 避 十 35X RR x0) (=7 


八 级 取 数 B, 一 | 8 (+8xX 记 十 28X 训 十 56X0 一 70X 记 十 


ls 
56X0+28xX75)|+8=0 
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1 1 1 
九 级 取 数 Bs 二 [9 一 (1+9X 志 十 36X 志 十 84X0 一 126X 吉 十 


1 1 
126 X04+84X 一 十 36 0) | 二 9 = 一 二 
X00 二 高 六 污 十 x0) 


十 级 取 数 B, 一 | 10 (1+10X 广 十 45X 计 十 120X0 一 210X 高 + 


1 1 
252 X04+210X 一 十 120X0 一 45 | .10=0 
X0 十 210X 态 十 120XX 这 二 | 


十 一 级 取 数 Bu 一 | 11 (1+11x 记 十 55X 记 十 165X0 一 330X 训 


十 462 X0 十 462X 店 十 330X0 一 165X 高 十 


5x0)]=11 一 总 


一 般 地 ， 
2 一 l= (1 二 1 l=GTG+G 二 二 GG 二 十 Cem 
则 有 级 取 数 为 


Bi = [LC “一 (CBuCx + BC 十 也 :Cs 村 十 B ， | 去 克 (其 中 B,=1) 
(5. 8) 


1 1 1 1 9 
4 : By = ;Bi a B. = ， B, = 和 Bl. = 9 米 信 六 纪 
其 中 2 6 4 30 6 42 8 30 10 66 是 数学 史上 


著名 的 伯 努 利 (Jacques Bernoulli，1654 一 1705) 数 列 。 
获得 各 级 取 数 B; 后 ,用 它们 乘 “ 式 图 ”( 表 5. 2) 中 对 应 的 各 级 (各 列 ), 则 
得 到 表 5. 3: 


1 级 | 2 级 | 3 级 | 4 级 | 5 级 | 6 级 | 7 级 | 8 级 | 9 级 | 10 级 |11 级 | 12 级 | 原 法 


圭 如 |11|1|。 | 
- 3 1 
平方 是 | 1 | 一 | 二 | 0 3 
2 2 
| 
立方 拨 | 1 | 2 | 1 0 0 4 
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( 续 表 ) 
1 级 | 2 级 | 3 级 | 4 级 5 级 | 8 级 7 级 |8 级 |9 级 |10 级 |11 级 |12 级 | 原 法 
TT 十 
5 5 1 
Ee 3 ME A € PC 胖 
三 乘 才 | 1 本 本 0 6 0 5 
5 1 
四 乘 塌 | 1 3 一 0 | 一 | 0 0 6 
2 2 
JE 
7 7 1 
一 | 一 0 |- 一 | 0 一 0 学 
五 乘 埃 | 1 2 2 6 6 
14 7 2 
一 0 | 一 | 0 一 0 0 8 
六 乘 埃 1 4 3 a 3 
9 21 3 | 
3 一 0 | 一 一 2 0 | 一 一 | 0 9 
七 乘 堪 | 2 5 9 10 | 
八 乘 吉 | 1 8 0 一 7 0 5 0 一 广 0 0 10 
加 
九 乘 翅 | 1 | 卫 | 至 | oT 二 | 天 | 评 人 其 | 二 | 下 小 站 | 坞 
2 6 2 6 
十 乘 乾 | 1 6 11 0 一 字 0 22 0 一 六 0 5 0 12 
各 级 2 级 | 3 级 | 4 级 |5 级 |6 级 |7 级 |8 级 |9 级 |10 级 |11 级 |12 级 


对 此 表 各 行 数 分 别 进行 通 分 ,就 得 到 表 5. 4。 


表 5.4 
圭 埃 1 1 0 | | | | | | 和 
平方 埃 2 3 1 0 | 6 
ee 1 2 1 0 0 4 
三 乘 夫 6 15 10 0 一 六 0 30 
四 乘 才 2 6 5 | 0 = 0 | 0 12 
i 6 21 | 21 0 = 0 1 | 0 | | 42 
六 乘 夫 3 a 14 | 0 = 0 2 0 0 24 
七 乘 塌 | 10 | 45 | 60 | 0 I-42| 0 |20|10|1-—3|0 | 90 
八 乘 埠 | 2 | 10 |115 | 0 |—14| 0 | 10 0 | 一 3| 0 0 本 20 
九 乘 协 6 33 58 | 0 —66| 0 66 0 —33| 四 8 0 66 
十 乘 才 2 12 22 0 | 诅 44 0 一 3 小 - 认 10 0 0 24 
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表 5.5 
7212 nll nto 729 ns n’ ne ns nt ns 172 n no 
诗 壤 | 1 0 入 
平方 埃 | 2 3 1 0 6 
立方 霹 | 1 1 0 0 4 
三 乘 霹 @ | 站 玖 | VW. 1 二 1| 1 30 
四 乘 埃 | 2 6 5 0 |—1| 0 0 12 
五 乘 埃 6 2 Y =F | 1 0 42 
六 乘 志 3 12 | 14 0 -7 | 0 多 0 0 24 
七 乘 埃 | 10 | 45 | 60 td | = 0 20 0 |=3| 6 90 
八 乘 埃 2 10 | 5 © |=14| 0 lO | © |—3| 0 0 20 
九 乘 才 6 |33|55|01-66|01661|10 |—33| 0 5 | 0 | 66 
十 乘 乾 | 2 | 12 122 | 0 1-33| 0 144|10 1=-33| 0 |10|0 丰 | 强 


Copyright 1998, Ky 


ersity Library 


图 5.2 《 括 要 算法 * 吉 积 术 解 " 中 的 推演 图 
以 上 所 述 关 孝 和 的 方法 ,相当 于 给 出 宕 和 公式 
尹 十 | 


| 1 p 
S,(n—1) = >)r’= > 


二} 因 寺 8 


Bnet * (5, 9) 


其 系数 Bi 力 伯 努 利 数列 ,是 Jacques Bernoulli 发 现 的 ,其 遗 稿 于 1713 


第 5 章 级 数 求 和 算法 : 埃 积 术 165 


年 发 表 于 Ars Conjectandi, 比 关 考 和 的 《 括 要 算法 》(1712) 出 版 时 间 要 
晚 5121 伯 努 利 导 出 的 寡 和 公式 为 


1 p . pp— Dp — 2p 
netl p B pl n? 
Dy 3 十 六 十 2 172 41 让 
pp—Dp eh 3)(p Dp ps 
pp—D DP 2 Pp 9p 一 
8! 


他 渤 一 步 地 说 明 , 式 中 的 B, 忆 ,及 ,…, 分 别 是 了 这，》)，》) 玉 ，… 等 和 


式 中 最 后 一 项 的 系数 ( 即 的 系数 ), 也 就 是 B, 一 : i ee 二， 成 二 


1 i AT SS 

二 伯 努 利 数列 在 三 角 函 数 、 对 数 函 数 的 无 穷 级 数 展开 式 中 有 广泛 的 应 用 。 

以 下 说 明 关 邦和 方法 的 正确 性 "?]。 

设 

S 了 Bo A 7 p Alin p—!l A? p—2 dk 
es Zur pay i 十 十 Ain” 十 … 十 
‘nt*+… 十 Ar ?n+ Ar?!n) (5. 10) 

由 Cr 十 1 = 二 Cor? 二 Cpr* 十 Cper* 十 十 Chr? 人 十 十 C2 十 Cor? 
把 > 一 23 7 分别 代入 ,显然 有 

2 二 G1? 十 Gl 十 Cp1? 十 十 C1? 人 十 十 C21 十 C219 

3? 二 02? 十 Cp2* 十 Cp2* 十 十 C422 人 十 … 十 C92 十 C229 


(十 17 二 Cm 十 Cpn” 十 Cen 十 一 十 Com? 十 十 Ct ni 十 Con? 
对 此 系列 等 式 进行 秋 加 ,得 


p> (r 十 1)? 一 Cig Dp 
7 一 1 r=] 


r=1 


[C1] 蒋 原 松 三 郎 .和 算 史 研究 (其 十 二 )[A]. 帝国 学 士 院 记事 ,1943,3(2): 374. 另 见 : 苹 原 松 三 
郎 先生 数学 史 论 文 刊行 会 篇. ne 仙台 : 东北 大 学 出 版 会 ,2007: 124. 
C2 ] 加 蒋 平 左 生 门 . 和 算 D 研 究 ， 办 论 [LM]. 日 本 学 术 振 内 会 刊 . 东京 : 丸 善 株式 会 社 ,1954: 252. 
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n n n 
k 一 上 Ap 一 1 1 0 
i 
7r 一 1 r 一 1 FE 


即 y (r 二 1)7? Si CD 
r=1 =1 r=1 r=1 
CD pt Di 4 or Dy 
r=1 r=1 r=] 


亦 即 (2 十 1) 一 1 一 CI Dr 二 CD rr 十 … 十 
六 一 了 


全 > … 十 CO Dr 


+=1 r 一 1 
根据 二 项 式 定 理 , 有 
(nn 二 DD? 一 1 一 Cn? 十 Cn 十 Gn 十 十 Gon 十 … 十 Co n 
二 1 十 Gn 十 Gn? 十 十 Cn 十 … 十 Cn 


所 以 得 到 十 Gn 十 Con 十 十 Cn 十 … 二 Con 
一 C, »3 r? 十 © > rt + > 7 十 a 
| r 一 1 7 一] 
Ce Dy r+nCe 
Ea | 
由 此 式 整理 出 Cl > ;> 所 ,并 把 式 (5. 10) 代 入 各 Cs >)r*', 则 得 
#=1 二 


Cr 和 一 (十 Ca 十 Ca 十 十 Ca 人 十 十 CO 一 
六 = 


各 了 nn 
2 pC 区 多 洛 这， Ye 
CD)r Cy r Co *— WNC, 
r=1 r=] 六 和 


二 (Ww 十 Con 十 Gn 十 十 Cn?Y 二 十 Cn) 一 
-2 


pr 十 Alzae 十 十 Aszt 和 十 .十 


“3 


, , G 
A? 3n: 十 A? 277) CA 十 Ayz22 十 … 十 


A4120 十 十 At 十 A 人 7) 一 


并 


p 


itl 


(Ai 十 Ai 和 十 六 十 As 和 十 十 A 六 十 A 和 7) 一 
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spl CP 
oN th Cn) 
整理 得 
n C2 
CPt+ (0, — A ja + 
esl p 
人 GG 1 
(= 
上 
3 p 2 p_Al p A ) p—3 
(S pl Be poe 
C2 ， -3 CT [> 
4 p 3 p 从 p Al p A!' p—4 
(© epee = 3 De 4 i ?jn 十 
人 Cs C’ Cn 
CC’ p 胡说 p 并 2 p 1 pb A0 ) pi 
( p 力 一 1 2 p—2 3 为 = 让 i p i jn” ”十 
be C2 a C Ee Cr (区 
(c p 二 Si 2 Ai A ) 
C5. 11》 
又 因为 左 式 套用 式 (5. 10) ,得 
CD r= (Adne Ade + Asnt? 4. 
r=] 
Atn? 二 十 A? ?nm 二 Afin) (5. 12) 


比较 式 (5. 11) 与 式 (5. 12) ,于 是 , 推 知 A? 一 1, 并 且 类 推 可 知 
可 (k= 1; Zs 人 p) 
A = BiCo -el (2 ly Zs By wy BY) 
2 人 p 
A pe i 
A2 三 C2 G Al Cs A? 人 三- C2 人 AI1 CG, 
| ? pl ” pp—2°” *? pl” p—2 
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ts CE ne 


2 3 (a 
二 一 Cs = p 1 sg = p 2 2 LC p 下 3 ss 0 GC, 一 B,C 
“2 C3 人 (Cs 


-2 C3 4 
一 C 一 一 jBsCo-， “BaCo- “Bi pg 有 
业 
= 4 一 BC, 
@G2 ，。 C3 C: Ci 
WG 一 Ai 一 一 A 
站 一 于 声 一 2 旋 一 2 十 1 p—i 
| 2 GS 
一 人 2 iB C5 一 BzCp 一 … 一 
C， 人 
FE Go 本 3 B; 1C, 
= = 


1 1 1 1 
即 B, = 2 B= B= 0 


一 去 , … 其 中 的 p, 关 孝 和 称 之 为 原 法 ;B, 关 孝 和 称 之 为 诸 级 取 数 。 


关 孝 和 并 没有 给 出 这 些 公式 的 推导 过 程 ,估计 是 用 招 差 法 获得 的 。 因 
为 在 这 一 卷 中 ,他 把 埃 积 与 招 差 放 在 一 起 进行 解说 ,而 且 首先 介绍 招 差 术 ， 
这 方面 的 论述 请 参阅 冯 立 升 教授 与 竹 之 内 修 教授 的 论文 "115221531。 事实 


[C1] 冯 立 腊 . 关 孝 和 的 自然 数 惫 和 公式 造 术 原理 新 探 LAj. 数学 史 研 究 [C]. 第 七 卷 . 呼和浩特: 内 
蒙古 大 学 出 版 社 ,2001: 110. 

[2] 竹 之 内 修 . 自然 数 O) 累 乘 和 一 一 阅 孝 和 业绩 民情 必 芯 O) 考察 [J. 国际 研究 论 同 (大阪 国际 大 
学 纪要 ) ,1993(6): 25 - 41. 

[3] 竹 之 内 修 . 并 孝 和 中 积 术 ! 了 Vs 区 [站 . 和 算 研究 所 和 要 ,1998(1): 5- 22. 
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上 ,在 《大 统 历法 关 法 原 ” 部 分 ,给 出 "日 月 五 星 平 定 三 差 ,太阳 盘 缩 平 立定 三 
差 之 原 ” 之 后 ,有 这 样 一 段 文字 : 
按 《( 授 时 历 》 于 七 政 盈 缩 ,并 以 吉 积 招 差 立 算 , 其 法 巧合 天 行 ,与 西 
人 用 小 轮 推 步 之 法 ,殊途同归 。 然 世 所 传 《 九 章 ) 诸 书 ,不 载 其 术 ,《 历 
草 》 载 其 术 , 而 不 言 其 故 。 宣 城 梅 文 易 为 之 图 解 ,于 平 差 、 立 差 之 理 , 声 
积 之 法 ,民有 以 发 明 其 所 以 然 。 有 专 书 行 于 世 , 不 能 备 录 , 谨 录 《 招 差 图 
说 》, 以 明 立 法 之 大 意 云 [1 
这 里 也 是 把 埃 积 与 招 差 连用 ,表明 明 清 时 期 的 中 国 历 算 家 与 和 算 家 一 
样 ,都 认为 埃 积 与 招 差 有 内 在 的 联系 而 互相 为 用 。 


5.3 ”其 了 他 和 算 家 的 埃 积 术 


《 括 要 算法 》 之 后 , 埃 积 问题 成 为 和 算 家 热衷 于 研究 的 重要 课题 之 一 ,一 
直到 幕末 ,这 类 问题 广 见 于 和 算 书 中 , 和 家 一 方面 构造 不 同 的 需 和 公式 ,一 
方面 构造 方 壤 与 衰 埃 以 外 的 不 同类 型 的 高 阶 等 差 数 列 , 久 留 岛 义 太 、 松 永 良 
强 ` 有 马 赖 德 (Arima Yoriyuki，1714 一 1783)、 会 田 安 明 (Aida Yasuaki， 
1747 一 1817)、 和 田 宁 (Wata Yasushi，1787 一 1840)、 御 粥 安 本 (Gokayu 
Yasumoto，1794 一 1862) .平野 喜 房 (Hirano Kibo, 生 卒 年 不 详 ) 等 人 的 工作 
比较 具有 代表 性 , 现 分 别 介 绍 之 


5.3.1 久 留 岛 义 太 的 方 过 术 
久 留 岛 义 太 的 稿 本 著作 《 开 方 和 术 》( 著 作 时 间 不 详 ) 中 含有 “方志 术 ”内 

容 , 他 给 出 了 与 关 孝 和 推演 方法 不 同 的 乘 方志 埃 积 公 式 : 
S, 一 yy 三 


p 
pr (5. 13) 
r=1 


其 中 : p 十 1 称 作 原 法 ;A,。，Al，A,，A;，… 依 次 称 作 初级 数 、 二 级 数 、 三 级 
数 、 四 级 数 、… ,确定 它们 的 方法 如 下 '?]: 


[1] 张 廷 玉 等 . 明史 “。 志 第 九 LMJ. 北京 : 中 华 书局 ,1974: 591. 
[C2] 久 留 岛 义 太 . 开 方 和 术 [LMJ. 学 士 院 藏 稿 本 . 0926 号 . 
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原 法 : 平方 培 者 三 ,立方 吉 者 四 ,三 乘 方 培 者 五 ,四 乘 方 坷 者 六 ,条 

初级 数 : 每 乘 以 一 为 初级 数 [ 求 得 每 级 数 而 用 齐 分 之 后 ,以 同 分 母 定 为 初 
级 数 也 ]; 

二 级 数 : 置 原 法 ,二 除 , 为 二 级 数 , 常 正 。 

三 级 数 正 : 原 法 三 除 , 以 减 二 级 数 , 余 以 原 一 差 [ 原 法 内 减 一 , 余 也 。 后 
仿 之 ] 相 乘 ,二 除 , 为 三 级 数 。 

四 级 数 空 : 原 法 四 除 ,以 减 二 级 数 , 余 以 原 一 差 相 来 ,三 除 ,以 减 三 
级 数 , 余 以 原 二 差 [ 原 法 内 减 二 , 余 也 。 后 原 三 差 、 原 四 差 之 数 仿 之 ] 相 乘 ,二 
除 , 为 四 级 数 [乃至 与 前 级 数 相 减 而 适 尽 者 ,其 级 为 空 ,后 仿 之 ]。 

五 级 数 负 : 原 法 五 除 ,以 减 二 级 数 , 余 以 原 一 差 相 乘 , 四 除 , 以 减 三 
级 数 , 余 以 原 二 差 相 乘 , 三 除 , 以 减 四 级 数 [ 正 无 人 , 故 五 级 为 负 ,后 仿 之 ], 余 
以 原 三 差 相 乘 , 二 除 ,为 五 级 数 。 

六 级 数 空 : 原 法 六 除 , 以 减 二 级 数 , 余 以 原 一 差 相 来 ,五 除 , 以 减 三 
级 数 , 余 以 原 二 差 相 乘 , 四 除 , 以 减 四 级 数 [为 负 ], 余 以 原 三 差 相 乘 ， 三 
除 ,以 减 五 级 数 [为 空 ]。 

七 级 数 正 : 原 法 七 除 ,以 减 二 级 数 , 余 以 原 一 差 相 梯 ,六 除 ,以 减 三 
级 数 , 余 以 原 二 差 相 乘 , 五 除 , 以 减 四 级 数 , 余 [为 负 ] 以 原 三 差 相 乘 , 四 
除 ,以 减 五 级 数 , 余 以 原 四 差 相 乘 , 三 除 , 以 减 六 级 数 , 余 [ 负 无 人 , 故 七 级 数 
为 正 ] 以 原 五 差 相 乘 , 二 除 , 为 七 级 数 。 

八 级 数 以 上 , 推 前 术 求 之 , 今 不 珊 。 
即 按照 以 下 方式 计算 出 原 法 和 各 级 数 : 
原 法 m == p 十 1， 


初级 数 A， 】 5 
二 级 数 A, 一 


三 级 数 As 一 于 二 (4 a 


四 级 数 As 一 呈 二 | A i 2) |=0, 
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五 级 数 A 一 一 A | we el 


六 级 数 As 一 |A a, wae A 人 jw 


沁 3 4 5 
AxHi 一 0 
( 轧 一 2&) 十 2 ( 2k) 十 2 ( 2k) 十 3 
二 二 她 中 2 3 
[Cp—2k) +2][p— 2k) 十 3][(p 一 28) 十 4 
Az 3 


2。3。14 


Iyer LCP—28) + 2 Cp— 2k) + 3 (p— 2k) 十 4 PA 
2。3%44s， wr。2, | 


(1 [Lp 一 2 人 十 2 一 28) 十 3]LCp 一 28) 十 4 2 二 DA 
2。3。4。…。(2R 十 ]) 


( 


在 久 留 岛 义 太 的 吉 积 公式 中 没有 采用 伯 努 利 数 ,公式 之 后 , 久 留 岛 义 太 
又 给 出 了 由 奇 乘 埃 公 式 生成 偶 乘 埃 公 式 的 方法 ,其 术 文 如 下 ， 

盖 以 奇 乘 为 正 生 , 以 偶 乘 抬 为 副 生 也 。 

副 生 术 上 日 : 从 平方 翅 生 立方 翅 , 从 三 乘 方 井 生 四 乘 方 翅 , 递 如 此 。 
其 例 云 : 级 数 者 , 常 增 最 上 空位 ,而 下 上 第 二 级 者 ,用 其 翅 原 法 半 , 不 用 
前 吉 数 ;其 他 级 数 者 ,就 前 培 , 最 上 级 数 一 除 .次 三 级 二 除 、 又 次 三 级 三 
除 、 次 之 三 级 四 除 、 又 下 三 级 五 除 、 次 六 除 、 次 七 除 、 以 至 于 最 下 级 , 则 为 
副 生 之 方 培 每 级 数 也 。 但 积 法 者 ,从 各 乘 原 法 耳 , 求 得 每 级 数 之 后 , 依 

分 之 本 整 每 级 数 , 就 以 同 分 母 乘 原 法 ,为 积 法 也 511。 
对 于 偶数 训 〈 即 奇 乘 埃 ) , 设 奇 乘 吉 公 式 为 


3; 一 A ne 十 A 二 An 十 … 十 ADin 十 AYn] 


由 此 生成 p 十 1 乘 〈 即 偶 乘 埃 ) 的 志 积 公式 


SA 2 [LA Yn p+2 下 7 a n? 十 … “AL in :ALI 可 
p 本 


[1] 久 留 岛 义 太 . 并 方 和 了 术 [LMJ. 学 士 院 藏 稿 本 . 


172 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 研究 之 部 和 算 中 源 


在 S 的 和 式 中 ,按照 降 寡 排列 , Ao” 为 最 下 级 , Ay? 为 最 上 级 。 由 S, 的 
系数 A;” 生 成 S, ,1 的 系数 A;:*”。 其 演算 如 下 : 


首先 计算 A%i 二 0, AP 二 二 (p 十 2)， 


然后 计算 数列 : 


(p) (p) (p) (p) (p) (p) (p) 
A 轴 区 A At 


Ye 2 9 3 9》 4 9 9 p 9 p 多 p 
| 
2 2 21 


对 这 一 系列 分 数 进行 通 分 ,其 分 母 为 Mo ,各 分 子 分 别 是 Mo， Mi，M;， 
Ms ,…。 把 分 母 Mo 与 S41 的 原 法 p 十 2 相 乘 的 积 Mo (p 十 2) , 称 做 积 法 。 
最 后 按照 以 下 关系 进行 计算 : 


Magm = M, 
M,Cp 再 前 志 斋 


MAY = M, 


M, AS 主 - M; 


(p+1) 
MA = Mz 
! 


于 是 得 到 


S = 10D Me HM HMonrt ee Ma) (10 


5.3.2 松永 良 强 的 翅 积 术 

关 流 二 传 弟子 松永 良 汤 对 埃 积 问题 做 了 更 广泛 的 研究 ,研究 成 果 主 要 
记录 在 稿 本 《算法 全 经 。 埃 积 兴 著作 时 间 不 详 ) 和 《太阴 率 》(1738) 中 。 

1. 《算法 全 经 翅 积 》 中 的 才 积 内 容 

《算法 全 经 。 翅 积 ) 系 统 地 讨论 各 类 埃 的 求 积 问题 ,是 对 关 孝 和 关于 方 
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壤 与 衰 烘 研究 成 果 的 重要 发 展 。 内 容 如 下 : 
1) 衰 翅 
(1) 豪 过 标 17: 


即 二 项 式 系数 表 ( 如 表 5. 6)。 
表 5.6 
a 
圭 三 角 再 乘 三 乘 四 乘 五 乘 

一 号 1 1 1 | 1 | 1 1 

二 号 2 | 3 | 4 5 6 7 

| 3 6 10 15 21 28 

四 号 4 10 20 35 56 84 
五 号 5 15 35 70 126 210 
六 号 6 21 56 128 252 462 
七 号 7 28 本 84 210 | 462 924 
八 号 8 36 120 330 792 1716 
九 号 9 | 45 165 495 1 287 3 003 
十 司 10 55 220 715 2 001 5 005 
十 一 号 11 66 286 1 001 3 003 | 8 008 
Re 12 78 | 364 1 365 l 4 368 12 376 
十 三 号 13 91 455 1 820 6 188 18 564 
十 四 号 14 105 560 2 380 8 568 27 132 
十 五 号 15 120 680 中 3 060 11 628 38 760 

| 
十 六 号 - 16 | 136 816 3 876 15 504 54 264 
十 七 号 17 | 153 ] 969 4 845 20 349 74 613 
| 

十 八 号 18 1 140 5 985 26 334 100 947 
十 九 号 33 649 134 596 


42 504 177 100 


[1] 标 ,繁体 字 写 作 ” 标 ”, 以 旁 略 书 作 * 票 ”在 日 语 中 ,读音 与 “ 表 ” 相 同 , 所 以 应 该 是 “ 表 ” 的 异体 
字 , 在 松永 良 强 的 著作 中 ,有 时 写作 * 标 ”, 有 时 写 票 ”。 
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第 一 号 基数 也 ,第 二 号 名 日 原 ; 原 加 一 个 , 乘 原 数 ,得 数 二 除 , 为 第 三 号 ; 
原 加 二 个 , 乘 三 号 ,得 数 三 除 , 为 第 四 号 ; 原 加 三 个 , 乘 中 号 ,得 数 四 除 , 为 第 
五 号 ; 原 加 四 个 , 乘 五 号 ,得 数 五 除 ,为 第 六 号 ; 递 如 此 ,而 得 各 乘 衰 志 积 511 
表 5. 6 为 Ci: 数 表 , 为 诸 号 , 表示 在、 三 角 .再 乘 等 。 下 文中 的 各 类 
误 夫 便 是 此 数 表 中 的 某 列 数 。 


(2) 误 才 式 
以 数 表 形式 ( 即 所 谓 的 “ 误 志 标 习 给 出 各 种 衰 埃 的 埃 积 公式 , 衰 埃 标 即 
Co (n+ AH (5. 15) 
0 二 II J i 
中 A’ 数 表 (i 为 原 法 ) 。 其 表 如 表 5. 7。 
表 5.7 
原 法 
| 0 1 1 圭 1 
0 用 3 1 汪 多 
0 6 11 6 1 再 乘 bs 
0 24 50 35 10 1 三 乘 4 
0 120 274 225 85 15 1 四 乘 称 
0 720 1 764 1 624 735 175 21 1 五 乘 6 
递 如 此 ，| 前 埃 下 级 | 前 井下 级 | 前 埃 下 级 | 前 霹 下 级 | 恒 一 
级 数 加 上 级 加 上 级 加 上 级 加 上 级 


表 5.7 下 行 的 注 文中 第 一 级 “ 恒 一 ”, 以 下 诸 级 都 是 “前 埃 下 级 乘 原 法 ,加 
上 级 ”为 该 级 之 数 ,意思 是 说 , 式 (5.15) 中 系数 A; 的 生成 方式 如 下 : 


A=]1, A=0G5D), =7AD A (j=, 2, ym) 
这 里 岛 十 入 十 访 十 十 如 二 (i 十 D1! 


2) 方 堪 
(1) 方 埃 式 
“ 方 埃 式 ?以 系数 表 形式 给 出 乘 方 吉 系 列 的 埃 积 公式 ; 
p 
S,(n) 一 由 站 二 pa an? (5. 16) 


[C1] 松永 良 涵 . 算法 全 么 。 埃 积 [Aj. 平 山 详 ,内 有 蒋 浏 篇. 松永 和 良 强 [C]. 松永 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
京 法 合 出 版 株式 会 社 ,1987，; 290. 
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与 4 括 要 算法 》 中 的 公式 相同 , 即 表 5. 8 表示 A 系列 数值 。 


表 5.8 
42 12 30 4 6 2 约法 
0 
1 0 
0 0 0 
= = = 0 
0 0 0 | 0 0 
21 4 10 1 1 0 
21 6 14 2 8 1 0 
6 2 | 6 | 1 2 1 1 
五 乘 四 乘 三 乘 oY 平 圭 


在 表 的 后 面 ,松永 良 嘱 给 出 “ 求 各 级 数 法 ”, 即 求 A, 的 方法 : 
置 所 求 之 吉 乘 数 , 加 二 ,为 因 法 ,就 为 初级 约法 ; 
置 前 吉 初 级 数 , 以 因 法 乘 之 ,以 初级 约法 除 之 ,为 其 吉 初 级 数 ; 


初级 约法 内 减 一 ,为 次 级 约法 ;就 又 减 一 ,为 三 级 约法 ;三 级 约法 减 
二 ,为 五 三 级 约法 ;五 级 约法 减 二 ,为 七 级 约法 ;七 级 约法 减 二 ,为 九 级 


约法 ; 递 求 之 , 尽 前 吉 级 数 而 止 。 
置 前 翅 每 级 数 ,以 因 法 乘 之 ,以 其 级 约法 除 之 ,得 其 吉 每 级 数 。 


凡 求 偶 来 者 , 径 为 得 其 吉 式 ; 若 所 求 奇 乘 者 ,并 奇 级 数 ,与 第 二 级 数 


相 减 之 ,为 最 上 级 数 , 第 二 级 数 多 者 为 正 , 少 者 为 负 。 


倍 第 二 级 数 ,为 约法 。[ 又 术 : 置 前 翅 约 法 ,以 因 法 乘 之 ,以 次 级 约法 除 之 ， 


得 数 又 以 所 求 翅 初 级 数 相 乘 ,以 前 吉 初 级 数 除 之 ,为 其 才 约 法 ,又 同 看 ] [1 了] 


i 1 
设 前 吉 式 为 S, 1 (7) 二 >)r 生 一 pm ' (5. 17) 
r=] 0 k=1 
、 n 1 p 
后 埃 式 为 SS, = 272 一 这 (5. 18) 
r=] 0' k=1 
[C1] 松永 良 强 . 算法 全 经 。 井 积 LA]. 平山 谤 ,内 了 蔷 淳 篇. 松永 良 强 LC]. 松永 和 良 强 刊 行 会 . 东京 : 东 


京 法 仿 出 版 株式 会 社 ,1987: 291 - 292. 
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则 对 于 前 抬 ( 即 p 一 1 乘 埃 ) ,2 一 1 称 做 乘 数 ,p 十 1 为 因 法 ,Ao 称 做 约法 ,A， 
称 做 初级 数 ,A。1 称 做 次 级 数 ,A,_, 称 做 三 级 数 ,… 依 次 称谓 。 以 上 术 文 所 
述 方法 万 由 A 而 推演 Mi 的 方法 , 即 


p+1 
( 


XML = A i 龙 二 力 二 1s p， p—1, 力 一 2， aa 2, 1 ,为 各 级 约法 ) 

Au 3 2A, 

当 p 一 1 为 偶数 时 , 式 (5. 17) 的 最 上 级 是 xw 项 的 系数 ,按照 以 上 方法 ,S， 
的 系数 全 部 由 S， 1 的 系数 推演 出 来 。 

当 p 一 1 为 奇数 时 ,S, 的 其 他 系数 由 S, ;的 系数 推演 出 来 , 式 (5. 17) 的 
最 上 级 是 nn 项 的 系数 ,不 能 由 它 推演 出 来 ,而 是 按照 以 下 公式 计算 出 来 的 : 


AM 一 M, 让 (CM, ,1 十 NM， 1 十 Ms 让 2 十 Ms 十 Ms ) 


相当 于 在 


S, (CD) = >)r? 一 
六 E 


HA 人、 y 1 
0 R= ne * (这 里 定义 B， = 1, Bo = 也 | 


中 ,有 3 (一 1)* B10C64 二 0, 即 伯 努 利 数 的 循环 公式 和 17 
(2) 方 域 式 求 廉 之 术 
根据 乘 方 埃 和 式 的 方 根 ( 商 式 ) 以 确定 乘 方 拨 埃 积 公式 的 方法 。 首 先 给 


出 “ 商 式 立 标 ”, 即 表 5. 9。 


表 5.9 
丰 才 1 
| | 
平壤 1 1 
立 堪 1 4 1 
三 1 11 11 1 
四 乘 1 26 66 26 1 
五 乘 1 57 302 302 57 1 
初 .让 . 常 一 | 初 倍 平一 、| 初 三 立 一 、| 初 四 三 乘 | 初 五 四 乘 | 初 六 五 乘 一 .加 
加 上 二 段 加 上 二 段 = | 二 | 
Es 3 二 段 
Ee | =m | A | SI ese (eal Ee 


[1] 学 士 院 日 本 数学 史 . 第 二 卷 LM],. 东京 : 野 间 科学 医学 研究 资料 馆 ,1976: 508. 
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第 
对 于 x? 二 2) AbCh4, 4， 系数 As 唯一 存在 。“ 商 式 立 标 ” 就 是 A, 的 数 
表 。 实 际 上 ,存在 如 下 关系 “17; 


nn p 
SW = pre= > ACH , (5. 19) 
r=1 k=] 


在 表 后 的 “ 求 廉 之 术 ” 一 节 , 介 绍 了 商 式 立 标 ( 表 5. 9) 中 数字 的 生成 规律 。 接 
着 ,松永 良 缠 给 出 了 求 p 一 1 乘 方 霹 的 商 式 的 方法 ,方法 如 下 : 
求 商 式 各 级 数 术 日 : 乘 数 加 二 ,为 原 , 圭 为 二 , 平 培 为 三 , 立 翅 为 四 ， 
三 乘 井 为 五 ,四 乘 培 以 上 仿 此 ,从 一 逐 随 其 才 乘 数 各 自 乘 之 ,名 日 何 宕 。 
最 下 级 常 一 ,或 最 上 级 恒 一 ,以 求 之 ,又 同 看 。 
一 乱 来 原 , 以 减 二 需 , 余 为 二 级 数 ; 
一 短 和 来 原 一 差 [?J, 以 二 除 之 ,得 数 以 减 二 乔 , 余 乘 原 得 数 , 以 减 三 
短 , 余 为 三 级 数 ; 平 吉 者 , 置 原 三 ,内 减 一 , 余 名 日 原 一 差 , 以 后 谓 原 二 
差 、 原 三 差 之 类 , 蕴 原 数 内 减 其 数 , 余 也 。 
一 震 乘 原 二 差 , 得 数 以 三 除 之 ,得 数 以 减 二 守 , 余 乘 原 一 差 , 得 数 以 二 除 
之 ,得 数 以 减 三 需 , 余 乘 原 ,得 数 以 减 四 协 , 余 为 四 级 数 ;以 下 文 不 致 详 。 
一 短 乘 原 三 差 , 四 除 ,以 减 二 需 , 余 乘 原 二 差 , 三 除 ,以 减 三 寄 , 余 乘 
原 一 差 , 一 除 , 以 减 四 考 , 余 乘 原 ,以 减 五 协 , 余 为 五 级 数 ; 
逐 如 此 而 得 各 商 式 级 数 5 3 
乘 数 为 p 一 1, 加 2, 即 p 十 1 二 A, 为 原 ， 
最 上 级 Al = 1， 
第 二 级 A, 二 22 一 1?A = 二 22 一 1*(p 十 1)， 


本 
第 三 级 As 一 3 一 (2 一 上 全 2 )= 3 一 (PDT 二 LT 2S 
= 2? Con 二 1?Cpn ， 


第 四 级 A, 一 笃 一 32C 十 22C2 一 C3 


p+l? 


C1 


bw 


应 井 康生 . 江 户 时 代 O) 数 学 0 研究 一 一 埃 积 人 民 CT 世 LD]. 加 东 : 兵 康 教 育 大 学 大 学 院 学 位 论 
文 ,2001: 23. 

[2] “ 原 一 差 ”, 指 原 与 一 的 差 ,“ 原 二 差 ”, 指 原 与 二 的 差 , 以 下 “ 原 三 差 ”“ 原 四 差 ” 等 类 此 。 

[3] 松永 息 强 . 算法 全 称 。 埃 积 [Al. 平 山 谢 ,内 有 评 淳 篇 . 松永 良 逆 [Cj. 松永 和 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
京 法 合 出 版 株式 会 社 ,1987: 293 - 294. 
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第 7 级 A, = 二 ww 一 (一 ?Ch 十 (一 2)?C2 一 (一 3)?G i 十 … 十 
(一 1 .1*C 

Pp 一 1 乘 方 反 的 商 式 A，A:，A:，…， A,, 便 是 “ 商 式 立 标 ”( 表 5. 9) 中 相 
应 一 行 的 数字 。 

接着 ,讨论 p 一 1 乘 方 埃 的 商 式 与 尹 乘 方 埃 的 商 式 的 关系 , 设 

前 者 各 级 为 Al, A,, A;,…, A,; 

后 者 各 级 为 A!, Aj, A;y,…, A/, Ai， 
则 有 A'1= 1， 

A’= 2A, 二 pA， 

A’= 34; 十 (一 1)A，， 


A4=44, 十 (pb 一 2)A;， 


A,= pA,+2A, 1。 
这 样 可 以 由 p 一 1 乘 方 埃 的 商 式 获得 p 乘 方 壤 的 商 式 。 
获得 乘 方 埃 的 商 式 之 后 , 则 可 依 商 式 求 方 埃 式 , 即 求 乘 方 折 的 埃 积 公 
式 。 松 永 良 缠 以 三 乘 方 埃 为 例 , 说 明 求解 之 法 则 : 
假如 和 欲 三 乘 方 翅 式 者 , 置 三 乘 误 霹 式 ， 
24n 十 5022 十 357 十 10m' 十 三 ,名 目 甲 (全 ); 
置 甲 ,以 负 一 为 商 , 四 乘 方 开 之 , 余 式 ， 
一 6n 一 5 十 5 十 5 对 十 和 名目 乙 (F); 
置 乙 , 又 商 负 一 ,而 四 乘 方 开 之 , 余 式 ， 
4n 一 52 十 mn ,名 日 两 (F,); 
一 nn 十 52 十 5 一 5n 十 Ww ,名 日 本 (FF); 


视 商 式 , 三 乘 霖 止 于 四 级 , 故 负 商 开 除 之 ,又 到 于 丁 而 止 看 。 
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以 商 式 上 级 一 乘 甲 ,以 二 级 一 十 一 乘 乙 ,以 三 级 一 十 一 乘 两 ,以 四 
级 一 乘 丁 , 右 四 位 相 并 ,得 三 乘 方 吉 式 : 
一 4n 十 40m 十 607 十 24m 
置 三 磁 衰 吉 法 一 百 二 十 ,与 三 夹 方 吉 式 各 级 数 依 遍 约 术 ‘1] 遍 以 四 


约 之 ,得 式 : 
一 nn 十 10r 十 15n 十 6m 
药 法 三 十 。 
他 竺 效 之 52 


以 上 算法 实际 上 是 通过 三 乘 误 志 式 


n(n 二 1)(n 十 2)(n 十 3)(n 十 4) 
51 


= 二 (24n 十 50w 十 35m 十 10n' 十 到 ) (5. 20) 53] 


而 求 三 乘法 埃 式 。 
对 式 (5. 20) 以 1 为 商 进行 开 方 ,第 一 次 减 根 变 换 后 的 式 子 称 作 “ 余 式 ” 
〈 即 乙 ) ,也 即 以 (2 一 1) 代 替 式 (5. 20) 中 的 2 所 得 到 的 式 子 , 即 


Fi 二 24n 十 507 十 35 妈 十 10 寻 十 车 一 2 十 1)(02 十 2)(02 十 3)(02 十 4) 


FF, 一 一 6 一 522 十 523 十 5 十 五 一 (2 一 1)202 十 1)(2 十 2)(2 十 3) 


同样 ,对 F, ,FF 分 别 以 1 为 商 进行 开 方 , 各 第 一 次 减 根 变换 后 的 式 子 分 
别 是 下 ;， 开 , 即 


F,=4n—5m+n = na—2)(n— Dnni+1)n+2) 
J 


7 十 5 好 十 5 一 5 对 十 到 二 (2 一 3)(02 一 2)(2 一 1)2(2 十 1) 


根据 “ 商 式 立 标 ”( 表 5. 9) 可 知 , 三 乘 方 埃 的 商 式 依次 为 Ai,，A，， A;, A, 所 
以 有 


C1] 具体 方法 参见 本 书 第 6 章 。 

[2] 松永 腿 强 . 算法 全 和 经 . 埃 积 LA]. 平山 诗 , 内 苏 淳 稿 . 松永 良 强 [C]. 松永 和 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
京 法 今 出 版 株式 会 社 ,1987: 297 - 298. 

[C3] 本 文中 省 略 了 分 母 51。 
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1 ~™ ~ "5 ~ 
B51 AF + AsF, + AsF, 十 AR) 一 AIC 十 ACis 十 AsCis 十 AAC 


这 就 是 所 求 的 三 乘 方 埃 积 , 即 Si,(n) = 2)7 = >) ACT ,。 
r 一 1 k=1 


其 他 各 乘 方 埃 积 公式 均 可 仿 以 上 三 乘 方 埃 积 公式 的 推演 方法 获得 。 
(3) 以 求 廉 式 求 方 烘 式 
所 谓 廉 式 , 指 二 项 式 

(1 十 Xz)” 二 1 十 G 工 十 CT 十 十 Cx 下 十” 


这 里 给 出 了 求 乘 方 折 积 的 第 二 种 方法 , 即 由 二 项 式 求 乘 方 埃 积 公式 的 
方法 , 术 文 如 下 : 
平方 坷 以 再 乘 廉 式 为 原 式 , 立 方 翅 以 三 乘 廉 式 为 原 式 ,三 乘 琛 以 四 
乘 廉 式 为 原 式 。 
以 其 前 廉 式 消 原 式 下 第 三 级 以 上 , 则 方 坷 式 自 然而 生 锋 。 
随后 以 求 立 方 反 、 三 乘 方 埃 为 例 说 明 其 演算 法 则 ,以 下 是 求 三 乘 方 埃 积 
的 术 例 : 
又 欲求 三 乘 吉 式 者 ,以 四 来 廉 式 为 原 式 : 


已; 一 1 十 52 十 1022 十 10722 十 5704 十 7 日 原 (E) 
以 三 乘 廉 式 下 第 二 级 消 原 式 下 第 三 级 ， 

E, 一 一 3 一 102 一 10722 + 5n 十 275 日 子 (E,) 
以 再 乘 廉 式 下 第 二 级 消 子 式 下 第 四 级 ， 

FE, = 二 1 十 10m 十 15n' 十 6n 日 丑 (E,) 
以 基 式 下 第 二 级 消 丑 式 下 第 六 级 ， 

E, 二 一 n 十 10m 十 15n' 十 67 日 宾 (E,) 


乃 四 级 得 空 , 故 不 用 消 赴 。 
三 乘 方 培 式 自然 而 生 矣 [11 


C1] 松永 良 强 . 算法 全 经， 抬 积 LA]. 平 山 青 ,内 蔷 淳 稿 . 松永 和 良 强 [C]. 松永 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
京 法 售 出 版 株式 会 社 ,1987: 296. 
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原 式 为 十 n)’ ,与 (1 十 n)' 相 消 , 消 去 ww, 即 


2(1 十 一 5(1 十 = 一 3 一 10n 一 10r 十 5n' 十 2n’ 一 下 
EE 与 (1 十 n)” 相 消 , 消 去 ww, 即 
6(1 十 nn) 一 15(1 十 n)* 十 10(1 十 n) 二 1 十 10m 十 5n' 十 6n’ 一 已; 
;与 (1 十 n) 相 消 , 消 去 常数 项 , 即 
6G 十 太一 15G 十 丰 十 10G 十 太一 (1 十 7 一 一 2 十 10 巡 十 15 妈 十 6 一 已 
这 就 是 所 要 求 的 三 乘 方 霹 埃 积 公 式 ( 已 知 约法 为 30), 即 


Si(n) 一 Dr = (10m 十 15n' 十 672 ) 
r=1 


事实 上 ,以 上 方法 表明 ,对 于 
SC) 一 1 十 22 十 3 十 … 十 7 
二 An 十 ne 十 hn? 十 十 72 十 Ap7z 
Sln 二 1) = 二 1 十 2? 十 3 十 … 十 mw 十 Cn 十 1)? 
二 S,(7) 十 (nn 十 1)? 
必然 有 
Gn 二 DD 一 和 Gn 十 1)? 十 和 on 十 DD 十 十 Xp 1 十 1) 十 hn 十 1) 


二 nn 十 mw 十 hone 十 十 A 7 十 hn 


以 上 演算 就 是 根据 此 关系 进行 计算 的 。 
3) 奇数 零 堪 

(1) 奇 零 衰 埃 系 列 

首先 定义 奇 零 衰 埃 系列 如 下 : 


k 
有 有 沼 才 如 二 二 1 和 


r 一 1 


上 k 
奇 零 三 角 吉 D,， = 二 1 十 4 十 9 十 … 十 了》) 2r 一 1) = 了)D,; 
| r=1 
k k 
奇 零 再 乘 吉 ;一 1 十 5 十 14 十 … 十 31D, ,= 31D,,; 
r=1 r=1 
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逐 如 此 下 去 ,以 奇 零 2 乘 埃 的 和 式 作 为 奇 零 思 十 1 乘 志 的 通 项 ,以 定义 
奇 零 诸 乘 志 。 接 着 ,相对 于 奇 零 误 志 , 定 义 基 式 与 基 法 式 : 

基 式 : 一 式 1 十 z, 三 式 3 十 z, 五 式 5 十 zZ, 七 式 7 十 z, 九 式 9 十 Z… 

基 法 式 : 一 式 1 十 zx, 二 式 2 十 x, 三 式 3 十 Zz, 四 式 4 十 ,五 式 5 十 区，… 

其 次 是 求 零 埃 式 术 , 即 用 二 项 式 系数 构造 奇 零 误 埃 的 和 式 ( 表 5. 10)。 


表 $. 10 

底 子 1 3 5 7 9 11 13 
圭 1 4 9 | 16 25 36 49 
三 角 1 5 14 30 55 91 140 
再 乘 1 6 20 50 | 105 196 336 
SS 1 27 | 77 128 378 714 
四 乘 1 8 35 112 294 672 1 386 
五 乘 1 9 44 156 450 1 122 2 508 


所 谓 底 子 , 即 2 一 2 一 1, 表 5.10 给 出 的 是 以 下 关系 : 
nl 
总 


D.,, = ( 
D, ; = 地 Dnt3) (n+2) 


(十 1)(2 十 3)…(2 十 2 一 1)(02 十 72) 


m,n 


1 
"m+ D! 
事实 上 ,存在 关系 D,, i 2 2 Cai 


接 下 来 ,给 出 了 用 基 式 和 基 法 式 构 造 奇 零 衰 吉 式 的 方法 : 
基 式 逐 相 乘 ,以 其 法 式 相 乘 之 ,得 奇 堆 衰 吉 [1 了 


即 方式 如 下 : 
奇 零 二 壤 式 (1 十 x) (1 十 x) 4 
奇 零 三 角 反 式 (1 十 Xx) (3 十 xX) (2 十 xz) 4x6 
奇 零 再 乘 埃 式 (1 十 Xx) (3 十 Xx)(5 十 X) (3 十 Xx) 4X6X8 


[C1] 松永 息 强 . 算法 全 经。 翰 积 LAJ]. 平山 谤 ,内 苏 淳 篇 . 松永 良 强 [C]. 松永 和 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
京 法 仿 出 版 株式 会 社 ,1987: 298. 
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奇 零 再 乘 埃 式 (1 十 z)(3 十 z)(5 十 z)(7 十 z)(5 十 工 ) 4X6X8Xx10 
逐 如 此 下 去 ,构造 D,,,, = 二 (nn 十 1)(n 十 3)…(n 十 2m 一 1)(n 十 mm) 
2"(mm 十 1)! 


系列 公式 ( 表 后 一 列 连 乘 数 是 约法 , 即 2"(m2 十 1)1) ,其 中 工 一 2 一 2 一 1。 并 
将 其 系数 列 成 数 表 , 即 所 谓 的 “ 奇 零 训 操 标 ”( 这 里 从 略 ) 。 

(2) 奇 零 方 哲 系列 511 

所 谓 奇 零 方 井 ( 又 称 作 奇 数 方 霖 ) , 指 奇数 的 寡 和 , 即 > (2r 一 1)?。 首 
先 给 出 “ 奇 零 方 操 式 ”, 即 奇 零 方 井 吉 积 公 式 系数 表 ( 表 5. 11)。 


表 5.11 


随后 给 出 以 廉 式 求 奇 零 方 埃 式 的 方法 : 
圭 夫 以 平方 廉 式 为 原 式 ,平方 培 以 再 乘 廉 式 为 原 式 , 立 方 吉 以 三 乘 
廉 式 为 原 式 , 递 如 此 而 以 前 廉 式 下 第 二 级 消 原 式 下 第 四 级 以 上 偶 级 ,而 
到 于 上 级 , 则 零 吉 式 自然 而 生 矣 。 
随后 以 求 奇数 五 乘 埃 为 例 说 明 其 演算 法 则 ,以 下 是 其 术 例 : 
假如 今 求 奇数 五 乘 反 ,以 六 乘 廉 式 为 原 式 : 
El 二 1 十 7n 十 21zw 十 3522 十 352 十 21w 十 725 十 n” 日 原 (E) 
以 四 乘 廉 式 下 第 二 级 消 原 式 下 第 四 级 ， 


E, 一 一 6 一 282 一 49 和 半 一 35723 十 1475 十 775 十 7 日 子 (E,) 


以 再 乘 廉 式 下 第 二 级 消 前 式 下 第 六 级 ， 


,二 31 十 63n 一 56n 十 422 十 21n' 十 3n7 加 于 (Es) 


[C1] 文本 中 的 小 标题 写成 * 求 零 方 扎 ”, 应 该 是 “ 奇 零 方 哲 ?之 误 。 


184 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 研究 之 部 和 算 中 源 


以 基 廉 式 下 第 二 级 消 前 式 下 第 八 级 ， 
E, = 32n— 567 二 42n 十 21n 十 37 日 宽 (E,) 
得 五 乘 零 琛 式 。 恒 倍 乘 数 ,加 四 ,以 吉 式 最 下 级 数 相 来 之 ,得 约法 51 
为 了 求 1 十 35 十 55 十 … 十 (2 十 1)s ,以 六 乘 廉 式 (1 十 n) "为 原 式 。 
原 式 (1 十 n) 与 (1 十 2 相 消 ,消去 于, 即 


(1 十 7 一 7( 十 n) ”== 一 6 一 28n 一 49x 一 35 十 14n 十 7n 十 nn 二 E， 


EE, 与 (1 十 n)* 相 消 , 消 去 ww , 即 


3(1 十 n) 一 21(1 十 n) 十 49(1 十 nn)” 
二 31 十 63n 一 567 十 42n 十 217 十 37 = EE 


EE 与 (1 十 n) 相 消 ,消去 常数 项 , 即 


3(1 十 ?7 一 21(1 十 7 十 49(1 十 7 一 31(1 十 ?0) 
二 32n 一 567w 十 42n 十 217 十 3n 一 下 ， 


这 就 是 所 要 求 的 奇 零 五 乘 埃 夫 积 公式 ,其 约法 计算 如 下 : 
( 乘 数 X2 十 4) X( 埃 积 最 下 级 数 ) 一 42 
以 上 推演 的 是 以 下 公式 : 


Sel2n=— 1) 一 > (2r 一 1) = 广 (32n 一 567 十 42n 十 21n' 十 3n) 


4) 方 琛 误 积 
由 系列 乘 方 埃 积 构成 的 衰 埃 , 便 称 做 方 霖 衰 积 ,定义 如 下 : 


直 训 吉 ” S(1) 二 Si (2) 十 Si(3) 十 … 十 SC) 一 >， 二 MA 十 1) 


平方 豪 扣 SG) 十 S(2) 十 S(3) 十 … 十 SGoD = 六 0+ DA) 
立方 豪 吉 ”S;(1) 十 S;(2) 十 S;(3) 十 … 十 Ss(n) 


ss TAQ DATDA+) 


[1 


RE 


松永 良 强 . 算法 全 称 ，。 翅 积 [Aj. 平山 谢 , 内 有 藤 淳 篇 . 松永 良 强 LC]. 松永 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
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三 乘 方 误 埃 S,(1) 十 S,(2) 十 Si1(3) 十 … 十 Si(n) 


= QTDATDA+DN A 


方 抬 误 积 的 一 般 形式 为 > S,(r) ,其 和 为 


$180 3 Dt+l1—n)r?= (n 二 1) D>)r?— Dren 
r=1 证 r=1 


r=1 
一 pe -FC (n+ 1 十 BC (2 十 1)2 一 
BC (十 1)2 十 BC5 (n+l) 一 | 二 


1 税 2 
ti (n+ 1)*1 二 +BiC;,, (2 十 1)2 一 
BC (nt D+BC, nt 1 一 | 


1 
(p+ Dp+2) 


3B:C5 (nt 1)* 一 …] 


[n+ DD? 一 BC (n 十 1)? 十 


在 “方志 误 积 之 术 ” 中 给 出 以 廉 术 求 方 埃 训 积 与 以 商 式 求 方 吉 训 积 的 两 
种 方法 。 
第 一 种 方法 : 以 廉 术 求 之 , 即 用 (z 十 1)“ 的 展开 式 求 方 霹 训 积 的 公式 。 
诗 衰 才 以 再 乘 廉 式 为 原 式 .平方 衰 培 以 三 乘 廉 式 为 原 式 、 立 方 衰 才 
以 四 乘 廉 式 为 原 式 。 
以 前 式 下 第 三 级 消 原 式 下 第 五 级 , 若 原 式 五 乘 , 则 以 三 乘 式 消 之 ， 
若 原 式 六 乘 , 则 以 四 乘 式 消 之 , 余 效 于 此 。 次 以 前 式 下 第 三 级 消 原 式 下 
第 七 级 , 若 原 式 五 乘 , 则 用 平方 廉 式 , 六 乘 , 则 用 再 乘 廉 式 , 余 仿 之 。 次 
以 前 式 下 第 三 级 消 前 式 下 第 九 级 , 逐 如 此 , 消 原 式 奇 级 而 至 于 最 上 级 ， 
原 式 偶 乘 者 ,以 基 式 上 级 消 原 式 上 级 , 故 上 级 恒 空 [11 


C1 


tJ 


松永 和 良 强 . 算法 全 和 经 。 井 积 LA]. 平山 谤 ,内 其 淳 篇 . 松永 和 良 强 [C]. 松永 和 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
京 法 分 出 版 株式 会 社 ,1987: 302. 
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所 述 方法 与 以 廉 术 求 方 埃 积 . 奇 零 方 志 积 的 方法 类 似 , 这 里 不 再 重复 。 
术 文 之 后 ,给 出 了 三 乘 方 误 霖 四 乘 方 衰 反 五 乘 方 衰 埃 的 求 积 公式 : 

三 乘 方 训 拨 22 十 3 好 十 2023 十 25n! 十 12n 十 225， 法 60 

四 乘 方 误 志 ”一 272 一 7 邮 十 7 十 25 人 十 352 十 15n 十 2 ,法 84 

五 乘 方 误 志 “42 一 10 巡 一 28m 十 217 十 847 十 700 十 24n 十 3 法 168 

第 二 种 方法 : 以 商 式 求 之 , 即 用 " 商 式 ? 求 " 方 埃 误 积 "的 方法 : 

圭 埃 利用 三 角 误 反 式 、 平 方 埃 利用 再 乘 训 吉 式 、 立 方志 利 用 三 乘 衰 志 
式 三 乘 埃 利 用 四 乘 误 埃 式 ……… 依 次 类 推 。 所 述 方法 与 以 商 式 求 方 埃 积 的 
方法 类 似 。 事 实 上 


n La 
25,07) = > > De Cb a a 


由 方 埃 的 商 式 可 以 求 出 。 术 文 末 给 出 了 一 个 “ 商 式 表 ”, 与 方才 场 合 的 商 式 
表 完 全 一 致 。 

5) 九 因 志 

主要 讨论 * 九 因 埃 ”与 “ 九 因 再 乘 夫 ? 两 种 埃 积 。 

由 1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 九 个 数字 中 的 任意 两 个 数 的 乘积 作为 通 项 的 
级 数 , 便 称 作 九 因 壤 。 

由 1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 九 个 数字 中 的 任意 三 个 数 的 乘积 作为 通 项 的 
级 数 , 便 称 作 九 因 再 埃 。 

类 此 ,可 以 定义 九 因 三 乘 埃 、 九 因 四 乘 志 ………\ 九 因 & 乘 埃 。 

求 九 因 埃 积 公式 的 方法 如 下 

求 九 因 吉 式 术 日 : 置 诗 翅 式 为 原 式 ,上 级 配 主 , 空 也 ,次 级 配 平方 

抬 ,三 级 配 立 方 坷 ,各 置 其 积 , 乘 其 级 数 , 如 圭 吉 约 法 二 除 之 ,得 九 因 地 

积 , 依 遍 通 术 得 九 因 吉 式 [11 

即 


Du DD 
r r r=}] 


[1] 松永 良 缠 . 算法 全 经， 埃 积 LA]. 平 山 革 ,内 蔷 淳 纺 . 松永 良 强 LC]. 松永 和 良 强 刊行 会 . 东京 : 东 
京 法 售 出 版 株式 会 社 ,1987: 303. 
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= 地 (2n+ 9m 二 10 十 3m) 


求 九 因 再 乘 埃 埃 积 公 式 的 方法 如 下 : 

置 九 因 翅 式 为 原 式 ,上 级 空 ,次 级 配 平方 把, 三 级 配 立方 把, 四 级 配 
三 乘 方 才 ,五 级 配 四 乘 方 培 , 各 置 其 积 , 乘 其 级 数 ,以 原 式 约法 约 之 ,得 
九 因 再 乘 翅 积 , 依 遍 通 术 得 九 因 再 乘 坷 式 。 


即 
> > 一 > ed = Co 十 8C 十 6Ca 
二 (6 十 17z 十 17n 十 7n 十) 
逐 如 此 下 去 ,可 以 依次 求 出 九 因 三 乘 埃 、 九 因 四 乘 志 、 九 因 五 乘 夫 、……… 


等 九 因 诸 乘 霖 的 埃 积 公式 .。《 算 法 全 经 》 没 有 继续 推演 下 去 , 而 是 给 出 商 式 
表 , 给 出 以 商 式 求 各 埃 公 式 的 一 般 性 法 则 。 其 商 式 表 如 表 5. 12 所 示 。 


表 5. 12 
一 
诗 地 1 直 乃 从 一 至 终 相 并 得 积 也 
九 因 井 | 1! 2 | 用 再 乘 衰 霹 
九 因 再 乘 抬 1 8 | 6 用 四 乘 衰 翅 
九 因 三 乘 方 雪 ”1 22 58 24 | 用 六 乘 衰 苔 
九 因 四 乘 方 十 ”1 52 328 444 120 用 八 乘 衰 才 
九 因 五 乘 方 1 114 1 452 4 400 3 708 720 用 十 乘 衰 坷 


该 表 下 行 的 文字 是 对 表 中 数字 形成 的 规律 进行 了 说 明 

第 一 列 数 全 是 1; 

第 二 列 中 的 每 个 数字 ,等 于 该 列 中 该 数 的 上 一 个 数 的 2 倍 , 加 上 第 一 列 数 
字 的 2,4,6,8,… 倍 (从 第 一 行 开始 ,依次 降 一 行 加 一 倍 ) ,如 九 因 四 乘 方 埃 的 第 
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2 列 数 52 = 22X2 十 1X8; 九 因 五 乘 方志 的 第 2 列 数 114 二 52 X2 十 1 Xx 10; 

第 三 列 中 的 每 个 数字 ,等 于 该 列 中 该 数 的 上 一 个 数 的 3 倍 , 加 上 第 二 列 数 
字 的 3,5,7,9,… 倍 (从 第 二 行 开 始 ,依次 而 下 ), 如 九 因 四 乘 方 反 的 第 3 列 数 
328 二 58 X 3 十 22 X7; 九 因 五 乘 方 吉 的 第 3 列 数 1 452 = 328 X 3 十 52 X 9; 

第 四 列 中 的 每 个 数字 ,等 于 该 列 中 该 数 的 上 一 个 数 的 4 倍 , 加 上 第 三 列 数 
字 的 4,6,8,10,12,… 倍 (从 第 三 行 开 始 , 依 次 而 下 ), 如 九 因 四 乘 方志 的 第 4 列 
数 444 二 24X4 十 58X6; 九 因 五 乘 方 抬 的 第 4 列 数 4 400 = 444 X14 十 328 X 8; 

第 五 列 中 的 每 个 数字 ,等 于 该 列 中 该 数 的 上 一 个 数 的 5 倍 ,加 上 第 四 列 
数字 的 5,7,9,11,… 倍 (从 第 四 行 开始 ,依次 而 下 ), 如 九 因 五 乘 方 埃 的 第 5 
列 数 3 708 二 120X5 十 444X7; 

依次 类 推 ,可 以 扩展 表 5. 12。 

事实 上 ,存在 这 样 的 关系 : 


mAX Ca 十 2 一 = Amc ey 


商 式 表 5. 12 中 的 数字 便 是 上 式 中 的 Ai。 

商 式 表 5. 12 用 来 求 九 因 各 乘 埃 志 积 公 式 , 表 中 每 行 数 字 是 对 应 埃 的 商 
式 各 级 Al, As, A;,…, A,。 

如 求 九 因 再 乘 埃 埃 积 公 式 , 需 要 使 用 四 乘 训 埃 , 即 CG,;, 对 Cs, Co， 
Gi, 分 别 乘 以 商 式 A, = 1, A = 8, A; = 6, 并 相 加 ,得 


Cs, 十 8 Ci 十 6Ci 一 元 (6 于 十 17 开 十 17n' 十 7n 十 725) 


如 求 九 因 三 乘 埃 志 积 公式 ,需要 使 用 六 乘 误 埃 , 即 Gj, 对 Cy;， C4， 
Cs ，Cs， 分 别 乘 以 商 式 A,=1, A;=22,，A;=58,，A,=24, 并 相 加 ,得 


人 二 20 十 名 十 24Ca 


下 
5760 


(一 48n 十 207 十 900723 十 2 0157 十 
1 848z 十 830n 十 18027 十 15728 ) 


6) 九 字 相 乘 霖 
所 谓 九 字 相 乘 埃 , 即 从 CI，Q2，C3，””， a, 个 数 中 选取 若干 个 互 不 相 
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同 的 数 的 乘积 作为 通 项 的 级 数 ,选取 两 个 数字 叫 二 字 相 乘 吉 , 即 
aa,; 选取 3 个 数字 叫 三 字 相 乘 埠 , 即 > aaaw; 类 似 地 ,可 定义 k 
字 相 乘 霹 。 

如 果 记 一 字 相 乘 塌 为 D， 一 ai ;二 字 相 乘 绕 为 D, 一 》)a a …;k 


字 相 乘 霖 为 D,，, 并 且 定义 Ai 一 > D, 为 圭 积 ; A, 一 万 为 平方 积 ; A 


Di; 为 立方 积 ;…; As = > DY 为 p 一 1 乘 方 积 , 则 (算法 全 经 ) 给 出 了 以 下 
系列 公式 ， 


D; = AiD;, — A,D 十 A， 
D, = AD A, D,; A;D, A 
D; ES AiD, — A;,D; 十 A;D; 一 AD 十 As 


即 以 Al， pe A,， … 表 示 QI，Q，Q3， “""，, a 的 基本 对 称 阴 数 Di,， D,， 
D;， en。 


7) 超 位 相 乘 壤 
在 1,2, 3, 4, …, nn 这 nn 个 数字 中 选取 相隔 k 个 数 的 两 个 数 积 作为 通 
项 的 级 数 ,所 谓 九 字 相 乘 霖 ,分 别 定义 如 下 : 


超 位 相 乘 埠 1X3 十 2X4 十 3 义 5 十 … 十 zz 十 2) 

一 PrertD 半 3 S; 二 28, 
超 二 位 相 乘 吉 1X4 十 2X5 十 3X6 十 … 十 n(n 十 3) 

= rr 十 3) 一 D+ Dr= Sz 十 35) 
超 三 位 相 乘 拨 1X5 十 2X6 十 3X 久 7 十 … 十 zz 十 4) 


一 =- Pr+h = 2 r= S, + 45, 
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8) 方 培 带 衰 段 

所 谓 方 吉 带 误 段 数 , 即 在 训 霹 积 的 级 数 各 项 分 别 乘 上 相应 的 乘 方 抬 级 
数 各 项 ,其 积 为 通 项 而 构成 的 级 数 ,分 别 定义 如 下 : 

平方 吉 带 圭 积 段 数 : 1 X 卫 十 3X 2 十 6X3 十 10X 人 十 … 十 三 kCk 十 


1) 刀 十 十 nn -Dn = 2) 到 kk 十] 一 了 [SiGD 十 SCD] 


k=1 


立方 抬 带 三 角 井 :1XL 十 4X2 十 10 色 3 十 20 久 4 生 十 … 十 


BhCk 十 1) (十 2) 忆 十 … 十 Buln 十 1)(z 十 2)723 


= hk Dk+ 2 = ELSs Cm) 十 3S, (n) + 2S1(n)] 
k=1 


在 《算法 全 经 。 埃 积 》 的 书 示 有”" 超 埃 之 术 ”, 列 举 积 术 应 用 的 4 个 例 
题 ,随后 是 标题 为 “ 霹 术 余 毫 ”的 附录 ,讨论 各 类 霹 的 商 式 。 

第 一 是 方志 商 式 : 

以 平方 埃 为 实 , 以 三 角 衰 志 形 为 法 的 商 式 为 1 十 z, 即 


yi YT 
k=1 k=1 21 


以 立方 埃 为 实 , 以 再 乘 误 埃 形 为 法 的 商 式 为 1 十 4z 十 之 , 即 
Cs pl 志 RR 十 1) 十 2) ， 
站 > 31 ” 


二 1 十 4zx 十 弃 


以 三 乘 方 埃 为 实 ,以 三 乘 误 霹 形 为 法 的 商 式 为 1 十 11x 十 11x 十 , 即 


Sp wa 1 Tiz 二 1 过目 关 
k=1 


k=1 41 


oo oo mn 

k—l 太一 1 i 一 1 
二 地 
k=1 一 1 一 1] 


= k=1 


第 二 是 九 因 埃 的 商 式 : 
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对 于 N= 和 2， 35 4,…, 其 九 因 志 是 J fs 25: 人 5:， 140， … ,其 相 邻 两 项 
差 为 1，6，18, 40, 75，…, 分 别 以 这 些 差 为 系数 ,构造 宕 级 数 
f(x) 二 1 十 6x 十 18zx? 十 40x 十 75x' 十 … 


设 goD) 二 1 十 xz 十 开 十 如 十 十 二 一 


计算 f(x) 二 g(x) = f(x) 一 1 十 5z 十 12 妇 十 22z2 十 35z4 十 … 
指出 其 系数 是 /(x) 系 数 的 相 邻 系数 差 ,继续 做 除法 ,计算 


fi(x) gr) = f(x) =1++4r+7zx 二 107 十 13z 十 … 


其 系数 是 f(z) 系数 的 相 邻 系数 差 ,继续 除 下 去 ,都 有 这 样 的 规律 。 
最 后 得 到 
(1 十 2z)L g(x)] = f(x) 
(1 十 2z)[ g(x) 上 下 二 1 十 7z 十 25x 十 65z 十 140x 十 … 


根据 以 上 系数 变化 规律 , 列 出 九 因 霖 数列 的 招 差 表 : 
1 人 交 65 140  … 


接 下 来 ,讨论 九 因 再 乘 埃 的 商 式 , 即 由 九 因 再 乘 埃 1，15，90，350， 
1 050，… 作 为 系数 构成 的 多 项 式 的 商 式 的 系数 变化 规律 ,计算 过 程 与 方法 


和 上 面 一 样 , 这 里 不 再 袭 述 。 
2. 《太阴 率 》 中 的 翅 积 内 容 
在 稿 本 《太阴 率 》 中 ,松永 良 强 构造 了 所 谓 的 “太阴 率 ”, 以 解决 方 埃 公 式 


的 推演 。 太 阴 率 指 分 数 序列 : 


1 TT 于 和 守 外 691 35 3617 
12” 60” 42’ 40” 198” 27 300”1 382” 141 800” 


其 推演 方式 如 下 : 
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求 太阴 率 演 段 

以 一 为 基数 。 

置 基 数 , 半 之 ,得 二 分 之 一 ,为 原 数 。 

置 基 数 , 取 三 分 之 一 ,以 减 原 数 , 余 二 除 之 ,为 子 。 

置 基数 , 取 五 分 之 一 ,以 减 原 数 , 余 四 除 之 ,得 数 以 减 子 , 余 三 除 、 二 
除 之 ,为 丑 。 

置 基数 , 取 七 分 之 一 ,以 减 原 数 , 余 六 除 之 ,得 数 以 减 子 , 余 五 除 、 四 
除 之 ,得 数 以 减 丑 , 余 三 除 、 二 除 之 ,为 寅 。 

置 基数 , 取 九 分 之 一 ,以 减 原 数 , 余 八 除 之 ,得 数 以 减 子 , 余 七 
除 、 六 除 之 ,得 数 以 减 丑 , 余 五 除 . 四 除 之 ,得 数 以 减 寅 , 余 三 除 、 二 除 
之 ,为 卯 。 

置 基 数 , 取 一 十 一 分 之 一 ,以 减 原 数 , 余 一 十 除 之 ,得 数 以 减 子 , 余 
九 除 . 八 除 之 ,得 数 以 减 丑 ，, 余 七 除 、 六 除 之 ,得 数 以 减 寅 , 余 五 除 . 四 除 
之 ,得 数 以 减 卯 , 余 三 除 、 二 除 之 ,为 反 。 

递 如 此 求 已 . 午 、 未 、 申 、 西 诸 率 51] 
这 段 术 文 的 意思 如 下 ,首先 依次 计算 出 : 


1 
原 数 a 二 二 
£3) 


[1] 松永 良 闻 . 太 险 率 [A]. 平山 蒂 , 内 蔷 篇 篇. 松永 良 强 LC]. 松永 和 良 强 刊行 会 . 东京 : 东京 法 合 出 
版 株式 会 社 ,1987. 
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即 相 当 于 


a 
2 


.22 一 CO 方 - 


1 1 
7 十 1 1 n+2 
— ET 3 (272 十 1)1 


根据 此 进行 迭代 演算 ,依次 得 到 wm ，az，aa ，a，… 
对 此 迭代 式 两 边 同 乘 (22 十 1)!， 可 变形 为 
1 一 aoC 十 21aC2 一 4!1aC4 1 十 … 十 (一 1D)7(22 一 2)12，C2 十 
(—1)" (2n)la,C,n 一 0 
将 此 式 与 4 括 要 算法 》 元 卷 中 的 伯 努 利 数 循环 公式 
0 一 工 一 BC 二 B.C, CC—B,Cs, + BC — 


1 1 i 1 1 5 
， 也 | 一 二 ，B, 一 一 ，B; 一 一 ，B = 二 一 , B; 一 二 ，… 
2 1 


进行 比较 , 则 得 出 以 下 关系 式 


(这 里 ，B, 三 


By = a, 一 = ;= 


2 21 12” 4! 720 


于 是 得 到 太阴 率 各 率 : 


B| 1 1 BB 
织 A, 二 a; = 二 守 = 
a ”各 沪 ” 可 
a, BbB, 21 1 如; 
2 A, 二 人 一双 
E ww 有 4 834 B 
as Bi 4! 1 B, 
琵 人 A 一 。 一 一 。 
We as B, 6! 5.6 B, 
as B: 61 1 ”和 锭 
丁 率 A， 4 三 二 4 . 4 


U3 B 8! 7.8 ” B， 
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由 伯 努 利 数 导出 太阴 率 后 , 接 下 来 在 “太阴 率 用 法 "部 分 ,松永 良 器 用 太 
阴 率 确定 乘 方 吉 》) 的 各 级 系数 (图 5. 3)。 
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图 5.3 《太阴 率 》 中 的 方 过 各 级 系数 表 


松永 良 绚 也 给 出 了 由 用 指 数 为 偶数 的 乘 方 埃 rr 的 各 级 系数 ,导出 里 


指数 为 奇数 的 乘 方 操 > 1 的 各 级 系数 。 其 法 则 叙 之 如 下 
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偶 乘 者 起 于 前 奇 乘 者 也 [立方 翅 起 于 平方 , 四 乘 株 起 于 三 乘 翅 , 六 乘 翅 


起 于 五 乘 坷 , 逐 如 此 ] 


。 列 前 奇 乘 翅 式 于 最 上 空 级 之 上 ,又 设 空 一 级 而 其 见 


数 [但 下 第 二 级 数 及 空 级 尼 不 与 也 ], 上 一 级 一 除 之 ,次 级 二 除 之 ,三 级 三 除 


之 [假如 七 乘 哲 起 八 乘 翅 者 ,七 乘 培 最 上 级 三 ,一 除 之 ,得 三 为 八 乘 二 上 级 数 ,七 乘 


过 次 级 二 十 ,二 除 之 ， 


得 一 十 为 八 乘 塌 次 级 数 ,七 乘 操 三 级 四 十 二 ,三 除 之 ,得 一 十 


四 为 八 乘 翅 三 级 数 ,七 乘 志 四 级 六 十 ,四 除 之 ,得 一 十 五 为 八 乘 培 四 级 数 , 七 乘 抬 最 


下 级 一 十 ,以 五 除 之 ， 


得 二 为 入 乘 坷 最 下 级 数 , 余 恬 仿 之 ], 逐 如 此 到 最 下 级 。 置 


前 奇 乘 翅 积 法 , 倍 之 为 实 , 以 后 奇 乘 数 除 之 ,为 其 积 法 [七 乘 折 积 法 九 十 , 们 


之 得 一 百 八 十 ,为 实 ， 


以 后 奇 乘 数 九 除 之 ,得 二 十 ,为 八 乘 翅 积 法 , 余 恬 仿 之 ]。 置 


积 法 , 折 半 之 ,为 下 第 二 级 数 也 .1 
设 奇 乘 埃 (4 一 21) 的 和 式 为 


n 
Sy 人 - 
= 


= 二 六 计 站 六 记 十 As 玉 十 A 十 一 十 A sm 十 Aj_n 十 Apnnt) 
ML 


通过 下 列 演算 : 
Al As As A， A 
] 一 C， 2 一 C45 3 一 | 公 65 4 一 CQ8， TD 
Ah 二 2772 ee Mp +1 = 
(hls Se Se 


得 到 偶 乘 乾 (& 十 1 王 2 十 1) 的 和 式 为 


好 
k+l 
Su = > jy 
r=1 


1 


Mp 


2 6 8 一 好 
(0 十 四 十 as 十 as 十 十 ao 十 a n* 十 ae ) 


不 过 ,松永 这 样 推演 翅 积 公式 的 方法 并 不 比 《 括 要 算法 ) 中 关 孝 和 的 方 


在 松永 良久 的 《 集 汇 算法 兴 著 作 时 间 不 详 ) 中 ,又 载 有 倍 埃 系 列 , 即 


[1 松永 良 强 . 太 队 率 [A]. 


版 株式 会 社 ,1987: 196. 


FEF 山 视 ,内 腾 淳 编 . 松永 良 弹 LC]. 松永 良 强 刊行 会 ,东京 : 东京 法 售 出 
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倍 井 : A 十 Aa 十 Aa2z 十 Au 十 Au 十 … 十 Aa 二 A。 2 (过 1) 
天 十 需 I 2 人 
= 一 和 
(以 上 两 埃 又 称 作 增 才 ) 


损 声 : A 一 Aa Aa’ —Az — Aat! dns — Aa 


1—wt2—a") 
. a 
工 一 4 


= 人 A 


类 似 地 ,定义 再 乘 倍 吉 、 三 乘 倍 吉 等 ,其 增 吉 与 损 过 是 增 约 术 在 壤 积 问 
题 中 的 应 用 。 

松永 良 强 的 抬 积 招 差 术 为 有 马 赖 德 (Arima Yoriyuki，1714 一 1783) 的 
《 拾 现 算法 X1769) 所 继承 ,该 书 系统 记载 了 各 类 坊 积 术 ,包括 方 烘 系列 、 衰 
吉 系 列 、 方 衰 吉 系 列 、 九 因 坊 系列 、 九 字 相 乘 壤 系列 、 售 壤 系 列 、 方 烘 带 衰 段 、 
减 衰 抬 系列 . 奇 零 训 志 系 列 方 埃 相 乘 夫 系 列 . 超 位 相 乘 埃 系 列 等 ,大 体 与 松 
永 良 蚤 的 《算法 全 经 。 埃 积 》 的 内 容 类 似 上 “12 


5.3.3 幕末 和 算 家 的 过 积 

最 上 流 和 算 家 会 田 安 明 (Aida Yasuaki，1747 一 1817) 所 著 《 算 法 埃 释 
术 兴 著作 时 间 不 详 ) 三 卷 , 是 和 算 发 展 后 期 十 分 重要 的 关于 埃 积 术 研 究 的 专 
门 著述 ,上 卷 论 衰 埃 与 方 埃 , 方 法 类 于 《 括 要 算法 》 和 《 拾 现 算法 罗 中 卷 论 奇 
数 埃 、 偶 数 埃 .奇偶 算 、 相 乘 乾 、 隔 一 格 相 乘 埃 、 奇 数 平方 埃 、 偶 数 平方 埃 ; 下 
卷 是 关于 埃 积 应 用 的 例题 。 


在 奇数 操 中 ,讨论 了 >) (27r 一 1) 一 内，> (Cr 一 3) 一 272 一 7 
?三 1] 7 一 1 


[13] 林 稚 一 . 埃 术 、 索 术 及 忆 招 差 法 二 就 寺 LA]. 林 稚 一 遗 著 刊行 会 篇. 林 稚 一 博士 和 算 研 究 集 人 
上 和 肉 . [C]. 东京 : 开 成 馆 ,1937: 227. 
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>)(6r 一 5) 一 322 一 2n 等 系列 的 翅 积 ; 
1 
在 偶数 霹 中 ,讨论 > (27) ==n(n 十 DD)，2》) (4r 一 2) = 二 2n?，>》) (6r 一 4) 
和 r=} 7 一 1 


一 372 一 7 等 系列 的 埃 积 ; 


2 
站 


在 奇 信和 部 分 ,是 关于 奇数 和 ,偶数 和 的 应 用 , 即 解 a se 
一 一 = 


的 方程 ; 


n 3 BB 2 2 n 
在 相 乘 燥 中 ,讨论 了 > rr 十 1) = + Se 
=1 过 


3 2 _ n 3 2 
ee 5 二 直 人 2 等 系列 的 井 积 ; 
r=1 


4 


奇数 平方 霖 , 即 (2r 一 0) 一 各 一; 侦 数 平方 供 , 即 了 (27)* 一 


4n 十 6n 十 2n 
en 

在 埃 积 术 研 究 中 ,会 田 安 明 没有 多 少 创造 性 工作 ,只 是 试图 在 形式 上 与 
关 流 捆 术 加 以 区 别 。 

关 流 和 算 家 和 田 宁 (Wata Yasushi，1787 一 1840) 没 有 专门 的 抬 积 术 研 
究 著作 ,但 在 其 稿 本 著作 《 截 背 术 兴 著作 时 间 不 详 ) 中 ,出 现 了 所 谓 的 “ 伏 误 
埃 ”, 是 幕末 和 算 研 究 的 新 成 果 , 特 别 引 人 注目 。 

其 伏 衰 埃 系 列 如 表 5. 13 所 示 。 


表 5. 13 伏 衰 壤 系 列 


0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 1 2 3 4 5 6 了 诗 埃 

0 1 2 4 2 11 16 22 29 一 乘 伏 衰 志 
1 2 4 8 15 26 42 64 93 二 乘 伏 衰 埃 
1 3 7 15 30 56 98 162 255 三 乘 伏 衰 才 
1 4 11 26 56 112 210 372 627 四 乘 伏 误 才 
1 5 16 42 98 210 420 792 1 419 ”五 乘 伏 衰 埃 


在 此 系列 伏 衰 烘 中 , 圭 壤 的 一 阶 差分 都 相等 ;一 乘 伏 豪 烘 的 二 阶 差 分 都 相 
等 ;二 乘 伏 衰 烘 的 三 阶 差分 都 相等 ;……;k 乘 伏 衰 烘 的 十 1 阶 差分 都 相等 。 


198 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 研究 之 部 和 算 中 源 


他 不 仅 处 理 了 以 上 特殊 的 伏 衰 反 求 和 问题 ,而 且 还 讨论 一 般 情形 的 伏 
衰 壤 问题 。 

设 原 数列 为 a ， az, a3, ,a "a,， 

一 阶 差 数列 为 Al, Al, A},…, A,1， 

二 阶 差 数列 为 A?, A?:，, A?, …, A?: ,， 


k 阶 差 数列 为 A*， A A i AR* ,sy 
和 田 宁 指出 , 当 At = A = As 二 … 二 Ak 时 , 则 


Po ee 


ww 一 由 十 (0 一 DA 十 


(5. 21) 


(nO— A 


此 即 牛 顿 插值 公式 。 和 田 宁 把 以 上 逐 求 各 阶 差分 的 方法 叫 “ 参 差 逐 减 
冬 


术 ”, 把 a , Al, Ar，…， Ai 分 别称 作 东 、 冬 、 江 517、……… 把 这 些 系数 按 ”的 
升 罕 排列 成 所 谓 的 “ 推 志 表 ” 又 称 做 招 差 正 表 , 见 表 5. 14) 。 把 式 (5. 21) 表 
述 为 “ 东 表 乘 以 东 、 冬 表 乘 以 冬 、…… 相 并 ,得 其 段 积 ”。 
表 5.14 推 二 表 

微 支 江 冬 东 表 号 

i FF | FF 

BB 上 上 | 乘 菜 段 由 

1 js 乘 某 段 再 

恒 上 = 来 菜 彼 三 

|- 乘 某 段 四 

六 二 除数 

五 四 三 次 2 原 法 


[1] 中 国 古代 的 声韵 ,依次 为 东 、 冬 、 江 、 支 . 微 , 鱼 , 谨 、 齐 , 佳 \, 灰 、 真 文 .元 、 寒 、 删 , 常 被 用 作 排 序 
符号 。 坟 ,日 文 汉字 , 滑 ,滑行 的 意思 。 
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推 志 表 
no nl 722 723 nt 除 数 
东 1 
冬 一 1 1 1 
江 2 一 3 1 2 
支 一 6 11 —6 1 6 
微 


推 过 表 在 和 田 宁 的 圆 理 计算 中 发 挥 着 重要 的 作用 ,特别 是 他 在 编制 各 
类 圆 理 释 表 时 ,经常 使 用 推 二 表 。 

幕末 和 算 家 御 粥 安 本 (Gokayu Yasumoto，1794 一 1862 ) 与 平野 喜 房 
(Hirano Kibo, 生 卒 年 不 详 ) 师 徒 采 用 误 埃 公式 来 求 方志 积 。 御 粥 安 本 在 其 
《 方 吉 衰 吉 术 解 义 》 时 间 不 详 ) 中 ,给 出 一 个 用 误 反 表 示 乘 方 埃 的 公式 。 

若 记 乘 方 反 积 为 


三 
k=1 
衰 翅 积 
1 n(n 十 Dtn 二 2)%…*(n 十 1m) 
” (Gr DA 
则 演算 如 下 : 
Si 
S; 三 205 一 Si， 
Si = 61: 一 3S: 一 29,， 
S = 2414 一 6S: 一 11S, 一 6S),， 
并 且 给 出 计算 式 
Si 二 加 3 


总 二 起 二 和 外， 

S, = 64, 一 6 + 4, 

S, = 24X4 — 36X, 十 144s 一 和 1， 

S, 20 一 240 年 150 二 80 二 加 5 
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S, = 720 — 1 8004; 十 1 560X, 一 5401; 十 621 一 和 41， 


御 费 安 本 的 弟子 平野 喜 房 在 其 人 浅 致 算法 》(1863) 中 也 论述 了 才 积 问 
题 ,对 御 粥 安 本 的 埃 积 公式 进行 了 详细 的 解释 ,其 术 文 如 下 513: 
术 日 : 置 底子 ,加 一 个 名 甲 ;加 一 个 名 乙 ; 加 一 个 名 两 ;加 一 个 名 丁 ; 逐 如 
此 求 干 名 。 置 底子 ,来 甲 [二 除 ], 名 子 ; 和 来 乙 [三 除 ], 名 丑 ; 夹 两 [四 除 ], 名 宾 ; 乘 
丁 [五 除 ], 名 卯 ; 逐 如 此 求 支 名 。 而 依 左 图 式 得 各 方 哲 积 , 合 问 。 


诗 坷 积 可 
平方 坷 积 2 入 一 池 
立方 坷 积 6 寅 一 6 丑 十 子 
三 乘 方 培 积 24 卯 一 36 寅 十 14 丑 一 子 
四 乘 方 坷 积 120 辰 一 240 卯 十 150 寅 一 30 丑 十 子 
五 乘 方 霖 积 720 已 一 1 800 辰 十 1 560 卯 一 540 寅 十 62 丑 一 子 
即 

这 ee 1) | 

导入 二 n(n te | 

家 和 三 nn Dnt nt3) 

4! 


显然 ,A ,34,4 ,，…, 和信 是 衰 才 积 系列 , 术 文 所 述 方 埃 积 表达 式 如 下 : 
全 站 
S 三 信 ; 一 各， 
5 一 人 一 6 二 大 


Sy = 一 56 二 14 一， 


Ss = 120%s 一 2401 十 1504s 一 301 十 ， 
S, = 7204, 一 1 800)s 十 1 560A, 一 5401 十 621 一 ， 


[1] 学 士 院 . 明治 前 日 本 数学 史 . 第 五 卷 LM]. 东京 : 野 间 科学 医学 研究 资料 馆 ,1979: 21. 
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一 般 地 ,S 三 ai 一 ai 十 aa 一 as 3 十 … 十 (一 六 A ， 
S 一 和 AN 一 0 十 DA 一 所 As 十 十 (一 1 和 和 。 


对 于 其 系数 规律 , 书 中 说 明 如 下 : 

最 下 级 : 其 级 段 数 各 定 一 ; 

自 右 第 二 级 : 置 已 级 段 数 ,加 其 下 级 段 数 ,二 之 ,为 次 级 段 数 ; 

自 右 第 三 级 : 置 已 级 段 数 ,加 其 下 级 段 数 ,三 之 ,为 次 级 段 数 ; 

自 右 第 四 级 : 置 已 级 段 数 ,加 其 下 级 段 数 ,四 之 ,为 次 级 段 数 。 
即 户 二 2(w 十 D ,一 3(as 十 ap) 局 二 40 十 四 ,大 一 ACws 十 ai)， 
bi = (十 1)au。 


本 章 小结 


式 积 术 知识 在 明代 数学 中 没有 获得 进步 , 清 初 梅 文 易 仅 以 埃 积 解释 4 授 
时 历 》 中 的 三 差 法 ,对 埃 积 知识 并 无 发 挥 , 直 至 陈 世 仁 (1676 一 1722) 著 《 少 广 
补遗 》, 中 国 数学 家 才 对 夫 积 问题 重新 进行 系统 研究 , 埃 积 知识 也 在 清 代 学 
者 的 数学 研究 中 获得 应 用 ,如 汪 莱 (1768 一 1813 久 衡 斋 算 学 》(1799) 第 四 册 
中 , 推 求 论证 其 组 合 公 式 时 ,借用 取 积 知识 , 董 禧 诚 (1791 一 1823) 在 《 翅 积 
求 积 术 》X(1821) 中 ,以 连 比例 四 率 法 并 结合 翅 积 求 积 术 ,进行 三 角 函 数 的 级 
数 展开 。 清 末 李 善 兰 (1811 一 1882) 集 前 人 之 大 成 , 撰 《 埃 积 比 类 》 系 统 地 研 
究 了 各 类 夫 积 , 除 三 角 式 和 三 角 变 夫 包 含 了 朱 世 杰 落 一 形 和 岗 峰 形 两 类 志 
积 外 ,又 创立 了 三 角 自 乘 拨 和 乘 方志 两 类 新 埃 。 综 观 清 代 学 者 的 埃 积 术 研 
究 ,普遍 受到 比 类 “ 少 广 ”观点 的 影响 ,从 而 他 们 对 翅 积 知 识 的 认识 始终 难以 
摆脱 几何 观念 的 束缚 ,加 上 没有 符号 代数 方法 ,使 清 代 以 语言 代数 叙述 的 才 
积 知识 , 带 有 浓郁 的 几何 色彩 。 

关 孝 和 将 招 差 术 与 烘 积 术 结 合 起 来 ,娴熟 地 利用 他 的 代数 分 析 法 ,使 和 
算 的 埃 积 研究 形成 代数 化 特征 ,而 使 志 积 术 成 为 多 项 式 理论 的 一 部 分 ,这 一 
传统 在 久 留 岛 义 太 、 松 永 良 强 的 霖 积 研究 中 得 到 加 强 , 尤 其 是 他 们 的 方法 ， 
更 具有 算法 化 特点 。 和 算 家 所 获得 的 埃 积 成 果 被 他 们 广泛 运用 于 无 穷 级 数 
研究 ,推动 了 圆 理 方法 的 进步 。 


第 6 章 
同 余 式 组 与 不 定 方 程 解法 : 剪 管 术 与 剩 一 本 


设 整 数 N 分 别 被 两 两 互 素 的 ?个 整数 ai ，ac ，…,， ww 相 除 , 分 别 得 到 余 
数 Rj, R,,…, R,, 即 NN 三 R;(moda;) (一 1, 2,…, n), 求 N。 这 样 的 数 
学 问题 称 做 一 次 同 余 式 组 求解 问题 ,其 中 R; 称 作 余 数 ,a; 称 作 模 数 。 

对 于 整数 a, b,c, 一 次 不 定 方程 cz 一 by 二 < 等 价 于 ax 夺 c (modp)， 
所 以 一 次 不 定 方程 与 一 次 同 余 式 之 间 有 着 内 在 的 联系 。 它 们 是 初等 数论 中 
一 个 最 基本 的 不 定 分 析 问 题 ,历史 源远流长 ,在 古代 中 国 和 印度 较为 发 达 ， 
特别 在 中 国 南 宋 时 期 达到 顶峰 。 江 户 时 代 的 和 算 家 正 是 从 南宋 杨辉 的 著作 
中 接受 了 这 一 算法 传统 ,并 且 独 立地 获得 了 与 秦 九 韶 “ 大 衍 总 数 术 ”算法 程 
序 一 致 的 算法 , 称 作 “ 剪 管 术 ” 与 “ 剩 一 术 ”。 


6.1 中国 剩余 定理 与 大 衍 总 数 术 


中 算 中 求解 一 次 同 余 式 组 问题 最 早出 现 于 南北 朝 时 期 的 (孙子 算 经 》， 
该 书卷 下 载 有 著名 的 “ 物 不 知 数 ” 问 题 ,问题 如 下 : 
今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 
物 几何 ? 
相当 于 求解 一 次 同 余 组 
N 三 2(mod3) 寺 3(mod5) 三 2(mod7) 
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题 后 (孙子 算 经 ?叙述 了 这 个 问题 的 解法 : 
三 三 数 之 剩 二 , 置 一 百 四 十 ;五 五 数 之 剩 三 , 置 六 十 三 ;七 七 数 之 剩 
二 , 置 三 十 。 并 之 ,得 二 百 三 十 三 ,以 二 百 十 减 之 , 即 得 (1?。 
术 文 给 出 的 算法 公式 为 
N 一 70X2 十 21X3 十 15X2 一 2X105 一 23 


即 给 出 了 符合 条 件 的 最 小 自然 数 解 23。 式 中 的 模 数 3, 5, 7 是 两 两 互 素 的 ， 
其 中 的 105 是 模 数 3, 5, 7 的 最 小 公 倍 数 。 
对 于 一 般 的 余数 R，R,，R; 情 形 ,上 述 公 式 的 一 般 形 式 为 


N= 70R 二 21R, 二 15R;—105p (p ED) 


其 算法 的 核心 是 如 何 确定 公式 中 的 系数 70,21 和 15 孙子 算 经 ?并 没 
有 明确 指出 。 

“ 物 不 知 数 ” 问 题 可 推广 至 一 般 情形 : 

对 于 N=R,(moda;) (i = 1,2,:,n) (6. 1) 


可 求 出 相应 的 一 组 系数 &, ,使 得 
k; Le (2 = dy Zs sy (6. 2) 
Qi 


其 中 : M 二 [Lai, 42，…, a,]， Mi; 一 Ma;, 则 满足 一 次 同 余 组 (6.1) 的 最 小 
正 整 数 解 是 


N= >》) Rk, M,—pM CE Z) (6. 3) 
i 一 1 


这 就 是 今天 数论 著作 和 数学 史 著 作 中 所 称 的 中 国 剩余 定理 或 孙子 定理 。 
“ 物 不 知 数 ” 问题 作为 数学 游戏 在 中 国 古 代 广 为 流传 ,而 且 有 很 多 名 称 ， 
南宋 学 者 周密 (1232 ~ 1298) 在 其 《 志 雅 堂 杂 抄 》 中 称 之 为 “ 鬼 谷 算 ” 和 “ 隔 墙 
三 岁 孩 儿 七 十 稀 , 五 留 廿 一 事 尤 奇 七 度 上 元 重 相 会 ,寒食 清明 便 


[1] 孙子 算 经 LA. 郭 书 春 主 编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 ， 数学 卷 [Z1. 第 1 册 . 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ， 
1993: 243. 
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可 知 512. 


诗句 中 的 七 十 . 廿 一 .上 元 ,分 别 指 求解 公式 中 的 三 个 系数 70, 21, 15。 

南宋 数学 家 杨辉 把 “ 物 不 知 数 ” 问 题 称 作 “ 秦 王 上 暗 点 兵 ” 和 “ 剪 管 术 ”。 明 
代数 学 家 程 大 位 (1533 ~ 1606) 在 《算法 统 宗 》1592) 中 称 之 为 “ 物 不 知 总 ”、 
“韩信 点 兵 ”, 并 将 其 算法 编 成 歌诀 日 : 

三 人 同行 七 十 稀 , 五 树 梅 花 廿 一 枝 ,七 子 团圆 正 半 月 , 除 百 零 五 便 

得 知 52] 

关于 中 国 古代 一 次 同 余 问题 的 起 源 , 一 般 认为 它 除数 学 游戏 这 一 背景 
外 ,还 有 天 文 历法 方面 的 科学 背景 , 它 与 历法 中 推 求 “上 元 积 年 ”问题 有 密切 
关系 。 历 法 要 根据 天 体 的 运动 周期 进行 推算 ,因此 需要 规定 一 个 时 间 推 算 的 
起 点 一 一 “ 历 元 ”, 所 有 周期 的 公共 推算 起 点 ,就 叫做 “上 元 ”, 把 从 上 元 到 编 
历年 所 累积 的 年 数 叫 做 “上 元 积 年 ”。 自 西汉 《三 统 历 》 迄 元 代 《 授 时 历 》, 上 元 
积 年 的 推算 是 中 国 传统 历法 推算 的 核心 问题 。 

上 元 积 年 的 推算 本 质 上 就 是 求解 一 组 一 次 同 余 式 。 设 a 是 一 回归 年 长 度 
的 日 数 ,6b 是 一 朔望月 长 度 的 日 数 ,一 甲子 循环 周期 的 日 数 为 60, 如 果 规 定 以 
冬至 时 刻 、 合 朔 时 刻 .甲子 日 的 子 时 ( 即 0 时 ) ,三 者 会 合 的 时 刻 作为 历 元 ,并 
且 测 出 当年 冬至 距 甲 子 日 零 时 的 时 间 间 隔 是 Ri 日 , 离 平 朔 时 刻 的 时 间 间 隔 
是 R, 日 ,那么 上 元 积 年 N 则 可 由 下 列 同 余 组 : 


aN=R] (mod 60)=R, (modb) 


解 出 。 

南北 朝 时 期 数学 家 祖冲之 在 其 (大明 历 X462) 中 ,还 要 求 历 元 所 在 的 年 
必须 是 甲子 年 , 且 要 求 “ 日 月 合 壁 "“ 五 星 联 珠 ”, 即日、 月 、 五 大 行星 等 七 个 
天 体 同 会 于 一 处 ,同时 还 要 求 月 亮 又 恰好 运行 在 它 的 近地点 和 黄白 交点 的 
升 交点 ,同时 也 是 日 月 食 发 生 的 时 刻 , 在 这 样 众多 约束 条 件 之 下 推算 上 元 积 
年 ,本 质 上 需要 求解 一 个 由 十 个 同 余 式 构成 的 同 余 式 组 "31 


[1] 周密 . 志 雅 堂 杂 抄 LMJ]. 粤 雅 堂 从 书本 ,咸丰 三 年 (1853) 刊 . 

[2] 程 大 位 .算法 统 宗 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [Z]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 1307. 

C3] 曲 安 京 . 中 国 古 代 历 法 中 的 上 元 积 年 的 推算 LA]. 李 迪 主编 . 数学 史 研 究 文集 LC]. 第 一 辑 . 内 
蒙古 大 学 出 版 社 , 台 湾 九 章 出 版 社 ,1990: 24. 
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aN 二 R., (modDb.,) 


解 此 同 余 式 组 并 非 易 事 。 由 于 中 国 历 法 的 神秘 性 ,历史 文献 中 没有 留 下 
推算 上 元 积 年 的 算法 记录 , 今天 不 详 其 如 何 推算 。 

南宋 时 期 , 秦 九 韶 在 其 《 数 书 九 章 》(1247) 中 对 一 次 同 余 式 组 求解 方法 
作出 了 总 结 ,构造 了 更 具 一 般 性 算法 , 称 之 为 “大 衍 总 数 术 ”。 

对 于 求解 同 余 式 组 (6. 1) ,关键 是 要 选 定 满足 条 件 : 


k; 2 
a 


的 一 组 系数 &。 秦 九 韶 把 这 组 系数 &; 称 做 “ 乘 率 ”, 并 设计 了 求 乘 率 的 机 械 化 
算法 一 一 “大 衍 求 一 术 ”。 
不 仅 如 此 《孙子 算 经 * 物 不 知 数 ” 问 题 只 处 理 模 数 两 两 互 素 情形 的 同 
余 式 组 ,而 秦 九 韶 处 理 的 是 任意 模 数 ( 称 作 问 数 ) 的 同 余 式 组 ,算法 更 具 一 
对 于 同 余 式 组 
N=R, (mod A,) (i=1, 2, *…, n) (6. 4) 


秦 九 韶 的 “大 衍 总 数 术 ”解法 分 为 三 个 步骤 : 
第 一 步 ,将 问 数 A; 化 为 两 两 互 素 的 定 母 a;, 使 
Go) =1 67, 4 | A Ea, a *%, 0 = [A hy, A = M 
为 此 , 秦 九 韶 设 计 了 “两 两 连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 ".1],“ 复 乘 求 定 ” 等 算法 程 
序 , 以 将 模 数 化 约 成 两 两 互 素 。 
第 二 步 ,设计 了 “大 衍 求 一 术 ” 求 乘 率 ,使 kig; 二 1(mod a;), 这 里 


M 大 
一 ML， 称 作 衍 数 ， Mi = g,(moda;) (g; < a,),eg.; 称 作 奇数 , 即 kg; = 


i 


[C1] 关于 奇偶 的 数学 意义 ,《 数 书 九 章 ) 没 有 明确 表述 , 今 人 不 明 其 意 。 关 于 这 一 问题 的 详细 讨 
论 ,请 参阅 : (1) 李 继 闵 . 关于 “大 衍 总 数 术 ”中 求 定数 算法 的 探讨 LA]. 匡 文俊 主编 . 秦 九 韶 与 
《 数 书 九 章 汇 C]. 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ,1987: 202 - 234. (2) 梁 衍 章 . 秦 九 韶 大 衍 术 中 
求 定 数 方法 新 释 LJ]. 哈尔滨 师范 大 学 学 报 (自然 科学 版 ) ,1988(4): 12 - 15. (3) 钱 克 仁 . 秦 九 
韶 大 衍 求 一 术 中 的 定数 问题 [Aj. 第 三 届 国 际 中 国 科 技 史 研讨 会 论文 LC]. 北京 : 科学 出 版 
社 ,1990: 31- 43. (4) 梅 荣 照 . 秦 九 韶 是 如 何 得 出 求 定数 方法 的 [JJ]. 自然 科学 史 研 究 ,1987,6 
(4): 293- 298. (5) 王 渝 生 . 秦 九 韶 求 定 数 方法 的 成 就 与 缺陷 [J]. 自然 科学 史 研 究 ,1987,6 
(4): 299 - 307. 
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AM; =1(moda,)。 
AI pA 
如 果 M. -= 本 一 Qi， 秦 九 韶 首 先 令 aj 除 M,;, 求 得 余数 gi = a; ,那么 


M =g (moda ) ,于 是 上 AM, 二 hg;(moda), 但 是 因为 kM; 二 1(moda), 所 
以 问题 归结 为 求 &; 使 适合 kig; 三 1 (moda;)。 

秦 九 韶 的 “大 衍 求 一 术 ” 以 定数 a 与 奇数 g; 作 轧 转 相 除 , 相 继 得 商 数 q ， 
qs，…，9, 和 余数 7 ,r;，…, 7, ,在 轧 转 相 除 的 时 候 , 随 即 迭 代 算出 下 面 右 列 
的 c 值 : 


各 次 商 gx 各 次 余数 ri 归 算 ci 的 值 
ai/ 8 dil 六 Ri 一 
Bi/ Tl 92 站 c2 一 clq2 十 1 
ri/ re 93 73 c3 一 c293 十 cl 
re/ rs 94 ra C4 = Cc3q4 es 
Fa a 9 一 1 7 一 ! Cn = En qn Fc 3 
ed ric qn rn Gn = Get 十 co-2 


秦 九 韶 明 确 指出 , 当 x 二 1, 且 是 偶数 时 ,最 后 所 得 到 的 c 就 是 所 求 的 
乘 率 &;。 如 果 二 1 且 n 是 奇数 时 ,把 x, | 和 x 相 除 ,形式 上 令 g, 1 二 7 1 一 
1, 那 么 余数 4 仍旧 是 1, 再 作 ca = oac 十 ci 这 时 2 十 1 则 是 偶数 ,cn 
就 是 所 求 的 乘 率 上 。 不 论 哪 种 情形 ,最 后 一 步 都 会 出 现 余 数 1( 剩 一 ) ,这 时 整 
个 计算 程序 终止 (右上 余 一 而 止 )。 

第 三 步 , 求 用 数 s; 并 运用 “孙子 定理 ” 求 N, 即 泛 用 数 s; = AM,, 于 是 


N 一 Ris, 一 PM (P 为 非 负 整 数 )， 

秦 九 韶 在 ( 数 书 九 章 ) 中 以 “ 古 历 会 积 ”“ 积 尺 寻 源 "“ 推 计 土 功 ”“ 程 行 
计 地 ”等 算 例 给 出 大 衍 总 数 术 的 许多 实际 应 用 ,以 解决 历法 .工程 . 赋 役 和 军 
旅 等 实际 问题 。 由 于 实际 问题 中 的 模 数 A, 往 往 并 不 两 两 互 素 , 或 为 小 数 和 
分 数 情形 ,所 以 秦 九 韶 按 照 了 “元 数 格 ”"(A, 是 整数 )“ 收 数 格 ”"(A, 是 小 数 )、 
“ 通 数 格 "(A, 是 分 数 ) 等 情形 ,分 别 进行 化 归 处 理 ,把 “ 收 数 " 和 “ 通 数 "都 化 成 
“元 数 格 "情形 来 计算 。 秦 九 韶 的 大 衍 术 是 中 世纪 世界 数学 史上 最 优秀 的 数 
学 成 果 之 一 ,充分 体现 了 中 国 数学 的 构造 性 和 算法 化 的 特点 。 
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随 宋 元 数学 著作 在 明代 的 失传 ， 大 衡 术 ? 在 中 国 本 土 也 完全 失传 ,明代 数 
学 著作 中 仅 《 算 法 统 宗 ; 载 “ 物 不 知 总 "这样 趣味 数学 问题 。 直 至 清 代 , 秦 九 韶 
的 《 数 书 九 章 ) 重 新 被 发 现 后 “大 衔 求 一 林 ? 才 又 引起 中 国学 者 的 研究 兴趣 , 张 
敦 仁 511(1754 一 1834) 、 焦 循 521(1763 一 1820) . 李 锐 531(1769 一 1817) 、 骆 膳 
凤 542(1770 一 1842)、 时 日 醇 [52( 生 卒 年 不 详 ) 、 黄 宗 宪 61( 生 卒 年 不 详 ) 等 
清 代数 学 家 对 “大 衍 术 ”进行 了 解释 ,改进 和 简化 ,其 中 黄 宗 宪 的 《 求 一 术 通 
解 X1874) 对 模 数 非 两 两 互 素 的 情形 给 出 了 更 加 简明 的 方法 ,但 是 时 间 已 是 
晚 清 , 并 且 有 西学 的 部 分 影响 。 关 于 黄 宗 宪 的 方法 将 在 本 章 第 4 节 论 述 

中 国 不 定 分 析 算 法 , 除 大 衍 术 外 ,还 有 一 次 不 定 方程 求解 问题 ,由 于 最 
初出 现 于 南北 朝 数学 著作 《 张 丘 建 算 经 》, 是 “ 百 钱 买 百 鸡 ” 问 题 ,常常 被 称 作 
“ 百 鸡 术 ” 或 “ 百 鸡 问题 "。 不 过 ,历史 上 这 样 的 算 题 并 不 多 。 大 衍 求 一 术 所 
处 理 的 数学 对 象 既 可 以 用 同 余 式 表达 ,也 可 用 一 次 不 定 方 程 表 示 , 但 在 中 
国 , 对 于 百 鸡 问题 的 求解 似乎 一 直 没有 采用 大 衍 求 一 术 。 

在 公 at ait Mera 次 同 余 式 和 一 次 不 定 方 
程 的 算法 也 十 分 发 达 , 印 度 人 称 其 方法 为 ^ 库 塔 卡 ”Kuttaka) , 它 最 早出 现 
ne 476 一 550) 的 著作 Aryabhatiya(499) 中 ,该 书 “ 数 学 
章 ” 中 ,有 求解 

N 一 az 十 Ri 一 by 十 R， (0 过 Ri 一 ao 0 去 R 一 和 ) (6.5) 


一 类 型 的 同 余 式 问 题 。 当 Ri 之 RR 时 , 邻 Ri 一 R, 一 c， 阿 耶 波多 将 上 述 同 
余 式 (6. 5) 还 原 成 一 次 不 定 方程 


各 过 十 区 


p (6. 6) 


解 出 y 和 x 后 ,代入 式 (6.5) 以 求 出 自然 数 N。 书 中 第 一 次 把 这 类 问题 称 作 
“Kuttaka”。 对 于 方程 (6. 5) , 若 Ri 一 Rs 二 <c, 则 可 转化 为 方程 (6. 6) ,所 以 两 


[1] 1831 年 张 敦 仁 著 k 求 一 算术 》( 三 卷 ) 。 

[ 2] 1831 年 焦 循 著 《 大 衍 求 一 术 》。 

[ 3] 李 锐 (日 法 朔 余 强 弱 考 ) 一 书 , 在 书 中 他 提出 的 “有 日 法 求 强 弱 ” 术 , 沟 通 了 一 次 同 余 式 组 和 二 元 
一 次 不 定 方程 的 关系 ,为 骆 腾 凤 、 时 日 醇 等 人 以 求 一 术 解 百 鸡 问题 的 先 声 。 

[C42 1815 年 骆 腾 凤 著 《 艺 术 录 ,其 中 有 关于 “大 衍 求 一 法 ”的 讨论 。 

[C5] 1873 年 时 日 醇 著 《 求 一 术 指 》。 

[6] 1874 年 黄 宗 宪 著 ( 求 一 术 通 解 》。 
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者 是 等 价 的 。 印 度 人 所 给 的 方法 对 于 方程 (6. 5) 与 方程 (6. 6) 本 质 是 同一 
的 。 印 度 历史 上 不 少数 学 书 只 给 出 其 中 一 种 类 型 方程 的 解法 , 婆 什 伽 罗 二 
世 (Bhaskara II，1114 一 1193) 在 其 著名 的 Lilavati 中 是 以 方程 (6. 6) 为 对 象 
的 。 焚 语 Kuttaka 这 个 词 是 由 动词 kutt ( 细 分 ,粉碎 的 意思 ) 转 化 而 来 的 , 指 
在 解 的 过 程 中 起 实质 作用 的 轧 转 相 除 法 (a 与 6 思 转 相 除 , 即 相互 被 粉碎 , 亦 
即 相 互 被 分 割 变 小 )。 

为 解 式 (6. 6) ,对 a 与 6 实施 轧 转 相 除 法 ,把 各 次 商 以 及 c,0 排列 如 下 : qi， 
gy ga 1， qm，C，0, 将 这 一 列 数 叫 “ 蕊 ”vall) ,对 此 “ 莹 ”反复 实施 给 定 演算 
步骤 : 以 自 下 数 第 二 个 乘 其 上 ,加 最 后 者 之 结果 ,改写 自 最 后 数 第 三 个 ,最 后 者 
从 算 板 上 消失 , 即 及 一 oaB& 1 十 B_。( 其 中 局 二 0,B == ,例如 ,第 一 次 演 
算 的 结果 得 到 的 “ 草 ” 是 0 ，0，…，qo ly，qoc，c; 第 二 次 演算 的 结果 得 到 的 
“ 草 ? 是 mw，…， qdoc 十 cy gxci 最 后 只 剩 下 最 前 面 的 两 个 位 置 ( 含 有 g 
和 g,) 上 的 数字 B,a, 则 (8, a) = 二 (y, x) 是 式 (6. 6) 的 一 组 解 。 以 上 算法 程序 要 
求 由 轧 转 相 除 法 而 生成 的 商 的 个 数 为 偶数 , 即 m = 2n( 秦 九 韶 的 “大 衍 求 一 
术 ” 求 “ 乘 率 ” 时 要 求 “ 右 上 余 一 ”而 止 )。 秦 九 韶 的 “大 衍 求 一 术 ” 归 算 ,8 是 
从 上 述 “ 蕊 ”的 qi ,gs 开始 往 后 迭代 演算 的 ,顺序 与 印度 人 的 做 法 刚好 相反 ,从 
第 一 次 商 gi 开始 , 随 得 随 乘 , 往 下 递 互 累 乘 ,十 分 自然 。 从 算法 角度 上 考虑 ， 
秦 九 韶 算 法 程序 比 印 度 算法 程序 要 好 ,因为 在 数据 存储 上 比较 经 济 。 

印度 Kuttaka 问题 出 现 的 时 间 比 (孙子 算 经 ) 要 晚 ,现在 还 不 能 断言 它 一 
定 受到 了 《孙子 算 经 ) 的 影响 ,也 不 能 轻 言 秦 九 韶 的 “大 衍 求 一 术 ” 来 源 于 印 
度 的 Kuttaka。 笔 者 主张 它们 自 有 各 自 的 本 土 算法 源流 。 


6.2 演 纪 术 及 其 与 求 一 术 的 关系 “! 


对 于 秦 九 韶 “ 大 衍 求 一 术 ” 的 源流 问题 ,很 久 以 来 ,一 直 为 学 界 所 关注 。 
20 世纪 60 年 代 李 例 (1892 一 1963) 、 杜 石 然 "2] 、 钱 宝玉 531(1892 一 1974) 认 


C1] 本 节 内 容 是 与 王 荣 彬 先生 合作 撰写 的 , 曾 发 表 于 《自然 科学 史 研 究 》,1998,17(1): 47 - 54. 

[C2] 李 伍 、 杜 石 然 .中国 古代 数学 简 史 [LMJ]. 北京 : 中 华 书局 ,1964. 

[3] 钱 宝玉 . 求 一 术 源 流 考 LA]. 中 国 科 学 院 自然 科学 史 研 究 所 编 . 钱 宝 琼 科学 史 论 文选 集 [Cj]. 北 
京 : 科学 出 版 社 ,1983: 23. 
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为 , 求 一 术 的 产生 与 古代 历 算 中 的 上 元 积 年 推算 有 关 。 此 后 ,这 方面 著 
述 不 绝 , 李 文 林 、 袁 向 东 513 就 汉 历 中 的 上 元 积 年 推算 ,讨论 了 中 国 古 代 
同 余 算法 问题 。 沈 康 身 521(1923 一 2009) 讨 论 了 这 一 算法 与 古老 的 更 
相 减 损 术 的 渊源 关系 。20 世纪 80 年 代 李 继 闵 “31543(01938 一 1993) 又 
考释 了 汉 历 中 的 “ 通 其 率 ” 算 法 ,通过 算 理 分 析 , 推 测 “ 求 一 术 ” 由 “ 通 其 率 
术 ” 发 展 而 来 ,前 者 是 后 者 存在 的 佐证 ,并 且 认 为 “ 调 日 法 "是 “ 通 其 率 术 ” 
的 衍生 物 , 从 而 解 明了 古代 分 数 算法 与 不 定 分 析 算 法 的 关系 。 上 述 研 究 
基本 廓 清 了 从 “更 相 减 损 术 ”到 “ 通 其 率 术 ”, 以 至 发 展 为 “ 求 一 术 ” 的 历史 
线索 。 

对 于 自然 数 <,2 (a 二 65) ,用 轧 转 相 除法 得 到 一 系列 商 {qi， gs，gq3，…， 
gq,) ,以 及 相应 的 余数 系列 : (ni ,r,s ，…，,7,})( 其 中 ,二 0), 则 得 到 等 数 
(us Bd 


若 依 法 则 
cl1 一 dl c 一 qi 十 ] 二 iqd: TT C2 
9 9 (2) 《6. 7) 
;和 62 = 0; l= 19i TT €i—2 
» A 2 n sv» Cn d 
计算 , 则 得 到 对 的 渐 近 分 数 序列 | 并， 全，…， 至 |。 这 里 皇 一 22 , 此 即 所 
0 el @; e, e, b/d 


谓 的 “ 通 其 率 "算法 552 
当 n 二 2m, 且 7 二 1 时 , 取 k 二 Cs,,; 则 有 kb 二 1(moda), 便 为 求 一 术 。 
李 继 闵 55 在 上 述 推测 的 基础 上 ,又 进一步 指出 ,在 演算 程序 方面 ,“ 通 
其 率 术 ” 发 展 到 “ 求 一 术 ” 有 以 下 几 点 细节 发 生 了 变化 : 


[C12 李 文 林 , 圳 向 东 . 沦 汉 历 上 元 积 年 的 计算 LAJ. 科技 史 文集 [LC]( 第 三 辑 ). 上 海 : 上 海 科技 

出 版 社 ,1980. 

[C2] 沈 康 身 . 更 相 减 损 术 源流 [J]. 自然 科学 史 研 究 ,1982. 1(3): 193. 

[3] 李 继 闵 .“ 通 其 率 ? 考 释 [A]. 吴 文 俊 主 编 . 中 国 数学 史 论 文集 L[C]( 第 一 集 ). 济南 : 山东 教 

育 出 版 社 ,1985: 24. 

[4] 李 继 闵 . 中 算 家 分 数 近似 法 探究 [LA]. 吴 文 俊 主 编 . 中 国 数学 史 论 文集 [C]( 第 三 集 ). 济 

南 : 山东 教育 出 版 社 ,1987: 28. 

[5J 在 《三 统 历 ) 中 ,计算 五 星 运 动 周期 时 , 曾 有 “ 通 其 率 ” 的 记述 。“' 通 其 率 考 释 ” 一 文 认 为 ,由 于 
从 五 星 每 会 合 周 期 各 有 段 行 度 到 该 周期 内 的 总 平均 行 度 ,必须 要 有 “ 通 分 相约 ”的 运算 ,这 “ 约 
分 ”运算 ,不 应 是 “等 除法 实 ? 的 约 分 术 ,而 是 “其 率 换算 ”之 “ 通 其 率 术 ”。 中 国 古 算 史 上 是 否 实 
有 “ 通 其 率 术 ”之 名 ,有 待考 证 ,《 三 统 历 ) 中 “ 通 其 率 ” 含 义 也 可 能 有 不 同 解 释 。 本 文 借 李 继 闵 
文章 ““ 通 其 率 考 释 ” 之 说 ,以 称谓 由 回转 相 除 归 算 渐 近 分 数 序 列 及 既 约 分 数 这 一 算法 。 

[C6] 李 继 闵 .“ 大 衍 求 一 术 ” 溯 源 [Al. 吴 文 俊 主编 . 秦 九 韶 与 ( 数 书 九 章 )LC]. 北京 : 北京 师范 大 学 
出 版 社 ,1987: 138. 
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QO 要 求 (c，p) 一 1; 

@ 略 去 ej(i 一 1，2,， 3,，…，7) 的 计算 ; 

图 计算 ,从 oo = 1( 立 天 元 一 ) 开始 ; 

@ 要 求 r, 二 1( 须 右上 奇 一 而 止 )。 

从 理论 上 看 ,这 种 推测 与 分 析 十 分 合理 且 较 自然 ,但 是 否 符合 历史 的 真 
实情 况 ?“ 通 其 率 ” 向 求 一 术 演 变 ,实际 演算 程序 又 是 如 何 变 迁 ? 中 算 史 上 
是 否 存 在 反映 这 两 种 算法 互 为 一 体 的 确凿 算 例 ” 然而, 以往 的 各 种 研究 均 
未 能 给 出 足以 证 明 的 史料 或 具体 算 例 ,未 至 完美 。 如 果 找 到 这 方面 算 例 , 上 

述 推测 则 得 到 彻底 证 实 , 并 且 也 清楚 了 古代 分 数 算法 与 不 定 分 析 算 法 的 实 
际 演算 状况 。 秦 九 韶 演 纪 上 元 积 年 问题 正 含 有 这 方面 的 算 例 ! 


6.2.1 秦 九 韶 的 " 演 纪 术 ” 
《 数 书 九 章 六 治 历 演 纪 ? 题 如 下 : 
问 开 禧 历 , 积 年 七 百 八 十 四 万 八 干 一 百 八 十 三 , 欲 知 推演 之 原 、 调 
日 法 、 求 朔 余 、 朔 率 、 斗 分 、 岁 率 、 岁 半 、 入 元 岁入 辣 、 朔 定 骨 、 头 泛 骨 、 固 
缩 、 纪 牵 、 气 元 率 、 元 头 、 元 数 及 气 等 率 、 因 率 、 痢 率 、 朔 等 数 、 因 数 、 部 数 、 
朔 积 年 二 十 三 事 ,各 几何 ?51] 
所 谓 “ 二 十 三 事 ”, 就 是 用 演 纪 术 推 算 上 元 积 年 的 一 系列 中 间 过 程 。 由 
于 中 算 家 没有 建立 现代 的 符号 体系 , 故 必须 给 它们 分 别 命 名 ,并 计算 出 相应 
的 数值 。 


上 元 (甲子 岁 ) 甲子 日 嘉 泰 四 年 。 开 衬 
冬至 合 庆 夜半 11 月 朔 (甲子 岁 ) 于 见 
eo | | 
CC 一 一 一 一 | 
甲子 日 Ce 冬至 
人 ee ] 
本 N=60 1 
站 一 和 NAN- 一 一 一 一 一 一 一- 一 一- 一 一- > 


设 回归 年 为 六 日 ,朔望月 为 元 日 ,日 法 A。 


[1] 秦 九 韶 . 数 书 九 章 ( 卷 三 )。 天 时 类 [LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [2] 
(一 ). 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993. 
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据 开 禧 历 实测 , 二 11. 615 4 日 ,ts 二 1.755 562 日 ( 见 图 6.1)。 所 以 
气 泛 骨 ri 二 At, 一 16 900X11.446 154 二 193 440. 002 6， 
气 定 骨 7 = [r1] = [Azi|] = 193 440， 
朔 泛 骨 r, 二 At 一 16 900 xX 1.755 562 一 29 668. 997 8， 
朔 定 骨 s = [rs] 十 1 一 29 669， 
闻 泛 骨 W = 二 7 一 r; 一 163 771。 
那么 ,所 求 上 元 积 年 N= 二 60n 应 满足 : 
TN = ri (mod60A) (1) 
i 三 W(modB) (2) 


秦 九 韶 求解 过 程 见 表 6. 1。 
表 6.1 秦 九 部 用 “ 演 纪 术 " 推 算 上 元 积 年 过 程 
术 文 解释 


@D 51] 以 历法 求 之 .大 衍 入 之 , 调 日 法 | 四 取 - 一 世 一 引用 调 日 法 得 


如 何 承 天 术 。 用 强 弱 母子 互 来 ,得 数 


A 


并 之 为 翔 余 ,以 二 十 九 日 通 日 法 , 增 入 日 法 A== 49x 十 17y 二 49X339 十 17X17= 
朔 余 ,为 朔 率 。 又 以 日 法 乘 前 历 所 测 | 16 900 

冬至 气 刻 分 , 收 弃 末 位 为 偶数 ,得 斗 分 朔 余 Y 一 26z 十 9y 一 26X339 十 9 
“| 17 = 8 967 


朔 率 B= 二 29A 十 Y 二 499 067 
实测 回归 年 T/A = 365 十 R/A 二 365. 243 1 日 , 故 
得 

斗 分 R= [0. 243 1A] = 4 108。 


@ 与 日 法 ,用 大 衍 入 之 , 求 等 数 、 因 数 、| @ 以 大 衍 术 求 等 数 d = (R, 4A) , 蔓 率 下 (= A/d) 
荔 数 。 或 F( 二 R/qd), 乘 率 (因数 )k， 


使 kF 二 1(modE), 从 而 求解 同 余 式 (1)。 


@@ 以 纪 法 来 等 数 为 约 率 , 置 所 求 气 定 | @ 对 于 同 余 式 (1), 可 化 为 nF 二 ri (modEE)， 


骨 , 如 约 率 而 一 ,得 数 以 乘 因 率 , 满 药 
率 去 之 ,不 满 以 纪 法 乘 之 ,为 入 元 岁 。 


其 中 : r= 二 一 , 约 率 e 一 60d 
ee 
A, E)=1 ) AR 


上 一- 
kF = 1(modE) nF = (modE) 
nn—kri)F =0(modE) } 
tE; F) 三 :1 


>(n— ki) 0(modE) 
(n= kri) = z(modE) (z=E) 
>n = 力 上 十 一 >6072 一 60pE + 60z 
即 N= pL+M (3) 
故 先 求 和 元 岁 M 二 60z 


E13 


序号 至 @ 为 笔者 所 加 。 
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( 续 表 ) 


本 文 


@ 次 置 岁 日 ,以 日 法 通 之 。 并 以 定 斗 
分 为 岁 率 , 以 十 二 月 乘 闭 率 。 减 岁 率 ， 
余 为 岁 头 。 


岁 率 工 王 365A 十 尺 , 岁 装 忆 一 工 一 12B 


人 @ 以 岁 头 乘 入 元 岁 , 满 朔 率 去 之 ,不 满 
为 入 头 ,与 头骨 相 减 之 ,得 差 [或 适 足 ， 
便 以 入 元 岁 为 积 年 ,后 术 并 不 用 ,或 差 
在 刻 分 法 半数 以 下 者 , 亦 以 入 元 岁 为 
积 年 ]。 [1 必 在 刻 分 法 半数 以 上 , 却 
以 头 泛 骨 并 朔 率 ,得 数 内 减 入 头 , 余 与 
朔 率 求 头 缩 ,[ 在 翔 余 以 下 ,使 为 闫 缩 ， 
以 上 ,用 朔 率 减 之 亦 得 ]。 以 纪 法 乘 日 
法 为 纪 率 ,以 等 数 约 之 ,为 气 元 率 , 以 
气 元 率 乘 岁 闵 , 满 朔 率 去 之 ,不 满 为 
元 头 。 


@ 利用 式 (3) 对 同 余 式 (2) 求 解 : 


TN=W(modB)S(P+12B)N=W(modB) 
PN = W(mod B) 


a }= PL + PW = WmodB) 


分 别 求解 : PM 寺 Q(mod B) 与 PL 圭 H(modB)， 
其 中 : 入 赣 Q 二 B; 元 疼 H 二 B 
于 是 ， 
pPL + PM = W(mod B) 
>pH+Q=W(modB) 
>pH = (Wo— Q)(modB) 
当 W 二 Q 时 , 国 缩 SS 一 W 一 Q 十 B 二 B, 则 
PH (W—Q)(modB)SOpH = S(modB) 
(4) 


除 之 ,得 乘 限 。 乃 以 元 国 与 朔 率 ,用 大 
衍 术 入 之 , 求 得 等 数 .因数 、 药 数 。 以 等 
数 约 头 缩 ,得 数 以 因数 乘 之 , 满 部 率 去 
之 ,不 满 ,在 乘 限 以 下 ,以 乘 元 率 , 为 闭 
积 年 ,并 入 元 岁 ,为 演 纪 积 年 ,又 加 成 
历年 [2 


@ 要 求 上 元 积 年 N < 108, 由 于 N = pL 十 


M, 故 有 
p= oy 三 h( 乘 限 ) 
对 式 (4) 求 解 , 首 先 用 大 衍 术 求 
等 数 mm 二 (H, B) 


者 数 C(= B/m) 或 D(= H/m)， 
因数 g, 使 gD 二 1(modC) 


PHS(modB)=>pD = 室 (modO) 


> 1_ 一 - 
r1D) 三 pr 一 一 [8 S 
Pls ) 8 7 (mod 了 三 可 dC 
772 


gD 3 en 
朔 积 年 V = pL 


演 纪 积 年 N 二 V 十 M, 历 年 No = N 十 3 


6.2.2 大 衍 术 算 例 分 析 


在 秦 九 韶 演 算 中 ,两 处 使 用 了 大 衍 术 , 即 术 文中 的 @,@@ 处 。 


术 文 @ 以 大 衍 术 求 & == (R, A),E 一 2 及 乘 率 上 ,使 &F 二 1(modEE)， 


秦 九 韶 并 没有 采用 “大 衍 总 数 术 ”( 即 剩余 定理 ) 中 的 做 法 , 先 求 等 数 4, 再 “等 


[C1] 方 括号 内 的 文字 为 秦 九 韶 原 注 , 下 同 。 
[C2] 泰 九 韶 . 数 书 九 章 ( 卷 三 )。 天 时 类 [LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 
(一 ). 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 468 - 469. 
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除法 实 ” 求 静 数 EE, 下 ,最 后 以 ,下 入 算 , 用 大 衍 求 一 术 归 出 ,而 是 直接 以 
R, A 入 算 ,在 轧 转 相 除 求 出 4 的 同时 , 归 算 出 与 A, 其 演算 图 草 如 下 : 


8 8 
1 RI) ff 4108 1 41081 1 9 1 册 33 364 
0 Aj lo 16900) lo 468 4 468 4 468 4 468 
4 4 1 
了 3 
六 | 33 a 33 52 = 52 144 52 
4 104 37 104 37 104 37 104 37 52 
1 1 1 
网 "| 144 52 / . a 
= [1 
181 52 325 52， ED 


术 文 @ 中 , 求 冯 = (五 , B),C = B/m 及 乘 率 g ,使 gD 三 1(mod0), 册 
于 m 三 1, 可 以 直接 用 大 衍 求 一 术 求 出 g, 从 而 求解 同 余 式 gH 二 1(modB)， 
再 求解 z 互 圭 S(mod B) ,然而 秦 氏 仍然 用 大 衍 术 求 等 数 m 一 1, 蔡 数 C = 
499 067 及 乘 率 g 二 457 999, 其 演 草 如 下 : 


3 3 
1 | | 377 873 | 377 | | 377 | | 14 291 | 
0 B 0 499 067 0 12] 194 l 12] 194 1 121 194 
1 1 
2 2 
|， 14 291 ， 14 | | 4 14 | | 4 559 全 559 | 
1 12] 194 1 .6866 33 6 866 33 6 866 33 6 866 
8 8 12 
3 : 
10 369 70 559 70 85 2689 85 | 2 689 | 
33 158 873 158]j 873 158 875 158 873 733 
12 1 1 


[C1] * 号 处 的 52 似 为 0 之 误 。 
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] 1 11 
|, 689 | 和 689 | b 251 | |, 251 12 6 251 | 
3562 7173 3 562 73 3562 73 3562 1 4108 1 

6 6 

11 
|， 251 | 民 999 | 国 999 1] gg m 
4108 1 4108 1 499 067 0 C 0 


随后 求解 pH = SCmodB) 时 , 化 为 pD 三 (mod C) ,而 利用 gD 三 


1(mod 0) ,以 求解 p 圭 g Ca 显然 , 秦 九 韶 给 出 的 是 也 ,B 未 必 互 素 


的 一 般 性 演算 程序 ,与 @ 情 形 完全 一 致 。 

事实 上 ,对 于 (R, A) = 4,kR 三 d(modA)SkF 三 1(modE) ,因此 ,不 
论 R,A 是 否 互 素 , 均 可 以 轧 转 相 除 法 求 出 乘 率 &, 使 kR 寺 4d(modA) 上 且 AF 寺 
l1(modE)., 

中 算 家 在 求 等 数 的 过 程 中 , 发现 了 这 一 规律 ,最 初 并 不 考虑 a,b 是 否 互 
素 ,直接 用 a,b 演 之 于 轧 转 相 除 法 , 当 (a, 0) 关 1 时 ,程序 到 余数 x = 
ry, 2 二 d( 或 1 = 二 0) 时 结束 ,(a, 5) = 1 时 , 力 其 特殊 情形 4 二 1。 秦 九 韶 将 
此 程序 笼统 称 为 “大 衍 术 ”。 后 来 ,由 于 同 余 式 组 求解 的 需要 ,在 大 衍 总 数 术 
中 ,将 其 规范 为 特殊 情形 ,形成 大 衍 求 一 术 的 演算 模式 ,成 为 其 “大 衍 类 ” 问 
题 求解 的 主要 工具 。 

特别 值得 注意 的 是 ,在 秦 九 韶 上 述 大 衍 术 演算 中 , 求 出 乘 率 & 的 同 
时 ,既得 到 等 数 4d, 又 归 演 出 静 数 E( 同 样 也 可 归 出 下 , 因 这 里 无 需求 下 ， 
故 略 之 ) ,于 是 直接 得 到 的 既 约 分 数 志 ， 无 需 “ 等 除法 实 ”。 这 正 是 
“ 通 其 率 ”! 它 表明 古代 更 相 减 损 求 等 数 、 大 衍 求 一 术 与 “ 通 其 率 ” 算 法 
原本 是 一 体 的 ,这 为 李 继 闵 的 ““ 大 衍 求 一 术 ”溯源 ”一 文 11 的 推测 提 
供 了 确凿 证 据 , 所 谓 “ 通 其 率 ” 算 法 在 中 国 古 代 是 存在 的 。 不 仅 如 此 ， 
正如 秦 九 韶 所 指出 的 那样 , 历 家 相传 所 用 的 “方程 术 ” 亦 与 大 衍 术 本 质 


[1] 李 继 闵 .“ 大 衍 求 一 术 ” 溯 源 [A]. 见 : 吴 文俊 主编 . 秦 九 韶 与 4 数 书 九 章 》[C]. 北京 : 
北京 师范 大 学 出 版 社 ,1987: 138. 
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相同 。 


6.2.3 “方程 术 " 与 “大 衍 求 一 术 ” 

在 上 述 术 文 之 下 , 秦 九 韶 又 记述 道 : 

今 人 相 乘 演 积 年 ,其 术 如 调 日 法 , 求 朔 余 、 翔 率 , 立 斗 分 、 岁 余 , 求 气 
骨 、 朔 骨 、 头 骨 , 及 衍 等 数 、 约 率 、 因 率 、 节 率 , 求 入 元 岁 、 岁 闵 、 入 头 、 元 
率 、 元 头 , 已 上 漠 同 此 术 , 但 其 所 以 求 朔 积 年 之 术 , 乃 以 闫 骨 减 入 闫 , 余 
谓 之 头 赢 , 却 与 闫 缩 (元 头 )、 朔 率 , 列 号 甲乙 丙丁 四 位 , 除 乘 消减 , 谓 之 
方程 , 乃 求 得 元 数 ,以 乘 元 率 , 所 得 谓 之 翔 积 年 。 所 谓 方 程 , 正 是 大 衍 本 
[ 今 人 少 知 ] ,非特 置 算 系 名 , 初 无 定 法 可 传 , 甚 是 惑 误 后 学 , 易 失 古人 之 术 


就 是 说 ,在 求解 pH 反 S(mod B) 时 ,当时 的 历 算 家 使 用 的 是 一 种 所 谓 
“方程 术 ” 的 演算 程序 以 求 元 数 p。 关 于 这 种 演算 程序 , 秦 氏 记录 寥寥 数 语 ， 
且 似 有 脱 文 , 故 不 详 其 真 。 根 据 十 代 线 性 方程 组 求解 的 “方程 术 ” 程 序 ,结合 
本 问题 求解 的 前 提 , 我 们 认为 秦 氏 所 谓 的 “方程 术 ” 程 序 可 能 如 下 : 

B "| a 067 377 873 121 194 377 873 


Xi 人 -二 涛 G3) 


0 Sj 


0 Ss —S S 
121 194 14291) wg [6866 14291) we 2 [6866 559) wei» 
—S 49 2 | 49 人 Me 70S 
158 559] wa, 1 73 BE sari 
一 873S 70S 可 2 6893 > —3562S 2 689S 0 
73 12| xC6) 1 12| x 
一 3 5639 6251S 、 | 068S 6 251S 


1 1 
一 41 068S 457 999S 


xCD | 0 | 
一 499 067S 457 999S 
0 J 


S 


C g 一 
m 


0 m 


GS gS 


x (— 173 060) | | 
Cp 


[C1] 秦 九 韶 . 数 书 九 章 ( 卷 三 )。 天 时 类 LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 ， 数学 卷 [Z] 
(一 ). 郑州 : 河南 教育 出 版 社 ,1993: 468 - 469. 
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这 种 “方程 术 ” 与 大 衍 本 相 比 ,本 质 一 致 ,只 不 过 前 者 用 遍 乘 相 减 ,后 者 
代 之 以 除法 取 余 ,所 以 秦 氏 认为 此 “ 正 是 大 衍 术 ”, 这 一 改变 “ 非 惟 止 用 乘除 
省 便 ,又 且 于 自然 中 取 见 积 年 ”。 

通过 秦 九 韶 这 段 记载 ,反映 大 衍 术 由 来 已 入 。 在 秦 九 韶 时 代 , 历 家 相传 
的 演 纪 上 元 算法 ,从 步 又 四 至 @ 已 由 秦 氏 记录 下 来 ,但 步骤 @ 则 是 秦 氏 依据 
算 理 规范 化 后 的 形式 , 它 完 全 同步 又 @, 历 家 此 处 所 用 的 “方程 术 ” 因 “ 初 无 
定 法 可 传 ,其 是 惑 误 后 学 ”, 而 被 秦 九 韶 改 进 。 但 从 算 理 上 来 看 ,“ 方 程 术 ”应 
是 同 大 衍 术 本 质 一 致 的 一 种 形式 , 秦 九 韶 点 破 了 这 一 层 “ 窗 户 纸 ”。 

综合 上 述 分 析 , 有 如 下 几 点 结论 : 

(1) 在 中 算 史上 ,确实 存在 着 归 算 轨 转 相 除 所 得 之 一 系列 商 率 而 得 到 渐 近 分 
数 序列 及 其 既 约 分 数 的 算法 。 古 代 治 历 者 相传 使 用 这 种 算法 ,与 更 相 减 损 、 大 衍 术 
融 为 一 体 ,很 可 能 没有 专 名 ,所 谓 “ 用 而 不 知 ” 是 也 。 虽 然 还 不 能 肯定 《三 统 历 ) 中 的 
“ 通 共 率 ” 一 语 即 指 这 一 算法 ,但 在 中 算 史 研 究 中 称 此 算法 为 “ 通 其 率 术 ” 是 恰当 的 。 

(2) 历 家 相传 的 解 一 次 同 余 式 方 法 , 秦 九 韶 称 其 为 大 衍 术 ,是 一 种 并 不 
要 求人 算 的 两 数 互 素 的 一 般 性 演算 程序 ,大 衍 求 一 术 是 秦 九 韶 对 大 衍 术 规 
范 化 的 结果 。 

(3) 历 家 推算 历 元 的 “方程 术 ” 与 大 衍 术 在 算 理 本 质 上 应 是 一 致 的 , 秦 九 
韶 将 其 改进 ,使 演 纪 术 的 步骤 与 步骤 四 完全 相同 。 

上 元 积 年 的 推算 是 古代 历法 中 的 一 个 重要 课题 ,但 直到 元 代 《 授 时 历 》 
废止 积 年 日 法 ,现存 史料 中 论 及 此 算法 者 ,仅见 于 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》。《 数 
书 九 章 》 记 述 上 元 积 年 算法 有 二 : 其 一 见于 大 衍 类 第 二 问 “ 古 历 会 元 ”, 用 大 
衍 总 数 术 ; 其 二 见于 天 时 类 第 三 问 “ 治 历 演 纪 ”, 用 演 纪 术 。 以 往 的 研究 已 证 
明 , 古 历 会 积 实 系 秦 氏 为 阐发 大 衍 总 数 术 之 理 的 杜撰 之 作 , 大 衍 总 数 术 对 于 
推 求 上 元 的 实际 应 用 ,是 华而不实 的 “124 对 汉代 历 元 推算 方法 的 研究 则 表 
明 ,早期 历 元 推算 仪 归结 为 解 一 个 单一 的 一 次 同 余 式 问题 5225.37, 因 而 只 需 


[1] 李 继 闵 . 秦 九 韶关 于 上 元 积 年 的 论述 [Aj. 秦 九 韶 《 数 书 九 章 ) 成 书 740 周年 纪念 国际 学 术 会 
议论 文 LC]. 北京 : 科学 出 版 社 ,1987. 

[2] 李 文 林 、 囊 向 东 , 沦 汉 历 上 元 积 年 的 计算 LAj]. 科技 史 文 集 [LC]( 第 三 辑 ). 上 海 : 上 海 科技 出 版 
社 ,1980. 

[3] 李 继 闵 .“ 大 衍 求 一 术 ” 溯 源 [A1]. 吴 文 俊 主编 . 秦 九 韶 与 4 数 书 九 章 沪 C]. 北京: 北京 师范 大 学 
出 版 社 ,1987: 138. 
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用 大 衍 术 。 隋 唐 以 后 演 纪 上 元 的 实际 算法 , 据 秦 九 韶 的 记述 ,大 抵 就 是 本 文 
所 指 的 步骤 至 @ 及 所 谓 的 “方程 术 ”。 秦 九 韶 还 指出 : 
独 大 衍 法 不 载 九 章 , 未 有 能 推 之 者 , 历 家 演 法 颇 用 之 ,以 为 方程 者 误 也 。 
又 云 : 圣 有 大 衍 , 微 富 于 易 。 奇 余 取 策 , 群 数 少 捐 , 衍 而 究 之 , 探 隐 
知 原 。 数 术 之 传 ,以 实 为 体 ,其 书 九 章 , 惟 兹 弗 纪 。 历 家 虽 用 ,用 而 
不 知 51] 
这 里 所 言 之 “大 衍 ”, 专 指 大 衍 术 , 非 大 衍 总 数 术 。 此 处 的 “ 九 章 ” 则 泛 指 算术 。 
见 ,大 衍 类 算法 的 发 生发 展 经 历 了 :“ 更 相 减 损 术 (先秦 )” 一 “一 次 同 
余 问题 解法 (汉代 )”“ 演 纪 上 元 法 (隋唐 以 后 )”>“ 秦 九 韶 集 大 成 而 分 类 定 
名 ”这 一 发 展 路 线 。 
秦 九 韶 规 范 大 衍 术 与 改进 “方程 术 ” 在 算法 机 械 化 上 具有 十 分 重要 的 意 
义 , 也 正 因为 如 此 ,他 使 历 家 原 有 的 算法 更 加 清晰 完善 ,并 有 所 进步 ,大 衍 总 
数 术 或 许 就 是 秦 九 韶 在 历 家 历 元 推算 启发 下 总 结 完成 的 。 剩 余 定理 源 于 历 
家 的 上 元 推算 ,但 不 是 历 家 推算 上 元 实际 所 用 的 算法 。 


6.3 关 孝 和 的 诸 约 术 、 剩 一 术 与 部 管 术 


根据 现存 史料 考察 ,包括 《孙子 算 经 》 在 内 的 “ 算 经 十 书 ” 虽 在 唐 代 传 人 
日 本 ,但 至 晚 在 15,16 世纪 时 ,在 日 本 似乎 已 经 失传 ,也 没有 证 据 表明 《 数 书 
九 章 》 传 人 日 本 ,所 以 和 算 家 关于 同 余 式 组 求解 的 知识 ,不 可 能 源 自 4 孙 子 算 
经 》 和 《 数 书 九 章 》。 明 代 程 大 位 的 《算法 统 宗 》(1592) 出 版 后 不 久 便 在 日 本 
广 为 传 播 ,对 和 算 产生 重要 影响 ,该 书 中 载 有 ”“ 物 不 知 总 问题。 另外 ,朝鲜 
人 复 刻 的 《杨辉 算法 》 也 曾 在 日 本 传播 , 关 孝 和 曾 抄录 过 此 书 ,该 书包 括 《 续 
古 摘 奇 算法 》, 其 中 包含 “ 剪 管 术 ”, 不 过 杨辉 " 剪 管 术 ”的 内 容 与 方法 不 及 秦 
氏 “ 大 衍 总 数 术 ”, 不 具 一 般 性 , 算 题 也 都 比较 简单 。 在 和 算 书 籍 中 ,前 管 术 
最 初出 现 于 关 孝 和 的 著述 中 ,他 所 研究 的 剪 管 术 问 题 可 能 来 源 于 杨辉 的 《 续 
古 摘 奇 算法 》, 在 其 基础 上 他 进行 了 一 般 化 的 改造 。 


C1] 秦 九 韶 . 数 书 九 章 序 [A]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 (一 )LZ]. 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 439. 
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户 板 保佑 (Toita Yasusuke，1708 一 1784) 在“ 关 流 四 传 书 ” 的 《 关 算 前 

传 》 五 ) 中 ,对 自己 学 习 研 究 剪 管 术 过 程 有 过 这 样 一 段 描述 : 
夫 剪 管 法 ,了 予 自 幼 用 工夫 而 得 其 术 矣 ,于 中 西 流 算术 传 书 著 之 《二 

动 记 ) 谓 之 百 五 减 ,《 孙 子 ) 书 始 出 之 ,《 算 法 统 宗 ) 载 之 ,《 括 要 算法 ) 术 

之 ,于 是 , 予 撰 ( 百 五 减 考 ) 与 《前 管 考 ) 两 书 ,所 以 传 之 ,中 西 流 而 号 之 旧 

术 也 。 自 是 历 二 十 余年 在 京师 之 日 再 校 其 术 , 以 方程 而 作 新 术 , 即 剪 管 

别 术 也 。 欲 以 订 之 先生 ,故此 一 卷 , 术 非 旧 术 , 仍 所 以 号 之 新 术 也 [1 

说 明 在 关 孝 和 之 前 ,和 算 家 所 接受 的 剪 管 术 知识 来 自 4 算 法 统 宗 》《 孙 
子 算 经 》( 关 孝 和 未 必 读 过 《孙子 算 经 》) ,而 “ 剪 管 " 这 一 名 称 却 是 来 源 于 《 杨 
辉 算 法 》 的 。 关 孝 和 的 剪 管 术 是 对 《杨辉 算法 》 中 相关 问题 的 推广 。 

关 孝 和 关于 同 余 式 组 的 解法 主要 收录 于 《 括 要 算法 》 亭 卷 ,包括 “ 诸 约 ” 
“ 剩 一 ”“ 剪 管 ”三 部 分 内 容 , 实 际 上 是 解 一 次 同 余 式 组 算法 的 三 个 组 成 部 
分 。 男 有 稿 本 《拾遗 诸 约 之 法 ， 前 管 术 解 X1683) 传 世 , 其 内 容 与 之 基本 一 
致 , 当 是 关 流 和 算 家 抄写 本 。 


6.3.1 诸 约 术 

《 括 要 算法 ) 宣 卷 中 的 “ 诸 约 ”, 包 括 互 约 、 逐 约 、 齐 约 、 人 遍 约 、 增 约 . 损 约 、 霉 约 、 
遍 通 。 后 来 的 和 算 家 在 此 基础 上 又 加 入 自 约 ( 即 整数 的 素 因 数 分 解 )。 诸 约 术 之 
中 的 增 约 术 与 损 约 术 , 是 无 穷 递 缩 等 比 级 数 的 求 和 公式 , 零 约 术 是 技 番 图 逼近 算 
法 ( 见 本 书 第 7 章 相关 内 容 ), 遍 通 是 通 分 算法 ,它们 都 与 同 余 式 组 算法 无 关 。 互 
约 、 逐 约 、 齐 约 、 遍 约 四 术 均 为 解 同 余 式 组 算法 中 的 基本 步骤 。 现 分 别 报 之 如 下 : 

1) 互 约 

对 于 求解 同 余 式 组 N = R;(mod A,)，, 必须 把 模 数 A, 化 成 两 两 互 素 的 a， 
形式 (Ca, w) = 1), 且 a 是 A 的 约 数 (a|A,), 还 要 求 最 小 公 倍数 不 变 
(ay as，… ,a,j 二 [Ail, A,,…，A,])。 秦 九 韶 在 “大 衍 总 数 术 ”中 设计 了 
化 问 数 Ai; 为 定数 4; 的 基本 演算 程序 ,来 处 理 这 种 问题 ,其 基本 算法 是 “两 两 
连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 ”, “或 约 得 五 ,而 彼 有 十 , 力 约 偶 弗 约 奇 ”, 即 求 出 两 个 
问 数 的 最 大 公约 数 4 = (A，Ai), 去 约 其 中 的 一 个 ,而 不 约 另 一 个 。 对 于 两 


[12 学 士 院 . 明治 前 日 本 数学 史 . 第 三 卷 LM]. 东京 : 岩 波 书店 ,1957: 285. 
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个 数 的 情形 ,就 是 关 考 和 的 “ 互 约 术 ”, 即 对 于 A, ，A,, 求 满足 LA ，A, ] = 
[ea ， as], (aly，as) = 二 1, a; | Ai, 三 个 条 件 的 41， a;。 
《 括 要 算法 ) 没 有 叙述 一 般 法 则 ,只 给 出 算 例 。《 大 成 算 经 》 匆 之 法 则 为 : 
互 约 者 ,二 数 相 约 也 。 先 两 数 互 减 得 等 数 ,以 约 一 数 [或 约 之 依 其 先后 ， 
虽 有 约 数 异 者 ,于 相 乘 数 无 参差 , 然 其 数 大 略 以 无 过 、 不 及 者 为 专 也 。 逐 约 也 仿 此 ]， 
得 数 与 未 约 者 又 互 减 , 得 等 数 ,以 之 约 未 约 者 , 乘 先 约 者 [ 乃 其 先 约 者 每 得 等 
数 逐 相 乘 ,后 约 者 逐 除 之 也 ], 其 两 数 复 如 前 得 等 数 ,以 之 约 后 约 者 , 乘 次 乘 者 ， 
逐 如 此 而 得 等 数 一 , 则 止 之 ,为 约 数 带 分 者 ,以 两 分 子 先 如 此 相约 而 后 ,又 
以 两 分 母 互 减 得 等 数 ,为 约法 ,以 之 约 一 件 约 数 [或 前 或 后 ,两 数 所 约 不 定 ,而 
虽 依 数 各 有 革 酌 ,大 率 以 约 多 数 者 为 准 也 , 逐 约 者 亦 同 之 ], 得 定数 [11 
效 以 《 括 要 算法 (图 6.2) 所 给 两 个 算 例 说 明 “ 互 约 术 ” 方 法 : 
第 一 问 : 
今 有 六 个 、 作 个 , 问 互 约 之 各 几何 ? 
日: 六 为 三 , 八 不 约 。 


咏 


术 目 : 六 与 八 互 减 ,得 等 数 二 ,以 约 六 ,为 三 [三 与 入 互 减 ,得 等 数 一 、 乃 
得 等 数 一 , 则 不 约 而 止 ,后 仿 之 ]。 
又 术 目 : 八 与 六 互 减 ,得 等 数 二 ,以 约 和 八 ,为 四 ,四 与 六 互 减 ,得 等 数 
二 ,以 因 四 ,为 八 , 约 六 ,为 三 。 合 问 。 
该 题 是 对 6,8 这 两 个 数 进行 互 约 , 即 Al = 6, A,s 二 8。 
首先 求 出 公约 数 (6，8) = 2, 然 后 以 之 约 6, 得 6 二 2 二 3, 于 是 (3, 8) 一 
1, 两 数 约 后 为 3 与 8。 
第 二 种 约法 是 : 求 出 公约 数 (6, 8) = 2 后 , 约 另 一 数 8, 即 8 二 2 二 4, 所 得 数 
与 第 一 个 数 6 不 互 素 , 即 (6, 4) == 2, 所 以 再 用 这 个 公约 数 (6, 4) 二 2 去 约 6, 并 同 
时 去 乘 4, 保 证 它们 的 最 小 公 倍 数 不 变 ,得 6 二 2 二 3, 4X2 一 8, 则 (3, 8) = 1。 


6 3 6 6 3 
8 8 8 4 8 
第 一 种 约法 第 二 种 约法 


[C1] 天 邦和, 建部 里 明 , 建部 质 弘 篇 集 . 大 成 算 么 [Mj]. 傣 六 . 写本 . 东北 大 学 贱 书馆 儿 野 文 导 
登录 号 : ws006478, 索 书号 : 狩 野 7. 20820. 20. 
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第 二 问 : 

今 有 三 十 六 个 、 四 十 八 个 , 问 互 约 之 各 几何 ? 

答 上 日 ; 三 十 六 为 九 ; 四 十 入 为 十 六 。 

术 日 : 三 十 六 与 四 十 八 互 减 ,得 等 数 十 二 ,以 约 三 十 六 ,为 三 ;三 与 
四 十 八 互 减 , 得 等 数 三 ,以 因 三 ,为 九 , 约 四 十 八 , 为 一 十 六 。 

又 术 日 : 四 十 八 与 三 十 六 互 减 ,得 等 数 十 二 ,以 约 四 十 八 , 为 四 ,四 
与 三 十 六 互 减 ,得 等 数 四 ,以 因 四 ,为 一 十 六 , 约 三 十 六 ,为 九 。 合 问 。 
该 题 给 出 A = 36, A, 二 48, 对 它们 进行 互 约 。 首 先 求 出 他 们 最 大 公约 

数 (36, 48) = 12, 然 后 以 之 约 第 一 个 数 36, 得 36 二 12 = 3, 于 是 (3, 48) 二 3。 

3X3=9, 48 二 3 一 16 
(36, 48) = 12, 48 二 12 一 4, 则 (36, 4) 一 4 
4X4=16, 36:4 一 9 


36 3 9 36 36 9 
48 48 16 48 4 16 
第 一 种 约法 第 二 种 约法 
在 这 两 例 中 ,前 一 术 用 的 是 “ 互 约 术 ” 最 基本 方法 , 即 秦 九 韶 所 谓 的 “ 约 


> 


J J su | 
A 


PE * 
A | 
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i hii 


图 6.2 关 孝 和 《 括 要 算法 ) 中 的 诸 约 术 
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奇 弗 约 偶 ” 情 形 ,“ 又 术 ” 是 特殊 情形 的 互 约 , 即 秦 九 韶 所 谓 的 “或 约 得 五 ,而 
彼 有 十 , 乃 约 偶 弗 约 奇 ”以 及 其 “复数 格 ” 情 形 中 所 谓 的 “ 约 奇 弗 约 偶 , 复 乘 
偶 ; 或 约 偶 弗 约 奇 , 复 乘 奇 ;或 彼此 可 约 而 犹 有 类 数 存 者 ,又 相 减 以 求 续 等 ， 
以 续 等 约 彼 , 必 复 乘 此 , 力 得 定数 ”17 的 情形 。 
2) 逐 约 本 
把 两 个 数 之 间 的 互 约 ,推广 到 两 个 以 上 的 数 之 间 的 互 约 , 便 是 逐 约 。 这 
是 把 同 余 式 组 中 的 模 数 化 成 两 两 互 素 情形 的 基本 算法 , 即 求 LA ，A, ，…， 
4 二 [a a 4] 一 M, (ai, 4) 二 1, ai|Ai 中 的 ai。《 大 成 算 经 ) 叙 
之 法 则 为 : 
逐 约 者 , 诸 数 重 互 约 也 。 先 以 第 一 数 [或 起 于 最 末 , 递 至 第 一 者 , 亦 其 理 
相同 , 齐 约 、 遍 约 并 仿 此 ], 从 第 二 至 最 末 , 递 依 互 约 术 约 之 , 则 得 第 一 约 数 ， 
与 从 第 二 末 一 次 数 ; 又 以 第 二 一 次 数 , 从 第 三 一 次 数 至 最 末 , 递 依 互 约 
术 约 之 , 则 得 第 二 约 数 ,与 从 第 三 末 二 次 数 ; 复 以 第 三 二 次 数 , 从 第 四 二 
次 数 至 最 末 ，, 递 依 互 约 术 约 之 , 则 得 第 三 约 数 ,与 从 第 四 未 三 次 数 ; 逐 如 
此 ,至 最 末 约 之 遍 , 得 约 数 。 带 分 者 , 诸 分 子 相 约 而 后 ,又 诸 分 母 递 互 
减 , 得 一 人 遍 之 等 数 ,为 约法 ,以 之 约 诸 数 中 最 多 者 一 件 ,得 定数 和? 
以 《 括 要 算法 3》 所 给 出 的 一 个 算 例 说 明 其 法 则 : 
今 有 一 百 零 五 个 一 百 一 十 二 个 、 一 百 二 十 六 个 、 一 百 六 十 八 个 、 二 
百 零 四 个 , 问 逐 约 之 各 几何 ? 
答 日 : 一 百 零 五 为 五 ,一 百 一 十 二 为 十 六 一 百 二 十 六 为 九 \ 一 百 六 
十 八 为 七 、 二 百 零 四 为 一 十 七 。 
术 日 : 一 百 零 五 与 一 百 一 十 二 , 依 互 约 术 ,一 百 零 五 为 一 十 五 ,一 百 
一 十 二 不 约 ; 一 十 五 与 一 百 二 十 六 , 依 互 约 术 ,一 十 五 为 五 ,一 百 二 十 六 
不 约 ; 五 与 一 百 六 十 八 , 依 互 约 术 , 蕴 不 约 ;五 与 二 百 零 四 , 依 互 约 术 , 浓 
不 约 ;一 百 一 十 二 与 一 百 二 十 六 , 依 互 约 术 , 一 百 一 十 二 为 一 十 六 ,一 百 
二 十 六 为 六 十 三 ;一 十 六 与 一 百 六 十 八 , 依 互 约 术 , 一 十 六 不 约 , 一 百 六 


[C1] 秦 九 韶 . 数 书 九 章 序 LA]. 郭 书 春 主 编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 (一 )[Z]. 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 444. 
[2] 并 邦和, 建部 辟 明 ,建部 览 弘 篇 集 . 大 成 算 经 LM]. 众 六 . 写本 . 东北 大 学 加 书包 狩 野 文库 藏 . 
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十 入 为 二 十 一 ;一 十 六 与 二 百 零 四 , 依 互 约 术 , 一 十 六 不 约 , 二 百 零 四 为 
五 十 一 ;六 十 三 与 二 十 一 , 依 互 约 术 ,六 十 三 为 九 、 二 十 一 为 七 ; 九 与 五 
十 一 , 依 互 约 术 , 九 不 约 、 五 十 一 为 一 十 七 ;七 与 一 十 七 , 依 互 约 术 , 溺 不 
约 。 合 问 。 

该 题 中 , A, = 105，A， = 112, A; = 126, A, = 168, A; = 204. 

逐 约 步骤 基本 就 是 秦 九 韶 所 谓 的 “两 两 连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 ”, 其 逐 约 


过 程 如 下 图 所 示 : 
204 204 204 204 204 204 204 51 51 Ly 
168 168 168 168 168 168 21 21 ) 7 7 7 
126 126 126 126 | 63 63 63 - 9 9 
ed 112 112 112 112 16 16 16 16 16 16 
105 15 5 5 5 5 5 5 3 9 国 
VY 
第 一 过 第 二 饥 第 三 遍 第 四 人 遍 


逐 约 的 结果 为 : a = 5, as = 16, as 二 9, a 一 7, as 二 17。 
3) 齐 约 术 
齐 约 术 为 求 诸 数 最 小 公 倍 数 方法 , 即 求 同 余 式 组 的 模 数 A; 的 最 小 公 倍 


数 LA，A,，…， A, |] 二 Lal ,as，…，, a, | 一 M。《 大 成 算 经 ) 役 之 法 则 为 : 


齐 约 者 , 约 数 相 乘 积 也 。 先 第 一 与 第 二 两 数 互 减 ,得 等 数 , 约 一 数 ， 
以 之 乘 未 约 者 [或 先 约 第 一 而 后 乘 第 二 ,或 先 约 第 二 而 后 乘 第 一 者 , 辟 同 ,每 次 准 
此 例 ], 得 数 与 第 三 得 等 数 , 约 一 数 ,以 之 乘 其 不 约 者 , 递 如 斯 至 最 末 , 则 
约 积 。 带 分 者 , 即 为 通 积 ,又 诸 分 母 如 前 遍 得 等 数 ,为 法 ,以 之 约 通 积 ， 
为 约 积 517 
今 以 ( 括 要 算法 》 的 一 个 算 例 , 以 说 明 其 法 : 

今 有 六 个 一 十 四 个 一 十 五 个 、 二 十 五 个 , 问 齐 约 之 几何 ? 

答 日 : 一 千夫 五 十 。 

术 日 : 六 与 一 十 四 互 减 , 得 等 数 二 ,以 约 六 ,得 三 ,三 与 一 十 四 相 乘 ， 
得 四 十 二 ;四 十 二 与 一 十 五 互 减 ,得 等 数 三 ,以 约 四 十 二 ,得 一 十 四 ,一 
十 四 与 一 十 五 相 乘 ,得 二 百 一 十 ;二 百 一 十 与 二 十 五 互 减 ,得 等 数 五 ,以 
约 二 百 一 十 ,得 四 十 二 ,四 十 二 与 二 十 五 相 来 ,得 一 千 零 五 十 , 合 问 。 


阅 孝 和 ,建部 里 明 , 建 部 里 弘 编 集 . 大 成 算 么 [Mj. 容 六 . 写本 . 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文 库 藏 . 登 
委 号 : ws006478, 索 书号 : 狩 野 7. 20820. 20. 
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本 题 是 要 对 6, 14，15，25 这 四 个 数 进行 齐 约 , 即 求 其 最 小 公 倍数 [6， 
14，15，25] ,其 算法 步 又 如 下 : 
(6, 14) 一 2, 6 二 2 一 3, 3X14 一 42 
(42, 15) 一 3，42 二 3 一 14,， 14X15 一 210 
(210, 25) = 5, 210+5= 42, 42 X25 一 1050 


即 得 [6, 14, 15, 25] 二 1 050。 
一 般 说 来 ,对 于 求 [LA， » A,,， ek A, ], 关 孝 和 的 齐 约 术 算 法 程序 如 下 : 


(Al, A,) = rs A 二 di 一 论 19 CA， = b 
(bl, As) = 4d;,, bd,=a,, asA; = ob, 
(bs A = dd = = 


(bp, Ac ) = di, bri d= a, a Apn = b 


(b,_» 》 A,) d, 19 DO 诗话 本 一 -1， QI1A， 一 b, ] 


则 得 [Ai, A,,…, A, |] 二 0,1。 

4) 遍 约 术 

即 约 去 诸 数 的 最 大 公约 数 , 在 同 余 式 组 中 ,可 能 出 现 模 数 存在 最 大 公约 
数 的 情形 , 秦 九 韶 把 这 类 情形 规定 为 “复数 格 ”, 约 去 最 大 公约 数 之 后 ,按照 
“元 数 格 ” 处 理 。 关 孝 和 的 遍 约 术 也 是 来 处 理 这 类 问题 的 《大 成 算 经 》 叙 之 
法 则 为 : 

遍 约 者 , 旁 约 诸 数 也 。 先 第 一 与 第 二 两 数 互 减 , 得 等 数 , 以 之 与 

第 三 互 减 , 得 次 等 数 , 又 以 之 与 第 四 互 减 , 逐 至 最 未 ,得 一 般 之 等 数 ， 

为 约法 ,各 约 诸 数 ,得 约 数 。 带 分 者 , 先 以 各 分 母 如 前 遍 得 等 数 [或 先 

起 于 分 子 者 , 亦 同 ], 以 之 又 与 各 分 子 得 等 数 ,为 约法 , 约 诸 母 子 , 得 

约 数 C1] 

兹 以 《 括 要 算法 ) 所 给 出 的 一 个 算 例 以 说 明 其 法 : 


El 


i 
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今 有 四 十 八 个 .七 十 二 个 、 一 百 零 八 个 、 一 百 二 十 八 个 , 问 遍 约 之 各 
几何 ? 
答 日 : 四 十 八 为 一 十 二 ,七 十 二 为 一 十 六 ,一 百 零 八 为 二 十 七 一 百 
二 下 改 汶 三 十 二 
术 日 : 四 十 入 与 七 十 二 互 减 ,得 等 数 二 十 四 ;二 十 四 与 一 百 零 八 互 
减 , 得 等 数 一 十 二 ;一 十 二 与 一 百 二 十 八 互 减 , 得 等 数 四 ,为 约 数 ,以 遍 
约 之 ,四 十 八 为 一 十 二 ,七 十 二 为 一 十 和信、 一 百 零 八 为 二 十 七 一 百 二 十 
八 为 三 十 二 。 合 问 。 
该 题 是 要 求 对 48，72，108,，128, 四 个 约 去 最 大 公约 数 , 术 文 所 述 计算 
过 程 如 下 : 
(48, 72) = 24, (24, 108) = 12, (12, 128) = 4 
于 是 , 48 二 4 二 12, 72 二 4 一 18, 108 二 4 一 27, 128 二 4 一 32 
事实 上 , 若 要 约 将 A，A:，…, A, 的 最 大 公约 数 约 去 ,首先 求 它们 的 最 
大 公约 数 (Al，A;,，…，A,) 二 d, 然后 逐一 约 各 数 即 可 。 其 一 般 化 算法 
如 下 : 


(Al, A,) = (dys A,) = (3 Al) 一 (d;, A.) = ey 
(dd as A = 


则 (Ai, A,,…, A,) 二 4d, =d, 于 是 ,计算 A, 二 & | = 二 a;, 即 得 各 数 。 


6.3.2 剩 一 术 
关 孝 和 的 剩 一 术 与 秦 九 韶 的 “大 衍 求 一 术 ” 算 法 程序 一 样 ,是 求解 同 余 
式 组 的 关键 性 算法 程序 。 关 孝 和 之 后 ,和 算 家 把 求解 az 一 by = 1 的 方法 叫 
剩 一 术 或 到 一 术 , 把 求解 az 一 2 一 一 1 的 方法 叫 车 一 术 或 觅 一 术 。《 大 成 算 
经 ) 中 没有 “ 剩 一 术 ” 这 一 名 称 , 代 之 以 “ 累 约 术 ”: 
累 约 者 , 累 损 益 之 数 也 。 益 数 为 左 , 损 数 为 右 [ 带 分 者 , 损 分 母 、 益 分 子 
相 乘 为 左 , 损 分 子 为 右 , 各 先 两 数 互 减 , 得 等 数 ,为 约法 ,各 约 之 ,而 后 列 于 左右 也 ]， 
以 多 除 少 ,得 初 商 [ 左 多 者 ,得 初 商 而 其 余 一 , 则 不 及 求 次 商 , 故 以 一 即 为 剩 一 之 
益 衰 , 以 初 商 为 损 衰 ; 左 少 者 ,得 次 商 而 余 一 , 则 亦 以 初 商 即 为 损 豪 ]; 以 其 余 除 
少 ,得 次 商 ; 以 次 余 除 初 余 ,得 三 商 ; 又 以 三 余 除 次 余 , 得 四 商 ;次 第 如 
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此 ,以 余 左 右 互相 除 , 以 左 余 一 者 为 末 商 而 止 。 以 末 第 一 商 [或 起 于 初 商 ， 
逐 至 未 商 者 , 亦 同 ], 即 为 一 积 ; 以 乘 末 第 二 商 , 加 定 一 ,为 二 积 ;以 之 乘 末 第 
三 商 , 加 一 积 ,为 三 积 ; 又 以 之 乘 末 第 四 商 , 加 二 积 , 为 四 积 ; 逐 以 其 积 乘 
后 商 , 加 前 积 , 为 后 积 , 至 初 商 如 此 ,得 末 积 。 益 数 多 者 ,以 最 末 积 为 损 ， 
以 次 末 积 为 益 ; 损 数 多 者 ,以 最 末 积 为 益 , 以 次 末 积 为 损 ; 各 得 剩 一 之 
衰 。 以 剩 数 来 益 衰 , 满 损 数 去 之 , 余 [ 有 约法 者 约 之 ,后 蕴 仿 此 ] 得 益 段 ;以 剩 
数 乘 损 衰 , 满 益 数 去 之 , 余 得 损 段 。 以 益 数 乘 益 段 ,得 总 数 [或 以 损 数 乘 损 
段 , 加 剩 数 者 , 亦 同 ]。 言 原 数 而 带 分 者 ,以 损 分 母 乘 原 数 , 满 损 分 子 去 之 ， 
余 以 减损 分 子 , 加 剩 数 , 而 乘 益 分 母 , 乘 [ 剩 一 ] 益 衰 ,得 数 满 益 分 母 、 损 分 
子 相 乘 数 去 之 , 余 得 益 段 。 又 原 数 满 益 分 子 去 之 , 余 以 减 益 分 子 乘 损 分 
母 , 加 剩 数 ,而 乘 [ 剩 一 ] 损 衰 ,得 数 满 损 分 母 、 益 分 子 相 乘 数 去 之 , 余 得 损 
段 。 约 益 分 母 , 加 原 数 ,得 总 数 [11 
累 约 术 是 关于 oz 一 by 二 6 解法 (其 中 a 称 作 益 数 ,6 称 作 损 数 ) , 剩 一 术 
无 疑 是 其 6 = 1 的 特例 ,两 者 算法 程序 一 致 。《 括 要 算法 》 给 出 两 个 算 例 ,第 
一 问 是 a 之 2 情形 ,第 二 问 是 a 二 4 情形 , 效 分 别 叙 之 如 下 : 
第 一 问 : 
今 有 以 左 一 十 九 累 加 之 得 数 ,以 右 二 十 七 累 减 之 , 剩 一 , 问 左 总 数 
几何 ? 
答 日 : 左 总 数 一 百 九 十 。 
术 日 : 以 左 一 十 九 除 右 二 十 七 ,得 商 一 、 不 尽 八 ,为 甲 ; 
以 甲 不 尽 八 除 左 一 十 九 ,得 商 二 、 不 尽 三 ,为 乙 ; 
以 乙 不 尽 三 除 甲 不 尽 八 ,得 商 二 、 不 尽 二 ,为 两 ; 
以 两 不 尽 二 除 乙 不 尽 三 ,得 商 一 .不 尽 一 ,为 丁 [ 乃 余 左 一 
而 止 ]。 
甲 商 与 乙 商 相 因 , 加 定 一 ,得 三 ,为 子 ; 
子 与 两 商 相 因 , 加 甲 商 ,得 七 ,为 丑 ; 
丑 与 丁 商 相 因 , 加 子 , 得 一 十 [是 左 段 数 ], 以 左 一 十 九 乘 之 ,得 


[1 ] 于 孝 和 , 建部 实 明 , 建部 时 弘 篇 集 . 大 成 算 经 [MJ]. 和 众 六 . 写本 . 东北 大 学 加 书馆 狩 野 文库 藏 . 
登录 号 : ws006478, 索 书号 : 狩 野 7. 20820. 20. 
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左 总 数 一 百 九 十 。 合 问 。 
该 题解 19z 一 27y 一 1, 求 19x。 
其 中 19 为 左 数 (5) ,27 为 右 数 (4) ,算法 程序 如 下 : 
右 数 二 左 数 X 甲 商 十 甲 不 尽 a = bgo +ro 
左 数 = 甲 不 尽 xX 乙 商 十 乙 不 尽 b==ngqi 十 nn 
甲 不 尽 = 乙 不 尽 X 丙 商 十 两 不 尽 ”n= 二 nigs 十 坟 
乙 不 尽 二 丙 不 尽 X 丁 商 十 J 不 尽 ni 二 rzgs 十 坟 


一 直 加 转 相 除 下 去 , 7 1 二 mg 十 mh， 直到 左边 余 1 而 止 (m 为 偶数 ， 
ri 一 1), 然后 对 一 系列 的 进行 归 算 : 


子 二 甲 商 X 乙 商 十 1 qoqi 十 1 二 a 子 
丑 = 子 X 丙 商 十 甲 商 ciqz qo 一 ca 丑 
寅 二 丑 X 丁 商 十 子 cq3 十 cl = cs 实 
卯 = 实 X 戊 商 十 丑 csg4 十 cz 一 ca 儿 


一 直 计 算 下 去 ,计算 到 cc,19 十 cs 二 c， 则 6 为 左 段 数 x。 该 题 算 到 丁 不 
尽 一 (三 1) 而 停止 ,得 到 z = c 二 10, 于 是 得 左 总 数 19x 一 190。 
第 二 问 : 
今 有 以 左 一 百 七 十 九 累 加 之 得 数 ,以 右 七 十 四 累 减 之 , 剩 一 , 问 左 
总 数 几何 ? 
答 日 : 左 总 数 七 千 六 百 九 十 七 。 
术 日 : 列 左 一 百 七 十 九 , 满 右 七 十 四 去 之 [ 若 左 少 右 多 者 ,不 去 。 或 去 
之 , 余 左 一 , 则 直 为 左 一 段 也 ], 余 三 十 一 。 
以 左 三 十 一 除 右 七 十 四 ,得 商 二 、 不 尽 一 十 二 ,为 甲 ; 
以 甲 不 尽 一 十 二 除 左 三 十 一 ,得 商 二 、 不 尽 七 ,为 乙 ; 
以 乙 不 尽 七 除 甲 不 尽 一 十 二 ,得 商 一 、 不 尽 五 ,为 两 ; 
以 两 不 尽 五 除 乙 不 尽 七 ,得 商 一 、 不 尽 二 ,为 丁 ; 
以 丁 不 尽 二 除 两 不 尽 五 ,得 商 二 、 不 尽 一 ,为 太 ; 
以 及 不 尽 一 除 丁 不 尽 二 ,得 商 一 、 不 尽 一 ,为 己 [ 乃 余 左 一 而 止 ]。 
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甲 商 与 乙 商 相 因 ,加 定 一 ,得 五 ,为 子 ; 
子 与 两 商 相 因 , 加 甲 商 ,得 七 ,为 丑 ; 
丑 与 丁 商 相 因 , 加 子 , 得 一 十 二 ,为 寅 ; 
寅 与 成 商 相 因 , 加 丑 , 得 三 十 一 ,为 卯 。 
卵 与 己 商 相 因 ,加 寅 ,得 四 十 三 [是 左 段 数 ], 以 左 一 百 七 十 九 乘 之 ,得 
左 总 数 七 千 六 百 九 十 七 。 合 问 。 
该 题 求解 179z 一 74y = 1, 求 179x。 
其 中 179 为 左 数 (5) ,74 为 右 数 (a) ,a 二 6b, 即 “ 著 左 少 右 多 者 ,不 去 。 或 
去 之 ,、 余 左 一 则 直 为 左 一 段 也 ”, 所 以 以 179 一 74X2 二 31 为 左 数 , 即 解 31x 一 
74y 一 1, 以 31,74 入 算 , 按 第 一 问 的 情形 进行 计算 ,计算 结果 为 
go = 2, ro = 12 


qi 二 2,71 二 7 


| 


qs 一 1, rs 
计算 到 己 不 尽 (rs > 1) 而 停止 , 按 i Tnd m+1l sd 归 算 出 C5 一 
43 二 x, 则 原 方程 的 总 左 数 179x 二 7 697 .该 题 把 原 方程 179x 一 74y 二 1 变形 


为 31z 一 74(y 一 2z) 二 1, 并 且 令 (y 一 2x) = y ,以 求解 31x 一 74y 二 1。 


6.3.3 前 管 术 

求解 同 余 式 组 的 方法 称 作 剪 管 术 ,《 括 要 算法 》( 图 6. 3) 共 给 出 9 个 例题 
来 说 明 其 解法 ,这 九 个 问题 所 反映 的 同 余 式 组 分 别 如 下 : 

Dzr=1(mod5) 2(mod7) 

©® x=2(mod36) 二 14(mod48) 

@ x 二 2(mod3) 三 1(mod5) 二 5(mod7) 

@ z=3(mod6) 二 3(mod8) = 5Cmod10) 

r=3(mod5) 二 2(mod7) 二 2(mod9) 二 7(mod11) 

© 35+ = 35(mod42), 44z = 28(mod32), 45z = 35(mod50) 
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GO 8rx =2(mod3), 7+ 3(mod4), 6x = 3(mod5) 
@ 347z 6(mod8) 三 14(mod20) = 23(mod27) 
© 13r+ = 3(mod7) 三 8(Cmod9) 


分 别 属于 三 种 类 型 : 一 @ 属 于 x 寺 Ri(modA;) 类 型 ;@ 一 J 属于 oz 二 
R,(mod A;) 类 型 ;@ 一 加 属于 bz 二 Ri(modA;) 类 型 。 效 每 一 类 型 列 一 例 ， 
以 说 明 关 孝 和 的 解法 。 
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图 6.3 关 孝 和 《 括 要 算法 》 中 的 剪 管 术 


第 四 问 : 

今 有 物 ,不 知 总 数 ,只 云 ,六 除 余 三 个 , 八 除 余 三 个 ,十 除 余 五 个 , 问 
总 数 几 何 ? 

答 日 : 总 数 七 十 五 个 。 

术 日 : 六 除 余 、 以 四 十 乘 之 ,得 一 百 二 十 个 ;入 除 余 、 以 一 百 零 五 乘 
之 ,得 三 百 一 十 五 个 ;十 除 余 、 以 九 十 六 乘 之 ,得 四 百 八 十 个 ; 三 位 相 并 ， 
共 得 九 百 一 十 五 个 , 满 一 百 二 十 去 之 , 余 七 十 五 个 ,为 总 数 。 合 问 。 

解 日 : 依 逐 约 术 ,六 为 三 \, 八 不 约 、 十 为 五 。 八 、 五 相 因 , 得 四 十 ,为 左 ， 


第 6 章 同 余 式 组 与 不 定 方程 解法 : 剪 管 术 与 剩 一 术 229 


以 三 为 右 , 依 剩 一 林 , 得 四 十 ,为 六 除法 ;三 、 五 相 因 , 得 一 十 五 ,为 左 ,以 八 

为 右 , 依 剩 一 术 , 得 一 百 零 五 ,为 八 除 法 ;三 、 八 相 因 ,得 二 十 四 ,为 左 ,以 五 为 

右 , 依 剩 一 林 , 得 九 十 六 ,为 十 除法 ;三 \ 八 .五 相 乘 ,得 一 百 二 十 为 去 法 。 

该 题 所 要 解 的 同 余 式 组 为 x 二 3(mod6) 3(mod8) 三 5(mod 10), 即 
Ai, 一 6, 4A, 一 8, A; = 10, Ri 一 3,，R, 一 3,，R; 一 5。 

首先 按 逐 约 术 把 A，A: ，A; 化 成 两 两 互 素 的 am，c，as ,得 a 二 3， 
as 二 8, as 一 5, 对 was 一 ay 一 1 按照 剩 一 术 求 解 , 得 &， = 40; 对 
aiasks 一 Qsy 一 1 按照 剩 一 本 求解 ,得 心 = 105; 对 aiazk; 一 a3y 三 工 按照 剩 
一 术 求 解 ,得 局 = 96。 然 后 计算 xz 二 Ri 十 kyRs 十 ksR; 一 [al, as, as]p = 
40X3++105X3 十 5 X96 一 120p = 915 一 7 X120 = 二 75。 


ee [Gis Ga a [La do» Wa | 
在 以 上 计算 中 ,aa 一 SA aia; 一 he aias 一 


Ul U2 


[La ，» QU,, as| pp Ze ~ 66 So 9? 
-一 一 ， 相当 于 秦 九 韶 大 衍 总 数 术 中 的 衍 母 NM ? M,;, » Ma ; Qa243Ri 一 


U3 
aiy 二 1 相当 于 大 衍 术 中 的 Mk 一 aiy = 二 1, 即 Miki 二 1(modai)。 
第 六 问 如 下 : 
今 有 物 , 不 知 总 数 , 只 云 : 三 十 五 乘 , 四 十 二 除 , 余 三 十 五 个 ;四 十 四 
乘 , 三 十 二 除 , 余 二 十 入 个 ,四 十 五 乘 、 五 十 除 , 余 三 十 五 个 , 问 总 数 
几何 ? 


咏 
卫 


: 总 数 一 十 三 个 。 

术 日 : 三 十 五 乘 .四 十 二 除 余 ,七 约 之 ,以 八 十 乘 之 ,得 四 百 个 ;四 十 
四 乘 、 三 十 二 除 余 , 四 约 之 ,以 七 十 五 乘 之 ,得 五 百 二 十 五 个 ;四 十 五 乘 、 
五 十 除 余 ,五 约 之 ,以 二 十 四 乘 之 ,得 一 百 六 十 八 个 ;三 位 相 并 , 共 得 一 
千 零 九 十 三 个 , 满 一 百 二 十 去 之 , 余 一 十 三 个 ,为 总 数 , 合 问 。 

解 日 : 三 十 五 与 四 十 二 互 减 ,得 等 数 七 [是 三 十 五 来 .四 十 二 除 之 约法 ]， 
以 约 三 十 五 乘 、 四 十 二 除 , 为 五 乘 、 六 除 ;四 十 四 与 三 十 二 互 减 ,得 等 数 
四 [是 四 十 四 乘 、 三 十 二 除 之 约法 ], 以 约 四 十 四 乘 、 三 十 二 除 , 为 一 十 一 乘 、 
八 除 。 四 十 五 与 五 十 互 减 ,得 等 数 五 [是 四 十 五 乘 、 五 十 除 之 约法 ], 以 约 四 
十 五 乘 、 五 十 除 , 为 九 乘 、 一 十 除 。 

六 除 、 八 除 、 一 十 除 , 依 逐 约 术 得 三 除 . 八 除 .五 除 ,各 相 乘 得 一 百 二 
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十 ,为 去 法 。 

依 图 布 算 。 

以 五 乘 为 左 、 三 除 为 右 , 依 剩 一 术 、 得 左 二 段 ;以 
一 十 一 乘 为 左 、 八 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 左 三 段 ; 以 九 
乘 为 左 、 五 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 左 四 段 。 

八 除 .五 除 相 因 , 得 四 十 为 左 ,以 三 除 为 右 , 依 剩 
一 术 得 四 十 ;以 左 二 段 乘 之 ,得 和 十 ,为 三 十 五 乘 . 四 十 二 除法 ;三 除 、 五 除 
相 因 ,得 一 十 五 为 左 , 以 八 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 一 百 零 五 ,以 左 三 段 乘 之 ， 
得 三 百 一 十 五 , 满 一 百 二 十 去 之 , 余 七 十 五 ,为 四 十 四 来 ,三 十 二 除法 ;三 
除 、 八 除 相 因 , 得 二 十 四 为 左 ,以 五 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 九 十 六 ,以 左 四 段 
乘 之 ,得 三 百 八 十 四 , 满 一 百 二 十 去 之 , 余 二 十 四 ,为 四 十 五 来 .五 十 除法 。 
该 题 所 要 解 的 同 余 式 组 为 35z 圭 35(mod 42), 44x 和 28(mod 32)， 

45z =35(mod50)。 

首先 对 这 三 式 分 别 约 去 公 因 子 7,4,5, 进 行 约 简 ,化 为 


5r+ 三 5(mod6),1lzx 汪 7(mod8),97x 7(mod10) 
b'rX=R'i(modA’), br R(modA’), br R(modA') 
即 61= 二 5, 56 二 11, 6 二 9,; Ri 二 5, R= 二 7, Rs 二 7, A'= 6, A 一 8， 
站 二 10。 | 
对 A'i 二 6, As 一 8, A; 二 10, 按 照 逐 约 术 得 w = 二 3, oa 一 8, ai 一 5, 并 
且 得 M = Lal, as， asj = 120, 用 剩 一 术 分 别 解 


bh —ay=1, bks— asy = 1, baks—asy= 1 


得 RE 

按照 剩 一 术 解 aa 一 ay 一 1, 得 和 一 40,，AA 一 80, 因 80 一 120, 故 
直接 取 二 80==p4， 

按照 剩 一 术 解 wa 一 ay 一 1, 得 允 一 105, Xs 二 315, 因 315 守 120, 故 
取 &h 一 120X2 二 75 二 jw， 

按照 剩 一 术 解 wa 一 asy 二 1, 得 和 二 96, kX, 二 384, 因 384 守 120, 故 
取 kh 一 120X3==24 一 p， 


于 是 x==Rip 二 Rip 十 Rip 一 pM 二 5X80 十 7X75 十 7X24 一 120X90= 二 13。 
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一 般 地 ,对 于 求解 同 余 式 组 
br Ri(modAl), b,x R,(modA,), :…, br = R, (modA,) 
bir=Ri(modA’), br R (modA’), …, br R' (modA') 

第 二 步 : 对 模 数 A,，A:，…， A, ,按照 逐 约 术 化 成 两 两 互 素 的 模 数 a1， 
az，…，a， 并 求 最 小 公信 数 M = [a1, aa，…， a,] 一 [ A1， As,…, A 人 ， 
这 里 (Ca,， aj) 人 1] ,并 且 a; | A'; 

第 三 步 : 按照 剩 一 术 分 别 解 2 人 ,一 aiy 二 1, 得 到 ,; 

二 M 
第 四 步 : 按照 剩 一 术 分 别 解 二 一 aiy 一 1, 得 到 2 


第 五 步 ; 求 4 与 Ee 当 kA, < M 时 ,A/ SS kA,; 当 kA; 2 M 时 ,x ss 


kA —pM; 


hk] 


最 后 按 工 一 > RpM 求 出 所 要 求 的 x。 


第 八 问 如 下 : 
今 有 物 、 总 数 三 十 四 个 ,不 知 相 和 来 数 ,只 云 , 八 除 、 余 六 个 ;二 十 除 、 
余 一 十 四 个 ;二 十 七 除 . 余 二 十 三 个 ; 问 相 乘 数 几 何 ? 


答 日 : 相 乘 数 一 十 一 。 

术 日 : 八 除 余 , 以 二 约 之 、 以 四 百 零 五 来 之 ,得 一 千 二 百 一 十 五 个 ; 
二 十 除 余 , 以 二 约 之 、 以 一 百 零 八 乘 之 ,得 七 百 五 十 六 个 ;二 十 七 除 余 ， 
以 二 百 二 十 乘 之 ,得 五 千 零 六 十 个 ;三 位 相 并 , 共 得 七 千 堆 三 十 一 个 , 满 
五 百 四 十 去 之 , 余 一 十 一 个 ,为 相 乘 数 , 合 问 。 

解 日 : 总 数 三 十 四 与 八 除 互 减 , 得 等 数 二 [是 入 除 之 约法 ], 以 约 总 数 、 
八 除 ,为 一 十 七 数 、 四 除 ;总 数 三 十 四 与 二 十 除 互 减 ， 
得 等 数 二 [是 二 十 除 之 约法 ], 以 约 总 数 、 二 十 除 .为 一 
十 七 数 一 十 除 ; 总 数 三 十 四 与 二 十 七 除 互 减 ,无 等 
数 。 四 除 \ 一 十 除 、 二 十 七 除 , 依 逐 约 术 得 四 除 、 五 -| 
除 、 二 十 七 除 。 各 相 来 ,得 五 百 四 十 ,为 去 法 。 

依 图 布 算 。 


数 
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以 一 十 七 为 左 、 以 四 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 左 一 段 。 
以 一 十 七 为 左 、 以 五 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 左 三 段 。 
以 三 十 四 为 左 、 以 二 十 七 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 左 四 段 。 
五 除 、 二 十 七 除 相 乘 , 得 一 百 三 十 五 为 左 , 以 四 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 
四 百 零 五 ,以 左 一 段 乘 之 ,得 四 百 零 五 ,为 八 除法 。 
四 除 、 二 十 七 除 相 来 ,得 一 百 零 八 为 左 , 以 五 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 二 
百 一 十 六 ,以 左 三 段 乘 之 ,得 六 百 四 十 八 , 满 五 百 四 十 去 之 , 余 一 百 零 
和 八 , 为 二 十 除法 。 
四 除 五 除 相 乘 ,得 二 十 为 左 , 以 二 十 七 除 为 右 , 依 剩 一 术 得 四 百 六 
十 ,以 左 四 段 乘 之 ,得 一 千 八 百 四 十 , 满 五 百 四 十 去 之 , 余 二 百 二 十 ,为 
二 十 七 除法 。 
该 题 所 要 解 的 同 余 式 组 为 34+ 寺 6(mod8) 二 14(mod20) 二 23(mod27) 
首先 对 这 三 式 分 别 约 去 公 因子 2,2,1 ,进行 约 简 , 化 为 
17x 汪 3(mod4), 17r+ 7(mod10), 347x = 23(mod27) 
然后 按照 第 八 问 的 方法 计算 。 显 然 第 八 问 、 第 九 问 可 以 作为 第 六 问 类 
型 的 特例 。 
关 孝 和 剪 管 术 也 具有 一 般 性 ,与 秦 九 韶 大 衡 总 数 术 相 比 , 存 在 以 下 几 点 
异同 : 
Q_ 关 氏 剪 管 术 处 理 的 同 余 式 组 类 型 比 秦 氏 大 衍 术 要 丰富 , 关 氏 处 理 了 
3 种 类 型 ; 
类 型 ;xz 二 R,(modA;) 
类 型 [ : bx 二 R;(modA,) 
类 型 |: bx 二 R,; (mod A.,) 
《大 成 算 经 ) 又 增加 了 类 型 NN: z 士 C; 二 R,(modA,) 
类 型 V ;xz 二 C= 二 R,(modA.,) 
类 型 M:0Cz 士 CD) 二 D 三 RCmodA) 
可 能 受 《孙子 算 经 》* 物 不 知 数 ” 问 题 和 历法 问题 的 影响 , 秦 氏 处 理 的 只 
是 类 型 工 。 
@ 对 于 类 型 [的 求解 ,两 者 算法 步骤 一 致 。 主 要 分 三 个 步骤 : 关 氏 的 
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互 约 、 逐 约 、 齐 约 、 遍 约 等 演算 ,实际 就 是 秦 氏 “化 问 数 为 定数 ”的 演算 ; 关 氏 
的 剩 一 术 就 是 秦 氏 的 大 衍 求 一 术 , 算 法 程序 完全 一 致 ,但 前 者 为 一 次 不 定 方 
程 ,后 者 为 一 次 同 余 式 ; 最 后 一 步 都 使 用 中 国 剩余 定理 《孙子 算 经 ) 与 (杨辉 
算法 ) 中 使 用 过 的 公式 )。 

关 考 和 之 后 , 剪 管 术 成 为 和 算 家 传习 、 研 究 的 基本 内 容 之 一 , 承 传 于 各 
流派 的 算法 免 许 状 目录 以 及 各 类 和 算 书 中 。 稿 本 《 剪 管 法 五 条 兴 署 关 孝 和 
编撰 .山路 主 住 校订 、 营 野 元 健 再 校 ) 中 ,前 管 有 五 法 : 即 累 减 式 (应 用 剩 一 术 
者 )、 累 加 式 (应 用 觅 一 术 者 )、 括 式 ( 所 得 之 式 宜 括 之 者 , 谓 之 括 式 。 芯 田 贞 
资 (Fujita Sadasuke，1734 一 1807) 曾 著 《 剪 管 括 法 》 以 前 明之 ) 、 约 数 ( 所 得 式 
数 宜 约 之 者 , 谓 之 约 数 。 即 约 去 系数 的 公约 数 ) .变数 ( 答 数 变换 而 适合 其 题 
数 者 , 宜 尽 其 变 , 谓 之 变数 ) 。 

松永 良 缠 的 《算法 集成 》 和 《算法 类 聚 》 也 收入 诸 约 与 剪 管 问题 ， 
方法 基本 上 也 是 关 孝 和 的 方法 ,但 在 其 (燕尾 猿 臂 两 术 》《 桃 李 蹊 
径 》 中 讨论 了 各 类 一 次 不 定 方程 的 解法 。 关 流 算 法 的 保存 与 整理 者 
户 板 保佑 (Toita Yasusuke，1708 一 1784) 把 关 流 诸 约 术 与 剪 管 术 内 
容 收 入 ( 关 算 前 传 》 第 十 三 至 十 七 ( 剪 管 习 学 传 ) 与 4 关 算 要 传 》 第 五 
十 五 ( 剩 一 术 ) 之 中 ,并 在 《4 关 算 前 传 ) 第 五 ( 诸 约 传 ) 中 提出 所 谓 的 
“ 植 新 术 ”, 以 方程 术 解 剪 管 问 题 , 事 实 上 户 板 保佑 的 方法 不 具 一 般 
性 ,是 错误 的 512 

关 流 之 外 ,会 田 安 明 对 剪 管 问题 研究 最 多 ,其 《 诸 约 混 一 术 》(1784)《 算 
法 诸 约 术 》( 时 间 不 详 )《 诸 约 算 题 集 》( 时 间 不 详 ) 等 书 中 ,都 有 剪 管 专 节 。 
幕末 以 诸 约 、 剪 管 冠 名 的 和 算 著 作 还 有 : 

本 多 利明 (Honda Toshiaki，1743? 一 1821) 的 《 括 要 算法 剪 管 术 细 草 》 
(1797) ; 

茧 田 嘉 言 (Fujita Yoshitoki，1772 一 1828) 的 《 括 要 算法 剪 管 详解 》( 时 间 
不 详 ); 

石 黑 信 由 (Ishikuro Nobuyoshi，1760 一 1836) 的 《 演 段 剪 管 前 编 》(1797) 
《 演 段 剪 管 后 编 》( 时 间 不 详 ) 《分 位 下 剪 管 》(1800)《 剪 管 术 定格 》( 时 间 


C1] 学 士 院 . 明治 前 日 本 数学 史 LM. 第 三 卷 . 东京 : 岩 波 书店 ,1957: 286. 
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不 详 ); 

岩井 重 远 (Iwai Shigete，1804 一 1878) 的 《天 元 剪 管 %1830); 

剑 持 章 行 (Kenmochi Akiyuki，1790 一 1871) 的 《算法 约 术 新 编 》(1862)、 
《算法 诸 约 剪 管 术 兴 时 间 不 详 ); 

等 等 ,难以 一 一 罗列 。 


6.4 清 代数 学 家 的 不 定 分 析 研 究 


黄 宗 完 , 字 玉 屏 , 号 小 谷 ,湖南 新 化 人 。1871 年 拜 丁 取 忠 为 师 , 并 协助 校 
订 《 白 英 堂 算 学 从 书 》。1876 年 随 清 政府 第 一 任 公使 郭 沉 寿 出 使 英国 ,后 又 
去 法 国 和 西班牙 ,1882 年 回国 。 于 1862 年 著 《 求 一 术 通 解 ) 二 卷 ,收入 《 白 闫 
堂 算 学 丛书 》,1874 年 出 版 。 又 收入 《古琴 古 砚 帝 算 稿 》。 该 书 是 自 张 敦 仁 、 
骆 腾 凤 、 时 日 醇 的 工作 之 后 ,对 秦 九 韶 “ 大 衍 术 ”研究 十 分 深入 且 富 有 创意 的 
著作 。 

对 于 求解 同 余 式 组 : N 三 R,(mod A;) (i 二 1, 2, …，, n)，, 秦 九 韶 的 “大 
衡 术 ” 解 法 分 为 三 个 步骤: 

@ 将 问 数 A; 化 为 两 两 互 素 的 定 母 a;, 使 

(a a) =1GA)),a| hla, a i, a] = [Al, As, * 
A,] =M 

@ 用 "大 衔 求 一 术 " 求 乘 率 久 ,使 Ag; 主 1(moda,) ,这 里 一 M, 为 簿 
数 , 即 M 三 g;(moda;) (8 二 ai),g; 称 作 奇 数 , 即 kg; 二 kM; 寺 1(moda,); 

@ 求 用 数 s; 并 用 “孙子 定理 ” 求 N, 即 泛 用 数 s; = AM， 于 是 N = 


PR, si; 一 PM (P 为 非 负 整数 )。 
黄 宗 宪 在 《 求 一 术 通 解 ) 中 ,对 秦 氏 算法 程序 作 了 三 方面 的 修正 ,其 在 该 
书 前 的 例 言 中 称 : 
一 求 定 母 , 旧 术 极 繁 ,至 《 求 一 术 指 》, 稍 归 简 捷 , 而 约 分 之 理 , 仍 不 
易 明 。 今 析 各 泛 母 为 极 小 数 根 , 了如指掌 , 遇 题 有 多 式 者 ,一 索 无 遗 。 
一 求 乘 率 , 旧 术 先 以 奇 定 相 求 ,得 奇 一 ,再 立 天 元 累 磁 累加 , 亦 觉 眩 
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目 。 今 以 定 母 衍 数 对 列 , 驾 转 相 减 , 递 求 寄 数 , 即 为 乘 率 ,不 立 天 元 。 

一 旧 术 有 借用 数 之 法 , 商 设 , 删 之 [1 
其 化 问 数 为 定 母 的 方法 是 : 

求 定 母 法 ,前 法 析 泛 母 毕 , 乃 遍 视 各 同根 [如 三 与 三 .五 与 五 之 类 ]。 取 
某 行 最 多 者 用 之 , 余 行 所 有 , 弃 之 不 用 。 再 视 本 行 所 有 异 根 [如 三 与 五 之 
类 ] ,或 少 于 他 行 , 则 弃 之 [ 因 他 行 已 用 , 则 此 行 必 弃 ]; 抑或 多 于 余 行 , 亦 用 
之 。 或 与 他 行 最 多 者 等 , 则 此 两 行 随意 用 之 [用 此 则 弃 彼 ,用 彼 则 痉 此 ]。 以 
所 用 数 根 连 乘 之 , 即 得 本 行 定 母 。 若 某 行 各 根 颖 少 于 他 行者 , 则 此 位 无 
宅 母 。 

这 正 是 我 们 今天 所 用 的 素 因数 分 解 求 定数 方法 。 此 法 最 早出 现 于 高 斯 
(C.F. Guass，1777 一 1855) 的 《算术 研究 》%1801) 一 书 中 。 

黄 宗 完 用 素 因 数 分 解 的 方法 对 秦 九 韶 化 问 数 为 定数 的 算法 进行 改进 ， 
是 受 西学 的 影响 ,这 种 改进 ,从 今日 数学 的 角度 来 看 ,使 定数 计算 原理 较为 
清晰 ,理论 至 于 完善 ,但 是 从 算法 的 角度 来 看 , 秦 九 韶 方 法 因 其 机 械 性 则 更 
富 实 S 实用 价值 22537 

对 于 求 乘 率 ;的 求 一 术 , 就 算法 程序 而 言 , 秦 九 韶 “ 立 天 元 一 ”的 目的 主 
要 是 布 筹 定位 ,标志 循环 演算 程序 的 起 点 ,完全 是 可 有 可 无 的 "414 因此 黄 
宗 宪 ( 求 一 术 通 解 ) 主 张 删 去 ,其 法 改 为 : 

列 定 母 于 右 行 ,[ 左 角 上 预 寄 一 数 ], 轧 转 累 减 ,| 凡 定 母 与 衍 数 展 转 

累 减 , 则 其 上 所 寄 数 , 必 展 转 相 加 ], 至 衍 数 余 一 即 止 , 视 左 角 上 寄 数 为 

乘 率 (51 

即 以 M; 与 a; 入 算 , 事 实 上 ig; 三 kM 三 1(moda,), 演算 程式 与 秦 氏 基 
本 一 致 , 秦 氏 以 奇 居 右 上 , 须 使 右上 末 后 奇 一 为 止 ,而 黄 宗 宪 以 奇 左 下 , 故 须 
使 左下 末 后 奇 一 而 止 。 
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黄 宗 宪 又 设 “ 求 反 乘 率 ” 一 法 。 所 谓 反 乘 率 , 即 指 满足 kig; 二 
kM, 寺 一 1(moda) 的 久 。 黄 氏 求 反 乘 率 的 方法 也 与 大 衍 求 一 术 大 致 相同 ， 
以 衍 数 M; 与 定 母 a; 作 轧 转 相 除 , 演 算 程序 如 下 : 


全 = 二 z 
寄 数 衍 数 定 母 寄 数 
qo Mi Ci ql 
co=1 Q90 rogo =} 
92 70 | gq3 
cz 一 gzcl 十 ] 7r192 1293 C3 二 43C2 下 Cl 
| 
94 r> rs 95 
C4 二 94C3 十 c2 rs | Tg C5 二 95c4 十 53 
下 Gq21—2 T21—4 721—3 G2r_1 
C212 二 qar2C23 + card r21—3q21—2 | 721—2421—1 C2171 = qar—1 C2 2 Cais 
qz Tr21—2 72/ 一 ! G21+1 
C21 = qac21 1 cz, 2 72: 一 192: 72LG2t+1 Cat1 = g2t+1c2 十 cz 
ra=1 |mH 一 1 
RPR 和 和 


按 秦 氏 “ 求 一 术 ”, 以 奇数 8 与 定 母 <, 人 算 ,程序 至 左边 奇数 ( 衍 数 ) 下 余 
数 ” 二 1 而 止 , 归 算 寄 数 得 乘 率 已 = cx 二 qaczs i 十 ca_2。 黄 氏 求 反 乘 率 在 
秦 氏 程序 求 得 余数 x,_, 二 1 基础 上 再 演算 一 步 , 至 右边 定 母 下 余数 ma 二 1 
而 止 ,从 而 归 算 寄 数 得 到 反 乘 率 , ,一 cz 二 gasacz 十 co is 

事实 上 , 若 令 


d; = qs», ds3 = qads 1, d= qdstd;,*, ds, 一 qzdz, 1 + dz, 2， 
dz =q2ndz 十 dz， 


则 有 站 二 4 一 89qI 一 04i Og: 


rz = gi—rigs = gi— (a— cgi)g = C8; — d2a; 


173 一作 7293 nl 《ai 一 cl18i) 〈cz8si 一 daai)qs = dsa; — cag; 
rz = Tras Tz 2q2 1 一 … 一 do ai 一 co 1 8 
人 — dya; 


Pot = ot ao "= di CmBi 


当 rz 二 1 时 , cog; = dyna;—1, 即 cngi =— l1(mod a;), 从 而 
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A: 一 cool。 这 就 证 明了 黄 氏 的 “ 反 乘 率 ” 也 是 符合 数理 的 。 

黄 宗 宪 还 利用 反 乘 率 概念 自 创 求 总 数 N 之 新 法 ,法 日 : 

先 取 题 中 减 数 最 大 者 命 为 甲 ,其 本 位 剩 数 为 子 。 又 取 略 小 于 甲 之 

减 数 为 乙 , 其 本 位 剩 数 为 娃 。 乃 以 甲乙 求 等 ,以 等 约 乙 ,[ 无 等 不 约 ,或 以 等 

约 乙 ,得 数 ,与 甲 仍 有 等 者 , 则 不 约 乙 而 约 甲 。 或 任 约 甲 约 乙 俱 有 等 者 , 则 用 析 根 法 

求 之 。 后 仿 此 ] 甲 乙 相 乘 得 甲 ,以 乙 累 减 子 , 余 两。 又 以 乙 累 减 甲 , 余 丁 。 

于 两 内 减 去 一 丑 [ 不 足 减 者 ,加 一 乙 以 减 之 ,下 同 ], 余 成 。 以 乙 [ 比 定 母 ] 丁 [ 比 

衍 数 ] 对 列 两 行 , 求 得 反 乘 率 , 以 乘 成 ,得 已 。 甲 乙 相 乘 得 庚 。 并 子 庚 得 

辛 , 以 甲 " 累 减 辛 ,余子 ”[ 以 上 为 一 次 求法 ] 51) 

对 于 求解 同 余 式 组 : N 三 R,(modA,) (i = 1,2,3,…,n) (x) 
黄 氏 反 乘 率 新 术 分 以 下 几 个 步骤 : 

(1) 将 问 数 A;, 从 大 到 小 地 排列 ,不妨 为 A 之 A; > A: 二 二 A， 

(2) 做 子 算法 ,求解 N 三 Ri (modAl) 二 R, (modA,): (x x) 

@ 将 其 化 为 等 价 的 同 余 式 组 : N 二 Ri(modal) 二 R,(mod a,)。 这 里 
(yw) = 1, 并 H[a, a = [Ai, As] = aas = pi; 

@ 再 求 出 B 及 C, 使 R 三 B(moda,), a 三 Cl(moda,), 要 求 B 二 a,， 
CGC Co 

@ 求 D:D==B 一 R, 放 0, 若 B 二 R,, 则 D = (B 二 a) 一 R, 二 0; 

@ 以 as( 比 定 母 ) 与 C( 比 衍 数 ) 入 求 一 术 , 求 反 乘 率 k/, 使 &!'C 三 
— 1(moda,); 

@ 求 同 余 式 组 C(* * ) 的 解 7 : 

Dk’= E, Ea = F, F+Ri =G, 则 n 二 G(mod pi)。 

(3) 作 和 迭代 ,求解 同 余 式 组 : N 二 ri (modpi) 三 R,(modA;,), 再 用 子 算 

法 (2) 得 其 解 r; 三 G1 (mod p;), 其 中 ps 二 Lp1，Asj, 继续 作 以 下 迭代 演算 : 
n> Ri, p> Al, Rs >R,, A, > A, (k=1,2,3,.%,n—2) 


其 中 : ri SS G1 (mod pi); pi = [pri ， Au]， 最 后 得 到 同 余 式 组 ( x ) 的 解 
为 N 寺 7,1 (modp, 1)。 


[C1] 黄 宗 宪 . 求 一 术 解 LAJ. 白 芙 堂 算 学 丛书 [Z]. 同治 十 三 年 (1874) 刊 . 
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可 以 证 明 , 黄 宗 宪 的 这 一 新 法 是 合乎 数理 的 ,与 Euler 的 解法 同 理 51. 
《 求 一 术 通 解 ) 对 秦 九 韶 的 “借用 ”也 有 研究 。 秦 氏 称 s; 一 AM, 为 “ 泛 用 


数 ”, 且 称 满足 >》)s, = M 十 1 的 ;为 正 用 。 而 实际 上 总 有 >)s 三 
i 一 1 i=] 


1(mod MD , 故 正 用 乃 其 特殊 情形 。 同 时 ,对 于 泛 母 >s, 二 iM 十 1, 秦 氏 引 
入 “ 借 数 ”方法 而 化 泛 用 为 正 用 。 称 ， 

(“或 泛 母 多 衍 母 倍数 者 , 验 元 数 奇 偶 , 同 类 者 , 损 其 半 倍 (或 三 处 同类 ， 
以 三 约 衍 母 ,于 三 处 损 之 ) 各 为 正 用 数 ,” 即 当 1 宇 2 时 ,和 若 Ai 与 Aj; 同 偶 ( 有 公 


因子 ), 则 将 其 相应 的 泛 用 s 和 ss 改 为 si 一 学 世 与 5 一 学 。 若 Ai， We 


A, 同 偶 ( 有 公 因 子 4) , 则 选取 有 i, 万, 及，…, ,使 hi 十 hj 十 及 十 … 十 h 一 


h,.M h,M 
hd,， 而 将 其 相应 的 泛 用 ;; » 5j» Se，””， $1 改 为 s; 了 » 5; ， SR 
h.M h,M 

过 9 ”9 人 


(DO“ 或 定 母 得 一 而 衍 数 同 衍 母 者 ,为 无 用 数 。 当 验 元 数 同类 者 ,而 正 用 
至 多 处 用 之 ,以 等 约 衍 母 为 借 数 ,以 借 数 损 有 以 益 其 无 ,为 正 用 。 或 多 处 无 
者 ,如 意 立 数 为 母 , 约 衍 母 ,所 得 以 如 意 子 乘 之 , 均 借 补 之 。 或 欲 从 省 勿 借 ， 
任 之 为 空 可 也 。” 即 , 若 a=1 (s; 二 0), 且 A; 与 A; 有 公 因 子 d，, 则 将 其 相应 
M 
人 
若 a; 二 a 二 Qa 二 … 二 4 二 1, 且 A 与 A;, A;, Ai,…, A, 有 公 因 子 

h, M hM nhM h,M 


泛 用 s; 和 sj; 改 为 0 了 与 sj 一 


d, 则 将 其 相应 的 泛 用 $i9 5j» Sg» """» $1» 5, s 改 为 一 也 ， 区 汪汪 可 
(hi 十 刀 十 肌 十 … 十 h)M 
及 Sg o 


d 
容易 证 明 上 述 改造 的 用 数 完全 满足 同 余 式 组 ,然而 就 同 余 式 组 求解 的 
算 理 而 言 , 正 用 概念 是 毫 无 用 处 的 , 秦 九 韶 效 设 此 化 泛 用 为 正 用 的 “ 借 数 ” 方 


[1] 王 楼 勋 . 一 次 同 余 式 组 的 欧 拉 解法 和 黄 宗 宪 反 乘 率 新 术 [J]. 自然 科学 史 研 究 ,1996,15(1): 
40. 
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法 ,可 能 是 讨论 同 余 式 组 可 解 条 件 的 尝试 和 1)。 黄 宗 宪 也 认识 到 秦 氏 “借用 ” 
内 容 的 多 余 性 ,主张 删 去 。 

在 《 求 一 术 通 解 ) 中 , 黄 宗 宪 还 对 求 一 术 与 孙子 定理 给 出 了 不 十 分 严密 
的 证 明 , 这 是 孙子 定理 与 大 衍 求 一 术 在 中 国 发 明 以 后 ,中 国 数学 家 的 首次 理 
论证 明 5.?2。 同 时 还 讨论 了 求 一 术 在 解 二 元 一 次 不 定 方 程 方 面 的 应 用 。 黄 
宗 宪 关于 同 余 式 组 求解 的 研究 ,丰富 和 深化 了 中 国 传统 数学 的 不 定 分 析 方 
法 ,在 其 理论 化 方面 具有 一 定 的 意义 。 


[1] 莫 绍 搁 . 论 秦 九 韶 大 衍 总 数 术 [Aj. 数学 史 研 究 文集 [Cj 第 四 辑 . 呼和浩特 : 内 蒙古 大 学 出 版 
社 , 台 北 : 九 章 出 版 社 ,1993: 29. 

[2] 李 文 铭 . 黄 宗 宪 对 孙子 定理 和 求 一 术 的 预备 性 证 明 [Aj. 数学 史 研 究 文集 [C]. 第 三 辑 . 呼 和 浩 
特 ; 内 蒙古 大 学 出 版 社 , 台北: 九 章 出 版 社 ,1992: 112. 


第 7 说 
丢 秋 图 返 近 算法 : 零 约 术 ” 


和 算 中 的 “ 诸 约 术 ” 包 括 互 约 、 逐 约 、 齐 约 、 遍 约 、 零 约 、 增 约 、 损 约 、 累 约 、 重 
约 \ 添 约 诸 术 , 增 约 、 损 约 、 添 约 三 术 属 于 无 穷 几何 级 数 求 和 算法 , 互 约 、 逐 约 、 
齐 约 、 遍 约 是 围绕 一 次 同 余 式 组 求解 的 算法 , 零 约 、 累 约 、 重 约 是 关于 实数 有 理 
逼近 的 算法 。 本 章 分 析 零 约 、. 累 约 , 重 约 这 些 不 定 分 析 算 法 的 数理 基础 ,论述 
和 算 家 在 丢 番 图 交 近 方面 的 成 就 ,并 探讨 这 些 算法 的 中 算 源流 。 认 为 和 算 家 
关 孝 和 、 建 部 贤 弘 和 久 留 岛 义 太 等 人 在 处 理 实数 的 有 理 逼 近 问 题 时 ,不 仅 采 用 
了 和 内 插 与 连 分数 两 种 基本 方法 ,而 且 还 涉及 二 次 无 理 数 的 有 理 逼 近 和 实数 
的 联 立 有 理 逼 近 等 问题 ,其 算法 与 中 算 通 其 率 、. 调 日 法 ,大 衍 术 等 有 着 深刻 联 
系 和 渊源 关系 ,表明 中 算 不 定 分 析 算 法 在 和 算 中 获得 新 发 展 。 


7. 1 “实数 的 有 理 远 近 法 “1 


用 有 理 数 逼近 无 理 数 ,是 丢 番 图 台 近 论 中 的 一 个 最 基本 课题 。 首 先 介 
绍 几 个 逼近 定理 和 通 近 方法 。 


7.1.1 Dirichlet 定理 
定理 7.1 设 < 和 Q 是 任意 实数 , 且 Q>1, 则 存在 整数 上 和 g，, 满足 


* 本 章 内 容 的 主体 曾 发 表 于 《数学 史 研究 》( 日 本 ) ,2004,183(4). 
[1] 本 节 内 容 参 考 : 朱 尧 辰 , 王 连 祥 著 . 丢 番 图 通 近 引 论 LMJ]. 北京 : 科学 出 版 社 ,1997. 
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lg=<=Q (7. 1) 


二 一 人 
Ca Be 
证 明 : 假定 Q 是 整数 ,考虑 下 面 Q 十 1 个 实数 : 

0 ， {a}，, {2a}， i {(Q— 1)a}, 1 (C73 


这 里 { ”} 表 示 分 数 部 分 ,显然 这 些 数 都 位 于 单位 区 间 [0, 1] 上 。 若 把 单位 区 
间 分 成 Q 个 长 度 相 同 的 子 区 间 


[2 & 十 1 


Q， Q ), u=0, Ls 2 …,Q—2,， 1 一 万 ， 1| (C7, 


Q 


根据 抽 居 原理 , 式 (7. 3) 的 Q 十 1 个 点 中 至 少 有 两 个 落 在 式 (7. 4)Q 个 子 
区 间 中 的 一 个 ,因此 存在 整数 x ， 72，31，32， 其 中 0 志和 过 Q 一 ] 本 2 三 1 2 
并 且 ri 天 72， 使 得 


] 
| (Ca 一 S 一 (Ca 一 S) I<56 


不 失 一 般 性 ,可 假定 7 二 7, 因此, 设 g 二 7 一 r;, Pp 二 5 一 $2, 便 证 明 
了 不 等 式 (7. 1) 和 (7.2) 对 于 整数 Q 成 立 。 

车 Q 非 整数 , 设 Q = [Qj 十 1, 则 由 上 述 证明 可 知 ,不 等 式 (7. 1) 和 不 等 
式 (7. 2) 对 于 整数 Q 成立 。 但 由 不 等 式 1 三 g 二 Q', 并 注意 g 是 整数 ,可 推 


出 1 过 gq 过 [Q] 二 Q, 显然 有 和 人 因此 不 等 式 (7. 1) 和 不 等 式 (7. 2) 对 


于 非 整数 Q 也 成 立 。 于 是 定理 得 证 。 
推论 7.1.1 如 果 a 是 无 理 数 , 则 存在 无 穷 多 对 互 素数 p 和 4g ,满足 


e-4|< 十 (7.5) 
P| ga 


证 明 : 根据 上 面 定理 ,对 于 任意 Q>1, 存 在 整数 和 9 ,满足 1 三 g 一 
Q', | ga 一 p' | 之 Q ,假定 (p',g )=d, d 之 1。 又 设 p' = 二 dp,g = dg， 
则 (p,qg) = 1, 并且 | ga 一 p | 二 (4Q) 过 Q 。 当 Q 一 吕 时 , 必 有 无 穷 多 
个 不 同 的 整数 9 满足 不 等 式 (7. 1) 和 不 等 式 (7. 2) 。 若 不 然 ,根据 抽 屠 原 理 ， 
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则 存在 一 个 正 整 数 w 与 一 个 趋 于 无 穷 的 无 穷 序列 { Q, } 相 对 应 ,使 得 | goa 一 
po | 三 (Q,) 一 0( 当 n> 00)。 因 此 得 到 | ga 一 po | 二 0, 即 a 为 有 理 数 ,这 
与 假设 矛盾 。 最 后 由 不 等 式 (7. 1) 和 不 等 式 (7. 2) 可 直接 推出 不 等 式 (7. 5) 
式 , 故 推论 得 证 。 


7.1.2 和 内 插 与 Farey 序列 
两 个 既 约 分 数 和 入 , 如 果 满 足 gp 一 pq” == 土 1, 则 称 它们 为 一 对 共 


思 分 数 。 任 意 两 个 既 约 分 数 和 如 , 称 2 二 如 为 其 和 内 插 。 如 工 与 工 是 
q q qq 2 3 


共 郝 分 数 ,它们 的 内 插 和 是 三。 
定理 7.2 分 数 的 和 内 宪 为 是 约 分 数 ,并 与 原 分 数 共 人 
证 明 : 设 二 和 如 ; 为 共 斩 分 数 ,不 妨 假定 0 去 之 一 刀 , 即 满足 pg 一 


pq 一 1。 


由 此 不 难 验 证 ,它们 的 和 内 插 位 于 它们 之 间 , 即 过 et Md 入 。 .并且 


plgt+q)—(p+i+p)g = (p+i+p)g—plg+q)=pg—pg =1 


所 以 志士 为 既 约 分 数 ,并 且 bets, bp 和 二 分 别 都 是 共 辑 


分 数 。 
若 假定 既 约 分 数 了 E (0, 1)，, 不 能 由 和 内 插 产 生 , 即 必 有 由 和 内 插 产 生 


的 一 对 共 斩 分 数 和 和 二 适合 


Ee 

一 二 和 (7;6) 
亦 即 不 可 能 有 等 式 出 现 。 显 然 有 

bsg dg (7.7) 


知 不 然 , 当 2 之 9 时 ,有 
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E 人 a 
d q dq dqg db d b 


推出 之 i 这 与 式 (7. 6) 蔬 盾 。 当 d>q 时 ,有 


办 ”及 pb—gqa 1 C a 
一 人 一 
gqg 0 gb ~ gb 


则 es , 同样 与 式 (7. 6) 矛 盾 。 这 时 我 们 在 全 和 地 之 间 进 行 和 内 插 , 其 
分 母 将 逐次 增 大 , 因 新 的 和 内 插 必 然 或 落 在 和 和 之 间 , 或 落 在 和 二 


之 间 , 故 必 存 在 一 对 共 思 分 数 满足 不 等 式 (7. 6) ,而 不 满足 式 (7. 7) ,因此 > 


必 是 某 一 对 共 思 分 数 的 和 内 插 。 至 此 定理 得 证 。 

若 从 0 与 1 出 发 ,相继 进行 和 内 插 , 则 可 得 0 到 1 之 间 的 一 切 既 约 分 数 。 
从 0,1 出 发 ,相继 进行 和 内 插 ,得 到 以 下 既 约 分 数 ( 第 次 和 内 插 简 记 作 工 ， 
k=0; 1，2，…， 72， …) : 


0, 1 
1 
1 
1 
b 3 3 
\ 2 名 3 
I 一 - 二 ， 一 二 
5 5 4 
I ] 2 3 3 4 5 5 4 
4 » 也 9 了 7 9 8 9 7 D3 7 9 8 bb 未 5 
1 2 总 3 4 思 5 4 全 7 8 7 学 8 7 5 


ey 0 1 1 9 9" 13 1 Wm lL 6 
在 0, 1 之 间 的 既 约 分 数 中 ,把 分 母 不 超过 的 分 数 按 大 小 顺序 排 成 一 
序列 , 称 为 nn 级 Farey 序列 (2 主 1), 记 作 下,。 例 如 : 


i 
A a a a a i 


1 


n 级 Farey 序列 具有 以 下 性 质 : Farey 序列 中 任意 相 邻 两 数 为 共 斩 
分 数 。 

由 此 定理 可 以 得 到 以 下 两 个 推论 : 

推论 7.2.1 如 果 ?7 之 2, 则 瓦 ,中 任意 相 邻 二 数 的 分 母 不 相等 。 
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推论 7. 2. 2 Farey 序列 中 任意 一 数 是 左右 相 邻 二 数 的 和 内 插 。 
Hurwitz 定理 ”对 每 个 无 理 数 a, 存在 无 穷 多 个 不 同 的 有 理 数 满足 


(7.8) 


-2|< 2 
V5g 


这 种 和 内 插 的 方法 主要 依据 下 述 性 质 1 
定理 7.3 对 于 共 辐 分 数 了 i 有 gp' 一 pa" = 上 1, 其 和 内 播 为 


4 十 为 归 约 分 数 ,并 与 原 分 数 上 及 27 痢 共 包 ， 并 且 当 0 之 上 < 如 和 


有 二 2 p+ 一 误 ， 


dg 十 9 
定理 7.4 当 2 是 有 理 数 时 ,& 有 限 ; 当 3 是 无 理 数 时 ,k 无 限 , 且 
lim 色 一 5 
Re 


7.1.3 连 分 数 与 有 理 逼 近 

定理 7.5 GD 有 限 连 分 数 表示 一 个 有 理 数 ;反之 ,对 任意 有 理 数 a, 有 且 
恰 有 两 种 方法 展 成 有 限 连 分 数 , 即 4 = [41， as，…, ai, a,] (其 中 之 2) 
和 ai 一 La，a，…， al,，a 一 1,，1 |]。 

加 对 于 无 限 连 分 数 9 = [a ， oz， …] ,Jim 全 存在 ,并 且 为 一 无 理 数 ; 反 
之 ,对 于 任意 无 理 数 9, 可 以 展 成 唯一 的 连 分 数 9 = [41，as，…], 使 得 一 
lim 二 
wg 


定理 7.6 (Legendre, 1893) 每 个 大 于 1 的 非 完 全 平方 的 有 理 数 4 的 平 
方 根 可 展 成 拟 纯 周 期 连 分 数 


Vd 一 [avs dl1» 4d2, "**», U3, Ud1, 2a0 1]s 其 中 [Vd] 
反之 ,满足 上 述 形式 的 连 分 数 必 为 一 个 大 于 1 的 非 完全 平方 的 有 理 数 4 的 


[1] 朱 尧 辰 , 王 连 祥 著 . 丢 番 图 逼近 引 论 LMJ. 北京 : 科学 出 版 社 ,1997. 


平方 根 。 
定理 7.7 实数 9 可 展 成 周期 连 分 数 的 充 要 条 件 是 : 2 为 二 次 无 理 数 。 
对 于 定理 7.7,Euler 于 1737 年 证 明了 必要 性 ,Lagrange 于 1770 年 证 明 
了 充分 性 1) 


7.2 中 国 古 代 的 通 其 率 术 与 调 日 法 


在 《授时 历 》 以 前 ,中 国 古 代 历 法 由 于 没有 采用 十 进 小 数 ,历法 中 的 日 
法 、 状 周 、 交 食 周期 五星 会 合 周期 等 天 文 常 数 都 采用 分 数 表示 ,它们 往往 是 
两 个 天 体 运动 周期 a 和 8B 的 比值 (如 国 周 是 回归 年 与 朔望月 比 的 结果 )。 一 
般 说 来 ,天 文 常数 a 和 8B 都 是 实数 ,因此 , 历 学 家 需要 根据 a 和 A 选择 满足 


为 预先 设 定 的 误差 限 ) 的 自然 数 z 和 y, 从 而 实数 的 有 理 双 


近 问 题 成 为 中 国 古代 历法 计算 中 的 一 个 重要 方法 。 
早 在 汉代 《三 统 历 ) 中 就 出 现 了 所 谓 的 “ 通 其 率 ” 算 法 ,以 计算 五 星 运动 


周期 。 为 求 两 个 有 理 数 之 比 和 的 既 约 分 数 ,“ 通 其 率 ” 法 没有 采用 通常 先 求 


ab 最 大 公约 数 ,再 用 “等 除法 实 ” 的 约 分 术 , 而 是 采用 与 连 分 数 展开 法 完全 
相同 演算 程序 ,不 仅 求 出 两 数 的 最 大 公约 数 ,而 且 同 时 也 归 算出 的 渐 近 分 
数 ,因此 它 具 有 普遍 意义 , 即 对 a.6 为 实数 情形 完全 适用 ,具有 数值 盘 近 方面 
的 意义 。 通 过 “ 通 其 率 "演算 , 若 人 是 有 更 数 , 则 可 得 到 其 既 约 分 数 也 = 


4 阁 若 4 是 无 理 数 ， 则 可 得 到 其 渐 近 分 数 他， 这 种 “ 通 其 率 ” 术 由 古老 的 求 


最 大 公约 数 的 “更 相 减 损 ? 发 展 而 来 "21 3. 
中 国 古 代 历 算 中 用 有 理 分 数 逼 近 实 数 的 另 一 典型 算法 是 南北 朝 时 代 何 


[C1] 朱 翘 展 , 王 连 祥 著 . 丢 番 图 通 近 引 论 LMJ. 北京 : 科学 出 版 社 ,1997: 33. 

[2] 李 继 闵 .“ 通 其 率 ” 考 释 [A]. 中 国 数学 史 论 文集 (一 )LC]. 济南 : 山东 教育 出 版 社 ,1985: 24. 

[3] 李 继 闵 . 中 算 家 分 数 近似 法 探究 LAj], 中 国 数学 史 论 文集 LC]( 三 ) ,济南 : 山东 教育 出 版 社 ， 
1987: 28. 
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承 天 创制 的 “ 调 日 法 ”。 为 把 逆 望 月 表示 成 分 数 形式 全 = 29 十 六 日 ,需要 确 
定数 值 较 小 (以 便于 计算 ) 并 且 不 损害 历 算 所 要 求 的 精度 之 日 法 A。 根 据 实 


测 可 以 知道 , 逆 望 月 畸 零 部 分 7 二 0.530 588 7…, 满足 全 二 7 二 六 , 调 日 法 


可 本 Wa A 26m 十 9 

就 是 由 此 强 弱 二 率 出 发 , 求 出 7 的 渐 近 分 数 序列 二 a 
m17n 

Uh: a YY 26m 十 9n 加 7 

35 ma 一] 25 95 ), 于 是 二 人 其 中 日 法 A = 49m 十 17n。 


历史 文献 没有 记载 何 承 天 调 日 法 的 具体 演算 方式 ,南宋 秦 九 韶 《 数 书 九 
章 ) 中 关于 调 日 法 的 演算 是 从 不 定 方程 19m 十 17n 一 A 出 发 ,按照 历法 的 具 


体 要 求 来 确定 内 插 次 数 m,n, 从 而 获得 A, 由 此 获得 的 并 非 实测 


数据 的 最 佳 渐 近 分 数 ,但 其 演算 方式 对 历 算 也 还 较 实 用 “11 当然 秦 氏 调 日 
法 方式 未 必 就 是 何 承 天 的 演算 方式 ,不 排除 存在 何 承 天 法 就 是 关 孝 和 之 和 
内 插 理 想 程 序 的 可 能 1 

调 日 法 与 “ 通 其 率 ” 演 算 有 着 深刻 联系 ,在 “ 通 其 率 ” 术 程序 中 ,已 经 包含 


着 两 个 渐 近 分 数 的 和 内 插 形 式 ; 人 二 符 2e- 二 名 -并且 只 要 对 26 和 也 
dk cp Pe ek > 49 7 


26m 十 9n 


进行 连 分 数 展开 ,就 能 够 归 算 出 tom en 


， 因此 , 何 承 天 的 调 日 法 应 该 是 
由 “ 通 其 率 ” 算 法 演化 而 来 。 
“ 通 其 率 ” 算 法 在 历 算 中 的 男 一 种 发 展 ,是 形成 “大 衍 术 ”的 子 算法 一 一 


“大 衍 求 一 术 ”。 对 > 施 诸 " 通 其 率 ”, 当 ?一 2, 且 m 各 一 1 时 , 取 A 一 con， 


则 2 是 4 最 佳 渐 近 分 数 ,于 是 有 kp, 三 1(modg,), 即 | aq, 一 bp, | 一 1, 这 


就 是 所 谓 的 “ 求 一 术 ”。“ 通 其 率 术 ” 与 “ 求 一 术 ” 演 算 程 序 的 些微 差别 仅 
在 于 : 
人 要 求 (c，p) 一 1; 


[1] 李 继 闵 . 关于 “ 调 日 法 ”的 数学 原理 [J]. 西北 大 学 学 报 ,1985(2): 5. 
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@ 略 去 p;(i 二 1, 2,，3,…, 7 的 归 算 ; 

@ 归 算 g 时 , 从 go = 1( 即 秦 九 韶 所 谓 的 立 天 元 一 ) 开 始 ; 

@ 要 求 末 余 rz 二 1( 须 右上 奇 一 而 止 ) “1 

由 于 没有 实数 理论 ,中 算 家 对 实数 有 理 副 近 与 整数 论 的 一 次 不 定 分 析 
不 加 区 别 , 从 而 约 分 、 零 约 与 求 一 术 等 算法 互 为 一 体 ,广泛 应 用 于 历 算 中 ,用 
“ 演 纪 术 ”和 “大 衍 术 ” 求 上 元 积 年 问题 乃 其 最 为 典型 的 算 例 和 225323, 所 以 秦 
九 韶 在 《 数 书 九 章 ) 序 中 说 :“ 独 大 衍 法 不 载 九 章 , 未 有 能 推 之 者 。 历 家 演 法 
颇 用 之 ,以 为 方程 者 误 也 ”, 说 明了 求 一 术 源 于 历 元 的 推算 。 


7.3 ” 关 孝 和 的 零 约 术 与 和 内 插 方 法 


把 一 个 实数 化 成 渐 近 有 理 分 数 的 方法 ,和 算 家 称 之 为 “ 零 约 术 ”, 这 
类 问题 最 早出 现 于 关 孝 和 的 著作 中 ,其 (规矩 要 明 算 法 》《 拾 遗 诸 约 之 
法 》《 括 要 算法 》(1712) 中 都 有 相关 内 容 , 其 次 ,在 建部 贤 弘 等 人 编著 的 
《大 成 算 经 》(1711) 以 及 建部 贤 弘 的 《级 术 算 经 》(1722) 中 也 有 这 种 
在 《规矩 要 明 算 法 》 中 , 关 孝 和 用 他 的 零 约 术 分 别 求 出 圆周 率 x 和 方 率 


l1 41 58 . 
7 区” “人 


V2 的 一 系列 渐 近 分 数 。 如 其 求 V2 的 渐 近 分 数 | 过， 中 这 


术 文 如 下 : 
今 有 方 一 尺 , 斜 一 尺 四 寸 一 分 四 厘 二 毫 一 丝 强 , 问 零 约 之 内 外 亲疏 
方 儿 率 各 几何 ? 
答 日 : 内 疏 方 率 五 、 儿 率 七 ; 
外 疏 方 率 七 .斜率 十 一 ; 
内 亲 方 率 二 十 九 、 针 率 四 十 一 ; 
外 亲 方 率 四 十 一 、 针 率 五 十 八 。 


[1] 李 继 闵 “大 衍 求 一 本? 溯源 [LA]. 秦 九 韶 与 数 书 九 章 LC]. 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ,1987: 
138; 

[C2] 李 继 闵 .“ 调 日 法 ?源流 考 L[A]. 第 三 届 国 际 中 国 科学 史 讨论 会 论文 集 LC]. 北京 : 科学 出 版 社 ， 
1990: 31. 

[ 3] 王 荣 彬 , 徐 泽 林 . 关于 "大 衍 本 ”源流 的 算 例 分 析 [J]. 自然 科学 史 研 究 ,1998(1) : 47. 
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术 日 : 方 率 一 、 斜 率 一 为 初 ,以 斜率 为 实 , 以 方 率 为 法 , 实 如 法 而 一 ， 
得 数 少 于 原 斜 者 ;斜率 二 \ 方 率 一 ,多 于 原 斜 者 ;斜率 一 、\ 方 率 一 ,各 累加 
之 ,得 内 外 亲 政 方针 率 [1 
根据 这 段 术 文 ,可 知 关 氏 方法 的 演算 过 程 如 下 : 


1 2 1 1 十 2 3 1+3 4 3 4 十 3 
x 一 二 ， 一 人 
下 

7 3 7 7+3 10 7 7+10 17 7+17 24 

一 < 一 二 ,一 一 V2 一 一 ， 一 

本 MN 7’' 5 257 1 5 17 
17 24 十 17 41 17 41 41 十 17 58 

5 三， 一 Ds = 

< 1 1 2 


有 -其 列 外 其 渔 | 
DR 


\ 


站 


二 


Td a 


a a on De mn 


小 rir)s 


光 贱 国 jh 


mii 


者 、 
壮志 
率 有 
一 少 局 求 
各 钦 币 周 
和 
加 ] 率 
教 率 
列 . 四 
于 
太守 
多 
入 
征 
膨 


出 必 
+1 四 


和 


| li 


Ds 


峡 几 小 
上 二 


了 
vy 


TT 
J 


be 


| NN 几 


图 7.1 《 括 要 算法 》 贞 卷 中 的 零 约 术 求 圆周 率 近 似 值 
《 括 要 算法 ) 贞 卷 (图 7. 1) 中 , 关 孝 和 用 同样 的 方法 从 了 二 r<< 工 出 发 ， 


353 
113 


通过 零 约 术 得 到 分 母 为 连续 自然 数 的 . 自 至 六 -的 113 个 渐 近 分 数 ,其 零 


约 术 的 算法 程序 可 以 归纳 如 下 。 


对 于 实数 9, 若 已 知 a 人 二 则 通过 对 锯 与 好 进行 一 系列 和 内 
0 1 do di 


[ 1] 并 邦和 . 规矩 要 明 算 法 [Aj. 平山 谢 ,下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 篇: 并 孝 和 全 集 [2Z]. 大 阪 : 大 阪 教育 
加 书 株 式 会 社 ,1974. 
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插 , 得 到 9 的 系列 渐 近 分 数 从 (一 0，1，2,，…)。 演 算 程 序 如 下 : 


po pi = Pp2 
do TT di d2 
站 之 全 这 放生 
do Gd2 91 2 di qd1 Td2 3 
时 的 内 
0 d2 dl d2 do do Td2 G3 
再 比较 伴 , 饶 , 忆 和 5 的 大 小 (或 比较 全, 锯 , 名 和 5 的 大 小 ) 后 , 继 
d3 d di d3 dd? do 


续 做 和 内 插 , 逐 此 下 去 ,依次 得 到 9 的 渐 近 分 数 序列 人 a 


7.4 ”建部 贤明 的 零 约 术 与 连 分 数 展开 法 


关 氏 弟子 建部 贤明 (1661 一 1716) 对 零 约 术 加 以 改进 ,采用 连 分 数 展 开 

的 算法 ,建部 贤 弘 在 《大 成 算 经 > 和 《级 术 算 经 》( 图 7. 2) 中 对 建部 贤明 的 零 约 

术 算 法 有 过 详细 记述 。《 级 术 算 经 》“ 探 圆 数 ” 部 分 , 据 定 周 r 
3. 141 592 653 589 793 238 462 643 值 , 求 其 渐 近 分 数 的 演算 如 下 : 

置 元 一 以 除 定 周 , 得 商 与 不 尽 为 第 一 ,以 第 一 不 尽 除 元 一 ,得 

与 不 尽 为 第 二 ,以 第 二 不 尽 除 第 一 不 尽 , 得 商 与 不 尽 为 第 三 ,以 第 三 

不 尽 除 第 二 不 尽 ,得 商 与 不 尽 为 第 四 ,以 第 四 不 尽 除 第 三 不 尽 , 得 商 

与 不 尽 为 第 五 ,如 此 以 其 段 之 不 尽 除 前 段 之 不 尽 而 求 逐 商 ,以 元 一 

为 径 率 , 第 一 商 为 周 率 , 以 此 为 一 等 弱 率 ;以 第 二 商 为 乘 一 等 径 周 

率 , 径 率 加 元 一 为 二 等 强 率 ; 以 第 三 商 为 乘 二 等 径 周 率 , 加 一 等 径 周 

率 为 三 等 弱 率 ;以 第 四 商 为 乘 三 等 径 周 率 , 加 二 等 径 周 率 为 四 等 强 

率 ; 如 此 逐 以 次 商 乘 其 段 径 周 率 ,加 前 段 径 周 率 为 次 段 径 周 率 , 以 求 


到 


强 弱 渐 亲 率 51] 
T ] 71 7 7 一 2 
即 子 一 抽 余 ,一 一 4 余 坟 ;二 二 4 余 罗 一, 余 7。 
71 72 | 


C13 建部 里 弘 . 级 术 算 么 [M1. 第 十 一 “ 探 图 数 ”. 东京 大 学 藏 抄本 . 


和 算 中 源 


究 之 部 
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| = 一 元 / /得 7/ 坟 交 少 元 得 -三 九 态 ; 

等 理 货 二 到 区 系 直入 到 不 yy 数 子 八 二 币 累 案 ， 
种 7 二 /7/ 黄 瘟 上 ee 
再 加 商 属 验 一 yy 7 不 大 7 数 tz 7 逢 二 五 术 工 一 
这 元 7 率 达 ?7 以 除 吉 第 | 必 一 得 村/ 七 三 7 普 户 
= 三 六 =|+ 径 王 疡 二 元 7 商 依 术 九 五 于 了 了 
来 等 了 元 太 李 前 得 条 / 第 除 上 上 尺 7 五 八 元 7y X 
/二 数 第 + 院 商 不 | 一 了 不 以。 九 径 会 一 
二 弱 等 /二 放 /tt 直 | 得 喜人 位 了 7 二 七 二 t 运 
等 地 ”一 7 筑 到 秋生 世 不 商 7 + 径 人 和 八 九 尺 / 
”+ 径 7 商 一 第 次 | 童 上 第 定 庙 八 三 / 增 
径 和 了 庄 jpz /zy zy 西江 人 E93 
而 条 让 了 六 前 涂 务 条 除 意 上 以 率 一 三 7 
这 人 ee 用 
7 /来 等 二 局 未 + 划 / | 得 第 : 造 ? 七 四 
性 人 说 4 
9 Le 生生 秆 六 
四 以 和 径 和 来 此 7 了 人 不 除 壶 六 吓 Bp 
| 
7 人 天府 了 《( 诺 三 并 7 二 Y= 新 来 ;三 五 ya 


图 7.2 《 缀 术 算 经 》 所 录 建 部 贤明 求 圆周 率 近 似 值 的 零 约 术 


令 q =1, p=a, gq = ga, p= pids1, gq. = qast qs, 


Pr —=pPr dr Pes 
由 此 而 得 到 的 渐 近 分 数 序列 ; 六 (k 二 1, 2，3，…, 了。 
k 


建部 贤明 的 方法 具有 普遍 性 。 对 于 实数 a 和 8B, 若 求实 数 二 的 渐 近 分 


Bb 
数 , 对 其 进行 饶 转 相 除 ,得 到 逐次 不 完全 商 al ，a;，…，a,，…, 可 以 记 作 连 
分 数 [aj » yy a, | 形式 ,按照 法 则 : 
D 思 二 0 pz 一 aa 十 ] Pi = 加 10i tT p; 2 
， ， (i 2 
qi 一] d2 一 42 qi 一 qi 十 qi 


月 算 , 则 有 全 一 [a1， a，…, a] 且 人 通 近 实数 , 它 基于 定理 7.5。 


尽管 和 算 使 用 分 数 记 法 ,但 没有 连 分 数 记号 ,不 过 就 逼近 算法 的 演 
算 程序 而 言 ,建部 贤明 的 零 约 术 与 今日 数论 中 的 连 分 数 方法 是 完全 一 
致 的 。 
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7. 5. 


建部 贤 弘 的 累 约 术 与 重 约 术 


1 建部 贤 弘 的 累 约 术 : 实数 有 理 益 近 
由 于 没有 实数 理论 , 和 算 家 将 整数 论 中 的 不 定 分 析 与 实数 有 理 逼 近视 


为 同一 , 诸 约 术 与 同 余 式 组 求解 的 “ 剪 管 术 ”密切 相关 ,其 核心 算法 是 解 不 定 
方程 wz 一 by 二 1, 关 孝 和 称 之 为 剩 一 本 ,建部 贤 弘 将 其 推广 ,对 任意 有 理 数 
的 a、B、5, 求 使 ex 一 By = 二 6 成 立 的 整数 x 、y, 称 之 为 累 约 术 , 其 中 a 叫 益 数 ， 
8 叫 损 数 ,9 叫 剩 数 。 其 本 如 下 (图 7. 3): 


累 约 者 , 累 损 益 之 数 也 。 益 数 为 左 , 损 数 为 右 [ 带 分 者 , 损 分 母 益 分 子 
相 乘 为 左 , 损 分 子 为 右 , 各 先 两 数 互 减 得 等 数 为 约法 ,各 约 之 ,而 后 列 于 左右 也 ], 以 
少 除 多 得 初 商 [ 左 多 者 ,得 初 商 而 厘 余 一 , 则 不 及 求 多 商 , 故 以 一 即 为 剩 一 之 益 
衰 , 以 初 商 为 损 衰 ; 左 少 者 ,得 次 商 而 余 一 , 则 亦 以 初 商 即 为 损 衰 ], 以 其 余 除 少 ， 
得 次 商 ,以 次 余 除 初 余 ,得 三 商 ,又 以 三 余 除 次 余 , 得 四 商 ,次 第 如 此 ,以 
余 左右 互相 除 , 以 左 余 一 者 为 末 商 而 止 。 以 末 第 一 商 [ 或 起 于 初 商 , 逐 至 末 
商 者 亦 同 ], 即 为 一 积 ; 以 乘 末 第 二 商 , 加 定 一 为 二 积 ; 以 之 乘 末 第 三 商 , 加 
定 一 积 为 三 积 ;又 以 之 乘 末 第 四 商 , 加 定 二 积 为 四 积 ; 逐 以 其 积 乘 后 商 ， 
加 前 积 为 后 积 , 至 初 商 , 如 此 得 末 积 。 益 数 多 者 ,以 最 末 积 为 损 , 以 次 末 
积 为 益 ; 损 数 多 者 ,以 最 末 积 为 益 , 以 次 末 积 为 损 , 各 得 剩 一 之 衰 , 以 剩 
数 乘 益 衰 , 满 损 数 去 之 , 余 [ 有 约法 者 约 之 ,后 皆 仿 此 ] 得 益 段 ; 以 剩 数 乘 损 
衰 , 满 益 数 去 之 , 余 得 损 段 ;以 益 数 乘 益 段 得 总 数 [或 以 损 数 乘 损 段 加 剩 数 者 
亦 同 ]。 

言 原 数 而 带 分 者 , 以 损 分 母 乘 原 数 , 满 损 分 子 去 之 , 余 以 减损 分 子 
加 剩 数 , 而 乘 益 分 母 乘 剩 一 , 益 衰 得 数 满 益 分 母 损 分 子 相 乘 数 去 之 , 余 
得 益 段 ;又 原 数 益 分 子 去 之 , 余 以 减 益 分 子 乘 损 分 母 , 如 剩 数 而 乘 剩 一 ， 
损 衰 得 数 满 损 分 母 益 分 子 相 乘 数 去 之 , 余 得 损 段 ;以 益 分 子 乘 益 段 , 约 
益 分 母 ,加 原 数 ,得 总 数 51]。 

上 述 术 文 叙述 了 有 理 系数 丢 番 图 方程 wz 一 By = 8 的 连 分 数 解 法 ,首先 


C1 


建部 里 弘 等 . 大 成 算 弥 LM]. 巷 六 “ 诸 物 第 五 ”, 东京 理 科大 学 藏 抄本 . 
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满 数 之 站 之 之 未 为 檀 入 一 一 六 降 则 少 并 至 累 之 斋 殉 和 玫 遂 请 
禾 满 耻 言 了 修 狂 杆 投向 未 为 而 是 作 初 东 得 名 分 的 久 分 至 冯 欧 分 
分 禾 冯 原 得 参 向 以后 荔 二 线 是 友 狂 ' 舍 初 和 于 有 与 者 最 之 者 好 
气 分 囊 煞 擅 侈 粮 次 檀 四 杆 本 是 右 得 布 负 而 政 相 暴 谷 先 未 奥 学- 如 
去 母 杆 而 了 及 点 各 本 竺 志 以 夫 图 刀 三 二 六 让 大 为 条 拥 分 以 得 荔 鸭 章 
这 神 分 带 以 二 得 模 初 加 之 四 相 商 " 必 志和 盘子 各 一 三 药 吉 
条 分 地 命 检 *9 提 房 次 二 来 台 陈 又 高 -大兴 万 之 竺 分 航 瓦 黎 

六 子 加 者 必得 一 又 如 和 措 本 了 芝 四 冯 六 家 儿 i 才 名模 禾 等 屿 之 残 也 等 
减 祖 创 双 杂 和 次 之 杭 此 为 务 即 目 万 三 大 -m49 分 也 向 如 等 得 先 禾 
和 驹 录 和 骆 损 个 了 改 豪 教 得 四 三 为 是 杀人 条 六 刘 击 之 于 和 众 均 前 和 至 次 务 为 
分 禾 面 分 耽 以 以 多 未 罚 前 一目 一 你 苔 -mm 入 歼 的 这 和 加 等 一 法 
杀 之 黎 条 雹 元 孝 尺 稚 以 一 以 是 为 姓 除 五 作 M 各 龙 的 等 法 又 车 之 
损 儿 分 原 才 条 条 己 禾 黄村 祭 因 本 得 少 条 -图 先 揽 庄 改名 冯 二 的 
分 得 屋 禾 所 训 提 答 未 多 盾 为 本 商 四 入 冯 志 丙 秋 母 拭 的 之 而 通 
及 孝 条 江 zox 豪 论 杆 埋 条 三 务 国 而 商 次 初 f 右 禾 谅 玫 者 网 请 熏 教 杆 
pe 院 一刻 槛 市 报 满 满 饥 以 宙 秆 二 十 次 而 曾 和 5 右 得 起 孝 敌 互 斋 
低 双 禾 分 # 政 准 扳 多 埃 商 叉 疝 国 六 务 六 为 R 冯 投 基 的 有 则 得 四 区 的 
孝 原 窗子 省 打 散 禾 六 来 加 芭 如 腹 末 如 次 搞 多 分 分 禾 分 的 五 得 撞 
而 禾 得 去 赤 坡 去 去 :次 岳 前 之 - 守 国务 浅 红 衣 前 除 各 以 税 喊 等 


图 7.3 建部 贤 弘 等 的 (大 成 算 经 ) 卷 六 “ 诸 约 第 五 ” 
对 a,B 使 用 思 转 相 除 法 得 到 系列 商 {a 9 U2 da ”Ch 1 以 及 相应 的 余数 系 


列 : (nis ros mm， mm 一 0}, 归 算 出 名 的 渐 近 分 数 序列 站 这 样 有 


So 
是 不 定 方程 的 特 解 ,该 方法 实际 上 与 公 
yy = Pea 


元 6 世纪 印度 数学 家 阿 耶 波多 (476 一 约 550) 的 Kuttaka 完全 一 致 。 


dn 1 一 pn_19 = 1， 人 而 


上 述 方程 等 价 于 > | 一 。。 如 果 将 其 系数 推广 到 无 理 数 ,自然 就 是 


求 满足 入 -之 | 二 的 条 件 有 理 通 近 回 题 在 中 根 元 圭 删 定 的 ( 累 约 补 闫 》 


和 《 累 约 拾遗 ) 中 ,已 明确 出 现 这 样 的 不 等 式 , 建 部 贤 弘 的 累 约 术 实 际 是 把 关 
孝 和 一 次 不 定 方程 求解 的 “ 剩 一 本? 与 丢 番 图 通 近 的 ”" 零 约 术 ? 统 一 了 起 来 。 


7. 5. 2 建部 贤 弘 的 重 约 术 : 实数 的 联 立 有 理 台 近 
用 同 分 母 的 一 组 分 数 【他 ,党 ，…, 例 ) 来 通 近 一 组 实数 [ 咏 ， 品 ，…， 
pi 


9 一 守 | G6 二 1，2，…, 六 同时 都 很 小 。 这 样 的 数学 问 


题 叫 实数 的 联 立 有 理 通 近 问题 ,其 数理 基础 在 于 推广 的 Dirichlet 定理 : 


D 到 2,], 并 且 使 
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定理 7.8 设 品 , 品 , …, 9 是 个 实数 , Q 这 1 是 一 个 整数 , 则 存在 整 


数 g 满足 不 等 式 组 | gq9; | 委 Q- "(inD),0< 二 gq 二 Q"。 


| 


pi 
q 


ee - 满足 不 等 式 组 -|< 


同时 有 以 下 推论 : 
如 果 5,，5,，…，5, 中 至 少 有 一 个 是 无 理 数 , 则 存在 无 穷 多 组 
1 


(1 i<n) 1), 


q ql 


建部 贤 弘 对 零 约 术 的 另 一 发 挥 是 建立 所 谓 重 约 术 的 逼近 算法 , 它 实际 


就 是 上 述 联 立 通 近 问 题 。 其 术 文 如 下 (图 7. 4): 


1 


政和 杂 假 法 < | 人 除息 

和 信教 如 得 禾 之 幸 日 外 | 禾 如 二 玫 二 让 这 全 全 
这 四 有 甲 则 - 奥 < 依 丛 入 | 四 有 商 稍 >" 辽 四 禾 wa 一 
三 分 甲 条 t1 忆 为 壳 日 怒 | 分 甲 宣 率 多 ot1< 禾 差 二 * 生 条 
挫 八 条 这 凋 除 甲 约 除 人 也 罩 级 站 之 除 约 於 六 = 床 三 -一生 一 一 务 
一 看 禾 ?zA 公 狼 阮 抽 靳 条 共同 | 笠 称 各 z=。 = T= 香 务 丛 二 
息 三 二 位 zr 禾 先 从 这 这 除 | 三 三 商 m< 认 和 匠 谷 三 二 这 
做 放 分 通 合 在 * 往 杀 得 一 和 三 符 | 和 蝶 分 和 tmx 笠 是 禾 三 率 贡 加 
两 三 八 除 六 5 空 亿 甲 百 十 百 同 | 六 六 之 分 < > 久 四 葵 加 各 \ 径 
除 练 量 率 甲 作 条 叉 一 志 。 和 狂 | 练 坚 和 = 六 除 寿 人 算 m 笃 一 
儿 一 和 坏 + 一 地 过 放 陈 -十 内 二 ZN 人 重 之 艇 加 六 二 = 六 率 
一 息 龟 = 百 亲 特 三 AT 二 包 、 毫 三 一 谓 当 务 -- 率 得 得 
简短 七 一 库 - 街 < 分 府 药 四 < 七 也 思 信 三 得 得 区 务 
二 微 冻 而 < 得 <o 向 依 条 冻 <= 各 交 - 率 务 务 四 三 
分 中 一 甲 各 也 符 < 此 禾 二 之 做” 得 土 四 耻 剖 
二 除 包 已 条 条 入 = 他 痒 三 息 坎 得 条 算 胸 组 身 = 这 
登 秋 外 同 觅 这 三 羡 合 则 分 一 会 \ 吕 库 辽 = 一 地 差 |/ 综 
整 六 微 和 数 铬 和 七 九 一 曲 要 位 只 育 率 陶 前 二 一条 = 三 ~ 三 
同 分 药 除 六 + = 次 三 绝 准星 a= 这 签 + 八 -总 冯 
弃 二 已 率 + 幢 冯 降 亿 之 算 十 百 一 条 淫 一 九 床 > 义 三 


图 7.4 建部 贤 弘 等 (大 成 算 经 ) 卷 六 “ 诸 约 第 五 ” 


重 约 者 , 逐 重 零 约 也 。 先 以 第 一 乘除 数 [或 起 于 未 , 则 依 数 有 率 数 异 
者 ,就 近 而 用 之 ] 依 零 约 术 得 乘除 率 , 求 除 率 同 数 , 以 第 一 除 率 为 段 数 
[ 逐 依 零 约 术 所 得 之 除 率 , 尼 为 其 件 之 段 数 也 ], 乘 第 二 乘 数 [ 若 无 乘 数 者 , 直 
用 段 数 也 ,无 除数 者 , 亦 准 此 ], 以 之 与 除数 依 零 约 术 [ 随 第 一 率 商 数 之 合 位 
而 作 率 也 ,后 仿 ] ,得 第 二 乘 率 及 段 数 ,以 前 第 一 乘除 率 各 乘 段 数 ,得 二 
件 通 除 率 及 第 一 乘 率 ,以 第 三 乘 数 乘 通 除 率 , 以 之 与 除数 依 零 约 术 
得 第 三 乘 率 及 段 数 ; 以 前 第 一 、 第 二 乘 率 与 二 件 通 除 率 各 乘 段 数 ,得 


C1] 朱 襄 辰 , 王 连 祥 著 . 丢 番 图 逼近 引 论 LMJ. 北京 : 科学 出 版 社 ,1997: 45. 
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求 乘 率 同 数 者 ,以 第 一 乘 率 为 段 数 [ 逐 依 零 约 术 所 得 之 乘 率 皆 为 段 数 也 ]， 
乘 第 二 除数 ,以 之 与 乘 数 依 零 约 术 得 第 二 除 率 及 段 数 ,以 前 第 一 乘 
除 率 各 乘 段 数 ,得 二 件 通 乘 率 及 第 一 除 率 ,以 第 三 除数 乘 通 乘 率 , 以 
之 与 乘 数 依 零 约 术 得 第 三 除 率 及 段 数 ;以 前 第 一 、 第 二 各 除 率 与 二 
通 乘 率 各 乘 段 数 ,得 三 件 通 乘 率 及 第 一 、 第 二 除 率 , 递 如 此 ,得 诸 
tsp 
下 面 来 看 (大 成 算 经 ) 中 的 一 个 具体 问题 : 
假如 有 甲 乘 数 二 分 八 厘 五 毫 七 丝 一 忽 四 微弱 , 乙 乘 数 四 分 八 厘 三 
毫 三 丝 一 忽 五 微 强 ,除数 六 分 二 厘 八 毫 三 丝 一 忽 强 ,两 除数 一 个 二 分 五 
整 , 问 除 率 同 数 ? 
法 日 : 依 零 约 本 先 得 甲 率 [ 乘 二 . 除 七 ], 以 除 率 七 为 甲 段 数 , 乘 乙 乘 
数 [四 分 八 三 三 一 五 ], 得 [三 个 三 入 三 二 DO 五 ], 以 之 与 乙 除 数 [ 六 分 二 和 八 三 一 ] 
依 零 约 术 得 乙 乘 率 [七 十 ]、 段 数 [一 十 三 ], 以 甲 率 [ 乘 二 、 除 七 ] 各 乘 段 数 [一 
十 三 ], 得 甲 素 率 [ 二 十 六 ]、 甲 乙 通 除 率 [ 九 十 一 ], 以 之 即 与 两 除数 [一 
五 ] 依 零 约 术 得 两 乘 率 [ 三 百 六 十 四 ]、 段 数 [五 ], 以 甲 乘 率 [ 二 十 六 j 与 乙 乘 
率 [ 七 十 ] 及 [甲乙 ] 通 除 率 [ 九 十 一 ] 各 乘 段 数 [五 ], 得 甲 乘 率 [一 百 三 十 ]、 乙 
乘 率 [三 百 五 十 ]、 甲 乙 丙 通 除 率 [ 四 百 五 十 五 ] ,为 同 数 除 率 522) 


和 个 避 类 0. 285 714…: 0. 483 315… 
本 问 是 求 分 别 逼近 三 个 实数 一 ( 甲 数 ), "02s si ( 乙 


数 )， ,二 元 (两 数 ) 的 一 一 组 同 分 母 分 数 的 分 母 。 


建部 贤 弘 首先 用 零 约 术 求 出 甲 数 的 渐 近 分 数 一, 继 以 其 分 母 7 乘 乙 数 


ee 过 通 分 得 到 甲 数 渐 近 分 


2X13 


70 、 
数 为 eT = 党， 乙 数 渐 近 分 数 = ;然后 再 以 其 公分 母 91 乘 


4 


丙 数 分 子 , 以 求 3 的 渐 近 分 数 一 一, 并 与 前 面 所 求 甲 、 乙 数 渐 近 分 数 。 


[1] 建部 质 弘 等 . 大 成 算 经 LMJ. 赂 六 “ 诸 移 第 五 ”, 东 京 理 科大 学 藏 抄本 . 
[2] 建部 里 弘 等 . 大 成 算 经 LMJ. 赂 六 “ 诸 移 第 五 ”, 东 京 理 科大 学 藏 抄本 . 
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4 日 六 
一 1 进行 通 分 ， 得 甲 数 渐 近 分 数 为 2 455 
350 364 364 
156* 由 数 渐 近 秀 数 为 二 一 465 


因为 建部 贤 弘 未 指明 甲乙 、 丙 三 数 中 是 否 包 含 无 理 数 ‘12, 所 以 没有 指 
出 联 立 逼近 的 唯一 性 问题 。 根 据 上 述 定 理 及 推论 , 若 甲 、. 乙 两 三 数 都 是 有 
理 数 , 则 所 求 的 一 组 渐 近 分 数 是 唯一 ,否则 不 唯一 。 而 且 这 里 


上 285 714… 1 | _ 0.000 13… _ 1 二 
1 455 455 10 000 
455 xX 
1. 3.… 
区 483 315… ”350 0. 000 175… 1 
0.628 31… 455| 。 455 X 0. 2 le 
8 55 455 X 0. 628 31 455 x C283.1 
1.75。 
1 364 
人 


建部 贤 弘 的 联 立 通 近 方 法 具有 实用 性 。 
7.6 久 留 岛 义 太 的 平 万 零 约 术 与 周期 连 分 数 展开 


久 留 岛 义 太 的 平方 零 约 术 是 对 和 算 零 约 术 的 进一步 发 展 , 它 讨 论 二 次 
无 理 数 (有 理 数 域 上 二 次 不 可 约 多 项 式 的 根 ) 的 连 分 数 展开 问题 , 即 对 于 


二 VL 十 和 4 (0 二 4 二 21 十 1)， 以 求 Vz 的 源 近 分 数 序列 | a 其 法 见于 被 


认为 是 久 留 岛 作品 的 抄本 《 开 方 和 术 》 中 ,另外 安 岛 直 圆 (1739 一 1798 久 不 朽 
算法 》 下 卷 也 收录 ,其 法 如 下 : 
夫 平 方 零 约 之 法 者 ,所 以 凡 平 方 开 之 商 , 命 之 为 分 母子 也 , 视 其 数 
在 一 位 以 上 者 , 直 为 原 积 ,在 已 下 者 , 尾 位 奇 则 以 四 乘 之 , 偶 则 以 二 十 五 
乘 之 ,进而 求 一 位 已 上 数 为 原 积 ,得 母子 而 后 ,用 四 者 倍 分 母 ,用 二 十 五 
者 五 分 母 。 


[1] 建部 贤 弘 在 《大 成 算 经 ) 中 已 把 数 分 为 整数 和 不 尽数 , 即 有 限 数 和 无 限 小 数 ,并 进一步 把 无 限 
小 数 分 为 畸 数 和 零 数 ,前 者 通过 代数 运算 可 以 还 原 为 有 限 数 , 即 无 限 循环 小 数 和 代数 无 理 数 ， 
后 者 经 过 代数 运算 不 能 够 还 原 为 有 限 数 , 即 超越 无 理 数 等 ,清晰 地 表达 了 实数 分 类 的 思想 。 
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Ne 
段 分 子 ,不 满 为 弱 数 , 常 以 一 为 弱 段 分 母 , 列 弱 段 分 子 , 倍 之 名 原 实 
弱 数 名 谓 原 数 ; 
列 原 实 ,以 弱 数 除 之 ,得 商 为 段 数 [以 之 乘 分 母 ,为 弱 段 分 母 ,以 之 乘 分 
子 , 加 一 个 为 分 子 ] ,不满 以 减 原 实 , 余 又 为 实 , 以 不 满 乘 之 ,加 原 数 ,所 得 以 
弱 数 除 之 ,为 强 数 ; 
列 实 ,以 强 数 除 之 ,为 段 数 [以 之 乘 分 母 ,加 前 母 为 分 母 ,以 之 乘 分 子 , 加 前 
子 为 分 子 ] ,不满 ,以 减 原 实 , 余 又 为 实 , 以 不 满 乘 之 ,加 原 数 ,以 强 数 除 之 ， 
为 弱 数 。 逐 求 之 如 此 [511 
这 里 把 Vz =v 司 十 1 4 过 24 十 1) 中 的 x 叫 原 积 ,4, 叫 适 商 , 叫 原 法 ， 
又 称 作 甲 弱 数 ,24 叫 原 实 , 甲 分 母子 qi, Pi, 其 中 gg 二 1, pi 二 40, 0 二 4， 
a 一 24， 并且 作 轧 转 除 法 


Uk ry 
= Li +d (k= 1 2, 3 ws") 
bi, bi 
,rp 1 十 4 
其 中 : Up Cd re’ bs 4 2 . Ch DD ……) 
| 


作 归 算 qx = lq i qz, Pe = hipeit pe zs(g = 0, po = 1)， 
则 为 V7 的 渐 近 分 数 序列 。 
从 工 一 6 = 二 4 出 发 ,逐步 进行 代数 变形 ,容易 证 明 久 留 岛 的 上 述 结论 。 事 
Se EE, 久 留 岛 算法 是 在 对 Vx 进 了 连 分 数 展开 ， 即 VI 区 入 太太 0]， 其 
让 的 .下 < 号 业 
dk 


二 次 无 理 数 的 有 理 逼 近 基 于 上 述 定理 7. 6 与 定理 7. 7。 
留 岛 义 太 没有 指出 他 的 连 分 数 展开 具有 周期 性 ,但 就 逼近 算法 而 言 
十 分 实用 。 安 岛 直 圆 撰 “ 平 方 零 约 解 ”, 把 Vx 化 成 无 限 小 数 ,再 用 零 约 术 把 
小 数 化 为 分 数 ,归结 于 一 般 性 的 零 约 术 , 同样 也 没有 认识 到 连 分 数 展开 的 周 


[1] 入 留 岛 义 太 . 开 方 和 术 [LMJ. 日 本 学 士 院 图 书馆 藏 抄本 . 
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期 性 。 
7.7 “和 算 丢 番 图 逼近 算法 的 中 算 源 流 


和 算 丢 番 图 允 近 算法 与 中 算 有 着 深刻 联系 。 和 算 零 约 术 与 中 算 “ 通 其 
率 ” 及 调 日 法 如 出 一 略 , 那 么 自然 存在 这 样 的 疑问 : 中 日 算法 有 无 直接 承 传 
关系 ? 为 解 明 这 一 问题 ,首先 需要 考察 关 孝 和 的 工作 与 何 承 天 《元 嘉 历 入 祖 
冲 之 《 缀 术 》 以 及 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 等 中 国 古 代 历 算 书 籍 有 无 直接 关系 。 据 
日 本 史书 记载 《元 嘉 历 ) 曾 传人 日 本 ,并 于 公元 692 年 在 日 颁 行 , 计 行 5 年 ， 
千 余 年 后 关 氏 是 否 研 究 过 该 历 , 不 得 而 知 。 在 求 圆周 率 方面 他 使 用 加 速 法 
〈 增 约 术 ) 和 零 约 术 ,使 今 人 很 自然 地 联想 到 祖冲之 相应 工作 ,从 而 又 产生 这 
样 的 疑问 :《 九 章 算术 ) 制 圆 术 中 的 “以 十 二 解 知 为 率 消息 ”的 加 速 法 是 否 为 


祖冲之 所 作 513? 祖 氏 约 率 二, 竹 率 ] 1 是 否 也 得 自 调 日 法 ? 或 者 说 祖冲之 


是 否 也 使 用 关 孝 和 那样 的 和 内 插 方 法 ? 尽管 今天 我 们 无 法 获知 ( 缀 术 ) 内 
容 , 但 人 们 宁愿 作 这 样 的 推测 。《 缀 术 ) 传 播 日 本 较 久 ,其 至 至 幕末 仍 有 该 书 
存在 的 传言 r? ,从 而 关 孝 和 与 《 缀 术 》 的 关系 一 直 颇 受 中 日 数学 史 界 所 
《 缀 术 ;在 日 失传 时 间 不 可 考 ,建部 贤 弘 在 4 组 术 算 经 兴 图 7. 5) 中 曾经 议 
论 到 : 
隋 书 : 古 之 九 数 辆 周 率 三 , 径 率 一 ,其 术 政 外 , 自 刘 训 .张衡 . 刘 微 、 王 著 、 
皮 延 宗之 徒 ,各 设 新 率 ,未 球 折 赢 , 宋 南 徐州 从 事 史 祖冲之 ,更 开 窗 法 ,以 国 
径 一 亿 为 一 赤 , 国 周 盈 数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 七 忽 ,月 数 三 到 一 
尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 六 忽 , 正 数 在 盈 觅 二 限 之 间 , 密 率 圆 径 一 百 一 十 
三 ,圆周 三 百 五 十 五 , 约 率 圆 径 七 ,圆周 二 十 二 。 尝 关 氏 碎 抹 团 求 定 周 ,以 零 
约 术 造 径 周 率 ,尔后 历 二 十 余年 暑 ( 隋 志 ), 有 周 数 率 数 成 贸 返 符合 者 , 咨 祖 
子 也 、 关 子 也 , 虽 异 邦 殊 时 ,理会 真理 相同 ,可 谓 妙 也 .3 


C1] 详细 内 容 请 参见 本 书 第 9 章 。 

52 ] 三 上 闵 夫 . 天 孝 和 0 业绩 上 京 阪 算 家 阔 民 支那 0) 算 法 上 四 开 傈 及 众 比 较 [J]， 东洋 学 报 ,1932 
(22). 

C3] 建部 实 弘 . 级 术 算 经 LMJ]. 第 十 一 “ 探 图 数 ”, 内 关 文 库 本 . 
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万 ; 

加 砂 时 : 徐 - 余 术 二 一 三 毫 ; | 们 ; 衷 ; 就 : 陷 ' 不 7 务 " 往 - 假 " 故 
台 + 7 合 年 7 上 十 秒 亏 让 条 荆 : 基 和 妥 革 梨 党 从 = 
数 ! 殊 7 以 才 : 三 六 秒 ; | 二 南 衡 十 :二 于 / / > 瑞 
什 1 : 守 压 了 周 轩 息 瑟 人 
棋 着 ;了 全 所 周 正 ; 恕 ; 时 7 识 
/ F 在 堕 ; 声 出 三 数 * 肌 ; 从 于 y 炽 * 牵 ;其 : 7 标 : 天 来 
术 ”区 !) 志 ./ 7 百 在 ; 数 四 
y 次 ! 7 车 谷 半 名 才 风度 - 周 ;用 向 元 T 之 ,和 ~ 
以 和 > 术 二 站 2 
元 三 -和 进 ? 二 SS $57; 宁 ; 三 = 巡 和 > 过 
裁 ” 会 也 二 -于 黎民 尺 | 一 去 运 ' 径 ;有 -= 全 名 可 认 
直  x 且 下) 床 率 之 中 | 及 更 第 鼻 ; 世 大 ! 术 3]/ 7 
吉 ”“ 子 数 两 周转 隔 寸 | 四 天 各 一 了 7 尾 4ri 料 
7  T 世 牵 一 人 区 
2 1 相 : 和 天? 了 淡 捷 天 ” ;有 7 让 
本 了 ) x 圆 贺 五 六 就 时 yb; 数 实 :入 = 
~ 二 te 站 有 过 下 和 在 人 

yy -外 1” | 征 ' 侄 a A 
车 3 万 一 挤 伸 ; 二 人 


图 7.5 建部 贤 弘 《 缀 术 算 经 》 的 “ 探 圆 数 ” 


从 建部 贤 弘 的 这 段 叙 述 来 看 ,可 以 认定 ,不 仅 建部 贤 弘 本 人 ,就 连 关 孝 
和 也 没有 见 到 过 祖冲之 的 《 缀 术 》, 因 而 自然 可 以 排除 关 氏 工作 直接 继承 《级 
术 ) 的 可 能 性 。 
笔者 以 为 ,和 算 丢 番 图 通 近 算法 还 存在 中 国 历法 文献 的 来 源 。1685 年 
以 前 ,日 本 一 直 采 用 中 国 历法 ,中 国 历 学 著作 一 直 不 断 地 、 及 时 地 传人 日 本 ， 
同时 由 于 日 本 统治 者 的 重视 ,一 直 保存 较 好 。 杰 出 的 和 算 家 如 关 孝 和 、 建 部 
贤 弘 兄弟 .中 根 元 圭 (1662 一 1733)、 松 永 良 噶 (? 一 1744) 、 安 岛 直 圆 (1739 一 
1798) 等 人 都 精通 历 学 。 对 于 以 零 约 术 求 圆周 率 问 题 ,建部 贤 弘 在 《 绥 术 算 
经 ) 中 谈 到 : 
更 又 如 历 算法 以 朔 余 分 调 日 法 ,不 逐 求 究 尽 精密 之 数 , 唯 要 调 到 秒 
位 之 尾 , 故 或 以 一 等 .二 等 强 弱 之 率 ; 或 用 二 等 ,三 等 ;或 三 等 、 四 等 强 弱 
之 率 逐 累加 , 求 位 数 不 多 间 率 数 件 , 料 宜 取 用 也 [1 
表明 他 十 分 熟悉 中 国 历 算 中 的 调 日 法 。 
中 根 元 在 4 天文 图 解 发 挥 X1739) 中 之 “把 奇 求 源 术 ” 即 推演 上 元 积 年 算 
法 ,其 术 日 : 
依 冬至 大 小 余 和 天 正 逆 大 小 余 推 积 年 , 称 作 操 奇 求 源 术 。 其 术 先 


[1] 建部 里 弘 . 级 术 算 各 LMj]. 第 十 一 “ 探 图 数 ”. 内 并 文库 本 。 
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置 冬至 大 小 余 , 依 通 分 内 子 法 得 数 ,以 七 百 零 五 约 ,以 定 率 一 千 四 百 六 

十 三 乘 , 寄 左 。 别 冬至 大 小 余 通 分 内 子 者 ,内 减 天 正 朔 大 小 余 通 分 内 子 

者 ,不 及 减 ,加 义 周 五 万 五 千 四 百 而 减 之 , 余 以 一 千 四 百 六 十 一 约 , 以 定 

率 一 千 三 百 六 十 来 ,加 入 寄 左 ,得 数 满 元 法 一 千 五 百 二 十 ,得 积 年 C17 

(使 用 《三 统 历 ) 数 据 ,日 法 940, 纪 法 1461) 

他 的 另 一 部 著作 《推演 算法 》 专 论 上 元 积 年 的 推算 ,其 目 有 : 求 假 积 
求 定 积 年 ; 直 求 定 积 年 ; 求 纪 首 日 建 ; 求 上 元 岁 建 ; 求 纪 首 在 甲子 法 ; 直 求 纪 
首 在 甲子 法 ; 求 上 元 在 甲子 法 ; 求 上 元 纪 首 俱 在 甲子 法 。 

这 些 史实 表明 ,和 算 家 对 中 国 历 算 内 容 持 有 兴趣 ,由 此 而 不 难 想象 关 孝 
和 、 建 部 贤 弘 等 人 了 解 调 日 法 、 演 纪 术 之 类 的 中 算 内 容 。 其 中 《 隋 书 律 历 志 》 
和 《授时 历 》 对 和 算 影响 最 为 明显 ,前 者 关于 祖冲之 圆周 率 的 记叙 刺激 了 关 
孝 和 、 建 部 贤 弘 等 人 的 圆 理 研究 ,甚至 建部 贤 弘 对 自己 的 数学 著作 《 绥 术 算 
经 ) 之 书 名 及 其 他 发 明 的 数学 方法 的 命名 ,也 因 读 了 这 段 文字 而 受 启发 。 他 
在 该 书 的 序言 中 写 道 : 
按 《 隋 史 》, 祖 冲 之 所 著 之 书 , 名 为 《 缓 术 》, 学 官 英 能 究 其 深奥 ,是 故 
废 而 不 理 。 吾 适 采 彼 “ 缓 ?之 一 字 , 至 熟 思 。 冲 之 可 谓 上 十 达 人 也 , 盖 其 
玄妙 真理 , 听 不 可 识 、 思 不 可 得 者 乎 ?52] 
可 见 他 对 祖冲之 《 绥 术 》 的 景仰 。 

数学 传播 史 和 比较 数学 史 研 究 中 , 经常 遇 到 两 种 文明 中 存在 相同 或 相 
似 的 数学 内 容 和 数学 方法 的 现象 ,在 如 何 看 待 其 相似 性 上 ,数学 史 界 流行 的 
做 法 常常 一 概 认定 是 传播 所 致 。 数 学 史上 的 确 充 满 许 多 因数 学 传播 交流 而 
带 来 的 数学 思想 方法 上 的 进步 和 变革 的 事例 ,然而 也 应 当 承认 ,在 一 定 的 历 
史 条 件 下 ,人 类 在 数学 认识 上 具有 一 致 性 ,而 且 数 学 交流 中 ,传播 与 影响 的 
方式 存在 多 样 性 ,影响 的 程度 也 存在 层次 性 。 如 果 不 认 真 检讨 传播 .影响 的 
方式 和 层次 性 ,就 不 能 客观 .公正 地 评价 历史 上 某 一 个 地 区 的 数学 成 就 。 

由 于 文化 上 的 渊源 关系 ,历史 上 中 日 数学 的 交流 和 传播 一 直 延 续 着 , 毋 
庸 置疑 ,中 算是 和 算 的 学 术 源泉 ,从 而 在 中 日 数学 史上 一 致 性 的 数学 内 容 和 


[1] 中 根 元 走 .天文 因 解 驶 挥 LM], 转 引 自 学 士 院 篇 . 明治 前 日 本 数学 史 [M]. 第 三 人知 . 东京 : 岩 波 
书店 ,1957: 93. 


[2] 建部 实 弘 ， 级 术 算 经 LM], 第 十 一 “ 探 圆 数 ”, 内 并 文库 本 . 
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数学 方法 很 多 。 今 天 要 想 杜 别 和 算 中 一 些 数学 方法 哪些 是 对 中 算 的 直接 继 
承 ,哪些 是 和 算 家 自己 的 创造 ,十 分 困难 。 笔 者 认为 ,在 两 个 文明 中 , 当 数 学 
家 要 解决 同样 的 “数学 问题 "时 ,如果 他 们 采用 同样 的 数学 工具 ”, 而 且 具 有 
同样 的 “数学 思维 方式 ,甚至 使 用 相同 的 “数学 语言 ,那么 他 们 一 定 可 以 获 
得 相同 的 数学 成 果 。 就 和 算 丢 番 图 通 近 算法 而 论 , 和 算 家 要 解决 的 问题 是 
如 何 求 无 理 数 的 近似 分 数 问题 和 同 余 问 题 ,问题 来 源 于 中 国 历法 问题 ` 祖 冲 
之 造 约 率 与 密 率 问题 ,以 及 杨辉 的 剪 管 本。 在 中 算 体 系 中 ,处理 这 些 问题 的 
基本 方法 是 整数 论 算法 ,它们 同样 是 和 算 不 定 算法 的 基础 。 和 算 家 正 是 运 
用 中 算 整 数论 的 数学 工具 ,重新 研究 了 中 算 中 的 零 约 . 剪 管 等 问题 ,从 而 获 
得 与 中 算 一 致 的 结果 ,并 有 所 发 展 , 和 算 家 不 仅 采 用 了 和 内 插 和 连 分 数 两 种 
基本 方法 处 理 实数 的 有 理 副 近 问 题 ,而 且 还 涉及 二 次 无 理 数 的 有 理 至 近 与 
实数 的 联 立 有 理 逼 近 问 题 。 


第 8 说 


极 值 算法 : 极 数 术 - 


M. Kline 认为 ,17 世纪 微 积 分 的 产生 有 四 方面 学 术 背 景 对 其 有 促进 作 
用 , 即 

@ 求 运动 体 瞬 时 速度 与 瞬时 加 速度 ; 

@ 求 曲线 的 切线 问题 ; 

@ 求 函数 的 最 大 值 .最 小 值 问 题 ; 

@ 求 曲线 长 .曲面 形体 的 面积 与 体积 ,以 及 重心 问题 "12 

当 人 们 在 思考 东西 方 近代 数学 乃至 科学 所 出 现 的 反差 时 ,往往 以 微 积 
分 概念 与 方法 的 形成 作为 主要 考察 对 象 ,并 机 械 地 以 上 述 背 景 为 参照 ,考察 
中 算 传统 中 的 相应 情况 ,以 期 寻找 对 上 述 疑 问 的 解释 。 

一 般 认 为 ,中 国 传统 科学 中 并 未 形成 近代 科学 意义 上 的 自然 科学 ,运动 
学 .力学 等 方面 的 知识 十 分 贫 弱 ,因而 缺乏 第 ,@ 两 方面 的 学 术 背 景 ,而 在 
几何 求 积 方面 , 刘 微 制 圆 术 、 阳 马术 乃至 祖 旺 原 理 等 杰出 成 就 足以 说 明 , 第 
@ 方 面 背 景 比 诸 希腊 传统 的 西方 有 过 之 而 无 不 及 。 至 于 第 @ 方 面 背景 ， 普 
遍 认 为 中 算 没有 极 值 概念 与 方法 ,从 而 存在 这 样 的 观点 ,中 算 缺 少 D,O,G 
三 方面 的 背景 ， 对 微 积 分 方法 的 形成 是 不 利 的。 然而 和 算 极 值 方法 的 发 达 
为 我 们 对 中 算 的 这 方面 认识 提供 一 个 新 视角 。 本 章 分 析 和 算 极 值 方法 形成 


* 本 章 主要 内 容 曾 发 表 于 《自然 辩证 法 通讯 》,2001,18(3): 2- 21. 
C1] M。. 克 莱 因 .古今 数学 思想 CM]. 第 二 册 . 上 海 : 上 海 科 技 出 版 社 ,1979: 49. 
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的 思想 脉络 及 其 中 算 背 景 ,由 此 来 思考 东方 数学 中 的 变量 数学 萌芽 问题 。 


8.1 建部 贤 弘 的 极 数 术 与 久 留 岛 的 极 数 15 问 


和 算 极 值 方法 初 见 于 关 流 算 家 建部 贤 弘 的 《 绥 术 算 经 》(1722) ,该 书 是 
一 部 阐述 数学 研究 中 如 何 使 用 归纳 法 的 著作 ,其 中 第 六 “ 探 直 堡 求 极 积 术 ” 
讨论 的 是 用 归纳 法 求 多 项 式 稳定 点 与 极 值 的 问题 , 原 题 如 下 : 
假如 有 直 堡 长 阔 差 七 尺 , 冰 高 和 八 尺 ,和 欲 使 积 至 多 , 问 长 阔 高 及 极 
积 各 几何 ? 
答 日 : 阔 四 尺 三 分 尺 之 一 ,长 一 十 一 尺 三 分 尺 之 一 ,高 三 尺 三 分 尺 
过 一 ,名 二 百 众 十 二 是 三 十 七 分 只 之 二 十 三 。 
立 天 元 一 为 阔 , 加 差 为 长 , 亦 以 阔 减 和 为 高 ,长 阔 高 相 科 为 积 ,以 之 
为 元 式 , 探 其 术 意 , 若 题 中 云 积 数 时 , 则 以 积 数 与 元 式 相 消 , 止 于 积 数 即 
实 级 ,其 实 级 极 多 者 ,以 开 尽 方 级 为 限 , 故 即 以 所 立 阔 为 商 ,用 元 式 依 开 
出 商 数 之 法 ,以 求 方 级 极限 5.1] 
如 果 设 长 方 体 ( 直 堡 ) 的 阔 为 zx, 那么 长 方 体 体 积 函 数 ( 原 式 ) 为 
f(x) = zx(zrt7)(8—z) (8. 1) 


问题 是 求 函 数 f(z) 的 极 大 值 。 

建部 贤 弘 首先 以 积 数 f(z) 与 原 式 x(x 十 7) (8 一 x+) 相 消 ,得 开 方 式 : 
一 /(z) 十 x(x 十 7)(8 一 x) 二 0, 然后 按照 和 算 方 程 论 中 的 “ 适 尽 方 级 法 ” 求 稳 
定点 。 

其 所 谓 “ 适 尽 方 级 法 ”等 价 于 f(x) = 0, 从 而 形式 上 与 现代 微分 学 中 求 ， 
函数 稳定 点 的 Fermat 方法 一 致 。 

《组 术 算 经 ?此 问 仅 是 一 孤立 算 例 , 不 久 , 久 留 岛 义 太 (? 一 1757) 对 极 值 
问题 进行 专题 研究 ,使 之 成 为 和 算 的 一 个 分 支 内 容 。 抄 本 《 久 留 岛 先 生 极 数 
十 五 问 ; 在 建部 贤 弘 求 多 项 式 函 数 极 值 的 基础 上 , 进一步 讨论 了 有 理 分 式 函 
数 的 极 值 问题 。《 久 氏 遗 稿 。 地 之 卷 }》 也 给 出 24 个 极 数 术 问题 ,其 中 第 一 、 


[1] 建部 贤 弘 . 级 术 算 经 LM]. 第 六 . 探 直 堡 极 积 术 . 内 阁 文 库 藏 抄本 ，23581 号 . 
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二 ,三 问 与 前 者 的 第 一 、 二 三 问 相同 ,第 四 、 六 问 与 前 者 的 第 十 四 问 相 同 ,第 
五 问 与 前 者 的 第 七 问 相 同 ,第 七 问 与 前 者 的 第 十 五 问 相 同 ,第 八 问 与 前 者 的 
第 十 二 问 相 同 , 第 九 问 、 第 十 问 、 第 十 一 问 等 3 问 是 前 者 中 所 没有 的 。 如 第 十 
一 问 , 求 函数 


7 649x— 2 091z2 十 17zs 
加 到 (8. 2) 
Y= fh) 17 十 3x 


的 极 值 。 久 留 岛 首 先 将 其 化 为 具有 隐 函 数 形式 的 开 方式 


F(x, y) = 一 y(17 十 3z) 十 7 649z 一 2 091lx* 十 17x” 二 0 (8.3) 


然后 按 建部 贤 弘 方法 求 7 二 0, 即 首先 求 出 


一 3y 十 7 649 一 4182z 十 51z2 一 0 


然后 与 FCz，y) = 一 y(17 十 3z) 十 7 649z 一 2 091x 十 17x” 一 0 联 立 ,消去 
,得 到 z 的 方程 , 解 出 零点 zi = 61, zs 二 11, 前 者 叫 止 限 , 后 者 叫 凸 限 ,分 
别 作 为 极 大 值 与 极 小 值 的 稳定 点 。 这 样 的 演算 ,不仅 与 今日 微分 方法 相似 ， 
而 且 与 今日 所 谓 的 函数 凹凸 性 概念 相似 。 当 然 和 算 中 没有 函数 曲线 的 概 
念 , 久 留 岛 的 上 四 凸 称谓 可 能 是 通过 数值 试验 结果 而 给 出 形象 的 命名 (实际 上 
存在 三 个 稳定 点 : zi 二 61, zs 二 11, zs 一 一 19, 后 者 zs 一 一 19 非 极 值 点 )。 

久 留 岛 对 极 值 研究 的 男 一 贡献 , 则 是 成 功 地 解决 了 求 超越 函数 的 极 值 
问题 。 在 本 书 第 2 章 已 述 ,和 久 留 岛 的 好 友 松 永 良 跑 (? 一 1744) 曾 向 他 提出 如 
何 求 弓形 弧 长 p 与 和 撩 h 的 比值 p/h 的 极 值 问 题 。 久 留 岛 成 功 地 解答 了 这 一 
问题 ,他 首先 将 矢 h 展 成 p” 的 备 级 数 : 


4 太 亡 
16dh =4(p 3 34.5. 6 a 
(8. 4) 
2 4 6 
eva lo le a a (| 
这 x x 
一 一 16zy 十 8( 夺 本 二 二 于 十 "小 一 0 


然后 按 适 尽 方 级 法 求 区 二 0, 并 与 F(x, y) 二 0 联 立 以 消去 y, 得 到 超越 方 
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程式 


4 6 8 
4 一 让 站- 这 | 0 C8 
S36 dedebed Sade B10 


于 是 , 求 稳定 点 问题 归结 为 求 此 超越 方程 的 实数 解 问题 。 久 留 岛 给 出 了 关 
孝 和 - Newton 迭代 法 与 级 数 反 演 法 两 种 求解 方法 ,从 而 解决 了 超越 函数 的 
极 值 问题 。 

在 没有 实数 理论 的 情况 下 ,和 算 家 是 将 无 穷 究 数 展开 式 视 为 特殊 的 多 
项 式 ,因此 , 久 留 岛 方 法 是 建部 贤 弘 极 值 方 法 的 延伸 , 按 今 天 的 极 值 理 论 来 
衡量 是 很 不 成 熟 的 。 

久 留 岛 之 后 , 极 数 术 成 为 和 算 的 重要 内 容 之 一 ,这 方面 的 著述 不 绝 ,但 
其 理论 与 方法 没有 出 现 进 一 步 的 发 展 。 


8.2 ”中国 传统 历 算 中 的 极 值 概念 萌芽 


关于 《级 术 算 经 ) 极 数 术 的 造 术 , 建 部 贤 弘 在 术 文 之 下 有 一 段 说 明文 字 : 
曼 或 授时 历 求 月 离 迟 疾 差 用 立 平定 三 差 者 ,有 问 求 其 损益 极限 数 

之 术 , 吾 不 为 察 理 则 碎 类 数 , 乍 探 得 实 一 方 二 廉 三 数 而 会 其 术 [ 其 探 

之 ], 尔 后 ,又 变 题 锌 , 造 此 问 直 堡 极 积 51 

他 明确 指出 ,其 极 数 术 创意 来 源 于 郭守敬 的 招 差 法 求 月 离 迟 疾 问题 。 

众所周知 ,月 亮 运动 是 具有 周期 性 的 椭圆 运动 ,其 运动 呈 对 称 状态 : 


近地点 减速 近 远地点 中 点 减速 远地点 增 速 远近 地 点 中 点 增 速 近地点 
(最 快 点 ) (平均 速度 ) (最 慢 点 ) (平均 速度 ) (最 快 点 ) 


论 上 中 心 差 函数 为 8 = f 一 1 = 2esinl 十 1. 25e2 sin27 十 … (7 为 真 近 
点 角 , /为 平 近 点 角 , e 为 轨道 偏心 率 )。 当 ! = /2 时 , 函数 存在 最 大 值 


Omax 一 2e, 平均 最 大 值 为 Gu 一 2X 天 一 6 366 20 ,中国 古 历 常 取 9 = 二 5. 


( 古 度 ) == 5". 42。 
郭守敬 以 招 差 法 构造 了 月 亮 中 心 差 的 三 次 多 项 式 函 数 : 


[C1] 建部 里 弘 . 级 术 算 么 [Mj]. 第 六 . 探 直 堡 求 极 积 术 . 内 并 文库 藏 抄本 .23581 号 . 
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m(zx) 一 [1111000 一 (2810 十 325z)z] 过 二 10” 


一 0.111 lx— 0.000 281x* —0.000 003 25z (0< 工 二 84) 


当 工 84.307 7 时 , m(x) 有 极 大 值 ,而 郭守敬 三 差 函 数 的 定义 域 是 
0 二 x 二 84，, 建部 贤 弘 可 能 从 月 离 表 上 发 现 迟 疾 度数 值 递增 .递减 呈 对 称 变 
化 的 规律 ,直观 地 看 出 在 x = 84 附近 存在 最 大 值 。 他 说 :“ 吾 不 为 察 理 则 碎 
类 数 , 年 探 得 实 一 方 二 廉 三 之 数 而 会 其 本 ”, 所 谓 “ 乍 探 得 实 一 方 二 廉 三 之 
数 ” 的 “ 乍 ? 字 ,反映 了 他 的 求 稳 定点 算法 的 思想 并 非 直接 来 源 于 关 孝 和 的 适 
尽 方 级 法 ， 探 得 实 一 方 二 廉 三 之 数 ” 纯 属 偶然 。 这 里 的 “ 碎 类 数 ” 即 指 逐 次 
试验 法 ,通过 数值 试验 归纳 出 稳定 点 求法 与 适 尽 方 级 法 一 致 的 规律 而 “会 其 
术 ”, 这 也 是 他 之 所 以 将 “ 探 直 堡 求 极 积 术 ” 作 为 “ 缀 术 ” 方 法 之 一 例 的 缘由 。 

《授时 历 ) 与 极 值 有 关 的 男 一 问题 是 白道 交 周 问题 。 历 算 中 常常 需要 确 
定 月 亮 在 赤道 坐标 系 中 的 位 置 ,或 由 观测 的 月 亮 赤 道 坐标 位 置 推算 月 亮 在 
白道 上 的 运动 状态 ,必须 确定 白道 在 赤道 中 的 位 置 。 而 白道 具有 不 稳定 性 ， 
黄白 交点 沿 黄道 由 东 向 西 不 断 移动 ,同样 与 赤道 交点 也 是 游离 不 定 的 ,于 是 
白 赤 道 交 点 与 固定 的 黄 赤 道 交 点 (冬至 ,夏至 点 ) 的 距离 就 是 一 变量 ( 限 数 )， 
当 黄 白 交 点 处 于 冬至 夏至 点 时 ,这 种 距离 达到 极限 值 ,郭守敬 称 之 为 “ 白 赤 
道 正 交 距 黄 赤道 正 交 极 数 ”, 简 称 “ 极 数 "。 利 用 极 数 与 限 数 便 可 以 求 出 白道 
与 赤道 的 交角 , 求 出 该 交角 就 可 以 进行 白道 坐标 与 赤道 坐标 的 变换 ,从 而 确 
定 白道 在 赤道 坐标 系 下 的 位 置 。 

如 图 8. 1 所 示 , A 为 夏至 点 ,B 为 秋分 点 ,AB 为 黄道 ,AC, 为 白道 ， 
BD 为 赤道 ,E, 为 白道 与 赤道 的 交点 ,BE 为 “ 极 数 ”。《 授 时 历 ) 采 用 球面 

影 , 将 天 球 投影 到 与 黄道 面 和 赤道 面 都 垂直 的 平面 (图 8. 1 中 的 zxOz 

平面 ) 上 ,将 立体 图 形 平面 处 理 , 正 投影 图 如 图 8. 2 所 示 ,ACA“ 为 白道 投 
影 ,其 本 应 为 椭圆 ,而 《授时 历 》 将 其 视 为 圆 弧 进行 处 理 , 其 圆心 为 书 , 现 
在 要 求 白道 与 赤道 的 交点 包 点 。 已 知 : 周 天 365. 25 度 ,r 一 3, 黄 赤道 交 
角 e 一 23 度 90 分 ( 即 AD), 黄 白道 交角 ==6 度 ( 即 6,8),CO 近似 取 
6 度 。 

首先 计算 出 大 圆 直 径 4 = 2CP 。 因为 , PC = PA ,在 直角 八 AOP 中 , 根 
据 射影 定理 ,有 AO? = OC(PO 十 PC), 则 可 求 出 PO 十 PC = AO?/OC。 
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其 次 用 天 元 术 求 FE, 设 FE = zx, 则 
MC=6—x 
d— MC = 623.62 一 (6 一 z) = 617.62+zx 
(OF) = (EM)’: = (d— MC)MC = (617.62 十 z)(6 一 z) (8.6) 


OG 56.065 
DG 23.71 


== .87 


OG 
太一 EM 一 BE= 237 
O DG 工 


OF’*=(2. 377x)’=5. 616 9x’ 
与 式 (8. 6) 相 减 , 得 开 方 式 
一 6. 616 9%z 一 611. 62x+3 705.72=0 


解 得 x 二 5.7, 即 FE 一 5.7。 
接 下 来 求 BE,: 


OG 
= EM = “FE = = 3 
OF = 上 DG A 37 工 一 13.478 2 


OG : OF = GD : FE = OD :OF 


OD 
DG 


又 已 知 圆 直径 为 2r 王 121.75, 号 形 半 弦 EO = 14. 63, 对 应 的 和 拓 h 二 7 一 


所 以 EO = 


°FE=14.63, BEH= EO= 14.63 
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Vr 一 EO” 二 1.78, 根据 沈 括 的 会 圆 术 公 式 , 求 得 对 应 的 半 弧 为 
h? 
EO+ > 一 14.63 十 0.026 过 14.66 
rr 


于 是 , 正 交 极 数 BE, = 14. 66。 

以 上 是 关 孝 和 在 《授时 发 明 ) 中 ,根据 《天 文大 成 管 突 辑 要 》 的 记载 所 阁 
述 复 原 的 郭守敬 用 天 元 术 求 正 交 极 数 的 方法 ,其 诠释 工作 弥补 了 《明史 》 的 
不 足 与 黄 宗 义 的 缺陷 5114 根据 这 一 情况 ,有 理由 认为 , 关 孝 和 的 极 数 概念 
可 能 来 源 于 《授时 历 》 白 道 交 周 中 的 极 数 概念 。 

“ 极 ” 是 汉语 中 经 常 使 用 的 一 个 概念 ,意义 较 广 ,主要 有 “至 ”“ 至 高 ”、 
“尽头 ”“ 穷 尽 ”“ 边 际 ” 等 意思 , 它 既 表示 变化 过 程 ,也 表示 变化 结果 ,还 表 
示 边 界 点 。 在 和 算 中 ,“ 极 数 ” 概 念 有 三 种 含义 : @ 方程 论 中 的 极 数 指 方程 
等 根 ;@ 增 约 术 与 无 穷 级 数 中 的 极 数 指 级 数 和 , 即 极限 值 ;@ 极 数 术 中 的 极 
数 指 函 数 最 大 值 与 最 小 值 。 


本 章 小 结 


和 算 “ 极 数 ” 概 念 的 形成 ,清楚 地 表明 ,中 国 算 学 传统 中 存在 着 极 大 、 极 
小 值 概念 的 萌芽 , 这 些 思想 被 和 算 家 所 接受 并 加 以 发 挥 。 

在 西方 , 极 值 概念 的 产生 也 存在 两 方面 的 背景 ,一 是 可 上 漳 至 古 希 腊 的 
关于 行星 运动 中 心 差 问 题 , 另 则 是 1615 年 Kepler 测 量 酒 桶 体积 的 新 科学 》 
中 有 关 球 内 接 六 面体 的 最 大 体积 问题 。Kepler 采用 与 建部 贤 弘 “ 碎 类 数 ” 一 
样 的 方法 ,一 次 一 次 地 选择 特殊 情形 作 试 验 ,以 寻找 最 大 值 存在 的 规律 。 由 
此 可 见 , 在 一 些 数学 思想 .概念 的 形成 上 东西 方 存在 一 致 性 。 

西方 极 值 理论 的 进一步 发 展 与 解析 几何 、 微 分 概念 .函数 概念 的 形成 密 不 
可 分 。16 世纪 ,运动 研究 成 为 自然 科学 的 中 心 问 题 , 导 致 数学 中 产生 了 变量 和 
函数 概念 而 改变 了 整个 数学 面貌 。 变 量 和 函数 概念 的 形成 过 程 中 ,Fermat 与 
Descartes 的 解析 几何 思想 起 着 决定 性 的 作用 。 在 希腊 数学 传统 中 , 形 与 数 是 
相互 分 离 的 数学 对 象 , Fermat 和 Descartes 继承 了 古 希腊 的 数学 传统 ,Descartes 


[1] 薄 树 人 《授时 历 ) 中 的 白道 交 周 问题 LA]. 科学 史 集 刊 (第 五 集 )LC]. 北京 : 科学 出 版 社 ，1963: 55. 
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的 方法 论 驱 使 他 希望 将 算术 方法 引入 几何 研究 ,使 形 与 数 得 到 统一 ;希腊 时 代 
以 运动 定义 曲线 的 传统 为 Fermat 所 发 展 ,其 坐标 与 曲线 方程 的 思想 实际 是 对 
Apollonius 曲线 轨迹 观念 的 继承 。 因 此 ,近代 解析 几何 中 的 形 与 数 是 抽象 的 ， 
两 者 的 统一 是 在 希腊 传统 的 基础 上 更 高 层次 的 统一 。 此 外 ,推动 近代 变量 数 
学 的 建立 的 男 一 个 根本 原因 是 ,西方 数学 家 希望 建立 一 种 能 够 解决 一 切 问题 
的 方法 (数学 机 械 化 ) ,具有 方法 论 的 指导 ,因此 ,他 们 的 数学 人 研究 具有 普遍 意 
义 。 这 样 就 决定 了 Fermat 极 值 法 具有 以 下 三 个 特点 : 

@ 利用 无 穷 小 增 量 ,决定 了 极 值 算法 与 微 积分 学 的 联系 ; 

@ 与 求 切线 方法 一 致 ,两 者 的 统一 对 微 积 分 理论 的 形成 具有 重要 意义 ; 

@ 方法 是 普遍 的 ,可 以 解决 任意 解析 函数 的 极 值 问题 。 

就 微 积分 学 的 背景 而 言 , 东方 数学 中 存在 着 几何 求 积 的 无 穷 小 分 析 和 
极限 方法 ,特别 是 和 算 家 更 加 明确 地 提出 了 极限 的 概念 (和 算 家 已 使 用 “ 极 
限 ” 一 词 ) ,在 圆 理 研究 中 从 建部 贤 弘 的 零 约 极限 法 ,到 松永 良 蜀 的 代数 极限 
法 ,极限 方法 得 到 普遍 应 用 ,这 一 概念 在 和 算 后 期 更 为 清晰 ,例如 ,《 求 积 i 
考 ) 称 :“ 极 有 多 少 二 数 , 多 极 请 多 而 无 量 送 至 极 , 壁 如 圆 几何 大 也 ,不 失 圆 规 
之 理 , 然 至 多 极其 圆周 则 成 一 直线 ,因而 多 极 虽 有 形 而 不 能 量 之 , 故 为 虚 。 
少 极 谓 少 而 无 量 遂 至 极 , 至 少 极 视 则 无 形 , 取 则 无 像 , 故 少 极为 空 "， 并 分 “有 
量 之 极 ” 与 “无 量 之 极 ”( 意 即 无 穷 大 和 无 穷 小)。 这 些 观 点 与 方法 并 不 逊色 
于 17 世纪 的 欧洲 数学 。 不 仅 于 此 ,东方 数学 中 也 存在 着 求 函 数 极 值 的 变量 
数学 背景 ,尽管 和 算 家 的 极 数 术 中 没有 使 用 无 穷 小 方法 。 

至 于 东方 数学 中 的 是 否 出 现 变 量 观 念 与 概念 ,一 直 为 数学 史 界 所 忽视 ， 
甚至 被 和 否定。 事实 上 ,无 论 是 出 于 什么 样 的 背景 ,在 汉字 圈 数 学 传统 中 同样 
也 会 磁 到 变量 数学 问题 。 和 算 家 建部 贤 弘 在 《大 成 算 经 ) 中 关于 “象形 ”“ 满 
二 ”和 “ 数 ” 的 议论 ,讨论 了 数学 对 象 的 各 种 变化 规律 ,他 所 谓 的 “ 象 ? 和 “ 形 ” 
的 “ 满 "“ 干 ”变化 (象形 , 即 数学 对 象 , 象 主要 是 代数 方面 的 问题 , 形 主 要 是 
几何 方面 的 问题 ; 满 即 增 加 变化 , 干 即 减少 变化 ) ,以 及 ”“ 数 "的 “ 动 "“ 静 ? 变 
化 ,已 经 涉及 常量 与 变量 问题 "1 


[ 1] 徐 泽 林 . 建部 贤 弘 的 数学 认识 论 一 一 论 ( 大 成 算 经 ) 中 的 “三 要 ”[]. 自然 科学 史 研 究 ,2002,21 
(3): 232 - 243. 
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另 一 方面 ,从 中 国 古代 几何 的 方法 来 说 ,主要 是 计算 几何 ,强调 数 与 形 

的 统一 , 它 是 解析 几何 思想 的 先 声 , 这 种 计算 几何 的 传统 在 和 算 中 也 获得 了 
一 步 的 发 展 。 

既然 和 算 中 出 现 了 上 述 数 形 统 一 观 、 变 量 观念 、 求 积极 限 法 与 极 值 方 
法 ,那么 为 什么 没有 发 展 出 解析 几何 函数 概念 以 及 微 积分 学 呢 ? 

中 算 与 和 算 的 研究 模式 中 ,设计 应 用 问题 是 最 基本 内 容 之 一 ,建部 贤 弘 
对 变量 的 引入 是 通过 对 问题 条 件 的 改造 而 展开 的 , 因此 ,他 的 “ 满 "“ 干 ”、 
“ 动 "“ 静 ”等 变量 概念 的 意义 非常 狭窄 ,缺乏 建立 普遍 方法 的 动力 ,必然 不 
利于 函数 概念 的 建立 。 

建部 贤 弘 的 极 数 术 并 没有 利用 无 穷 小 增 量 与 极限 法 ,其 求 稳定 点 的 导 
函数 方法 完全 是 形式 上 的 偶合 。 这 里 需要 指出 ,建部 贤 弘 在 求 球 表面 积 时 
所 使 用 的 方法 实际 上 是 微分 法 , 可惜 未 能 形成 微分 概念 而 进一步 发 展 , 其 
结果 导致 和 算 在 无 穷 小 分 析 上 出 现 积分 法 发 达 , 微 分 法 贫 弱 的 不 平衡 状况 ， 
这 是 和 算 圆 理 与 极 值 方法 未 能 进一步 发 展 的 一 个 因素 ; 另 一 方面 ,以 算法 为 
中 心 的 数学 模式 造成 数学 概念 与 方法 的 普遍 性 与 抽象 性 的 薄弱 ,而 没有 形 
成 解析 几何 方法 与 函数 概念 ,缺乏 分 析 学 的 数理 基础 ,因此 ,建部 贤 的 极 值 
数 术 也 仅 限 于 多 项 式 函 数 而 具有 特殊 性 。 这 些 局 限 性 决定 了 和 算 极 值 算法 
不 可 能 理论 化 以 向 微 积 分 道路 迈进 。 

当然 , 仅 从 数学 科学 内 部 寻找 东方 数学 没有 形成 变量 数学 的 原因 并 不 
合适 , 它 还 涉及 东西 方 文化 传统 的 差异 与 社会 因素 , 仅 从 内 史 角 度 或 仅 从 外 
史 角 度 探讨 这 一 复杂 的 历史 问题 ,都 会 失 之 偏颇 。 


第 9 章 
数值 加 速 逼 近 算法 : 
累 遍 增 约 术 与 Romberg 算法 


曲线 计算 是 和 算 中 的 一 个 最 基本 问题 , 和 算 家 的 很 多 精力 与 智慧 都 集 
中 于 此 ,因此 创造 出 一 些 非常 有 效 并 且 十 分 科学 的 数值 逼近 算法 ,建部 贤 弘 
创立 的 累 遍 增 约 术 便 是 其 中 最 精彩 的 算法 , 它 实 际 上 就 是 今天 数值 积分 中 
常用 的 Richardson 外 推 法 。 本 章 介 绍 建部 贤 弘 《级 术 算 经 中 以 累 遍 增 约 术 
求 圆周 率 的 数值 逼近 方法 ,分 析 其 数学 原理 , 并 论证 其 与 数值 积分 中 
Romberg 算法 是 一 致 的 ,进而 追溯 其 算法 思想 的 中 算 源 流 。 


9.1 关于 Richardson 外 推 法 与 Romberg 算法 


设 数值 T, 由 下 列 收敛 级 数 给 出 : T(x) 一 T, 十 Aiz 十 Asz? 十 A 十 … 
这 里 : A 是 与 x 无 关 的 常数 ,Aiz“ 是 误差 项 。 
当 工 二 Zi，z，zi，…，2Z 时 ,得 到 To 的 初始 近似 值 序列 : 
T® = T(z,) = Tut Aiz+ Azz! + Asz + 
= To(z) (i=1,2,3,.,n) 


为 了 提高 近似 值 序列 {T;”} 的 收敛 速度 ,消去 第 一 误差 项 Al zx, 对 


* 本 章 内 容 曾 发 表 于 《自然 科学 史 研 究 》,1998,17(3): 240 - 249. 
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{T:”) 作 下 述 外 推 : 


To = T(x) = T+Az;t+Asz Az + (1) 
| se T(Ryni) 三- 了 十 AiziH 十 Aszon 十 Aszin he (2) 


(2) Xz; 一 (1) Xziy1 并 除 以 x; 一 zx;j 1 得 


(0) (0) 
一 了 


= To — Aszizin — Asxi xinlzit zn) t+ 


Ti Xitl 


(0) (0) 
A Tin— zaT; 


即 令 


二 T;” 为 第 一 外 推 公式 ,于 是 


Ti Tin 
人 
= 1 0m (Ss1, 2 3 "3 1 
显然 {TW 比 {TW 收敛 得 快 。 
为 了 再 提高 {Tr ”)} 的 收敛 速度 ,消去 第 二 误差 项 A,x , 则 对 {T”} 进行 外 推 : 
TY = TC— Azizi — Ayz; xin zi zn) + (3) 
T® = T,— Ayzinzs — Asrinza zi + zg) + (4) 
(4) Xzx; 一 (3) Xz;4s 并 除 以 x; 一 xi4s 得 


1) 1D 
Tn 一 入 刀 十 


vi Xit2 


= TD TAsz Tinziz AT Tinziz (zt zn 二 TT) 二 


5) (1) 
A Tin 一 并 H2 Ti 


即 令 


二 T;” 为 第 二 外 推 公 式 , 于 是 


Ti Tit2 


FT” = To Aszi zinzis 十 AiziHZih (Xi Xin + xin2) + 
= To (RE (=— ly By Bs ms NH—2 


那么 {T;?”》 比 {T;”} 收敛 得 快 。 
逐 如 此 下 去 ,依次 消去 误差 项 Aiz“ ,使 近似 值 序列 {T;*”} 的 收敛 速度 不 
断 提 高 。 一 般 地 ,第 m 次 外 推 公 式 为 


(m—1) Gm—1) 
To 2 Ti 了 区 — ds (9. 1) 


Ti Tipm 


=Toho(wrri Ta) 
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寺 别 地 , 当 k=2t—1 (t=1, 2 3，…) 时 ,A, 5 即 T(Cz) 仅 含 偶 次 需 项 ， 
且 才 一 2z 时, 式 (9.1) 便 为 逐次 分 半 通 近 : 


(ma 一 1) (zz 一 1) 
了 了 一 本 


T™ itl Titmt i 
2 2 
4 


i 1 二 7 


(7 一 ]) 1 (7 一 ] ) 
了 一 一下 


二 4 天 4 i 9 a 
a ; (9. 2) 
] a 1 Pig 1 
水 ” 


在 数值 积分 中 ,对 于 积分 函数 了 二 | 7(z)dz, 梯形 公式 误差 项 为 


Sb ha dy 
I 1; > » 本 4 坝 ye 让 St 二 FF m (9. 3) 
7 n 72 
其 中 : F eS (DB = et | B(SE)f ?dz 
Eee oa (2m + 2) ln Ja h 


也 
= 


Bi(z) (0 雪 工 一 1) 
Bi(z) 是 Bernoulli 多 项 式 , B,(x) 一 | 
B(x—1) (xz 三 DT 

在 n= 二 2 的 情况 下 ,对 式 (9. 3) 进 行 Richardson 外 推 , 即 可 得 逐次 外 推 
递 推 式 (9. 2)。 由 复合 梯形 公式 外 推 一 次 得 到 Simpson 公式 ,外 推 两 次 便 得 
到 Newton-Cotes 公式 ,继续 外 推 便 是 Romberg 算法 , 即 逐 次 半分 加 速 法 51] 
Romberg 算法 外 推 数值 表 如 表 9. 1。 

在 上 述 自动 逼近 过 程 中 ,外 推 公式 是 由 T(z) 决 定 的 ,而 且 与 x; 的 取 值 
结构 有 关 。 这 种 机 械 的 算法 ,本质 上 是 从 低 阶 到 高 阶 逐 步 消去 误差 项 ,使 近 
似 值 序列 五”}》 收敛 速度 不 断 增高 , 直到 绝对 误差 | ”一 |= 
0(Xx; Xi1…Xiym) 之 (e 为 事先 要 求 的 误差 限 ) 时 ,程序 停止 ,从 而 大 大 地 减 
少 了 计算 量 ,快速 得 到 高 精度 近似 值 。 


[1] Kendall E. Atkinson, An Introduction to Numerical Analysis[ M], John Wiley & Sons,1978. 
中 文本 见 : 匡 蛟 勋 , 王国 荣 等 译 . 数值 分 析 引 论 LM]. 上 海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1986: 224. 
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表 9.1 Romberg 算法 外 推 表 


5 , 3 PN NE a 

TI® TY TI2 TY3) i Tm 2) Tm” 1) Tm 

0) 
nn 

| 
ZT TI 
| 

《0 全 (17) 2 
T ) | Tb TI 
TY9 TD TV2 TI 
-x0) 《1) 2) i 
Ts ns Ts Ds 2 | 
Tn Tt ) Te TT 

0) x1) 了 (2) Y\3) 5 Mm—2) 
人 1 J Fs a S | 

0) <1) 2) 3) S Tm—2) m—1) 
ww | mm | re | | - | 将” | 


这 一 方法 是 Romberg 于 1955 年 提出 的 ， 除 数值 积分 外 , 在 常 微分 方 
程 、 偏 微分 方程 数值 解 等 许多 工程 计算 中 有 广泛 应 用 "1 


9.2 ”建部 贤 弘 的 累 遍 增 约 术 与 Romberg 算法 


建部 贤 弘 在 《级 术 算 经 》(1722) 第 十 一 “ 探 圆 数 ” 中 ,给 出 了 求 圆 周 率 的 
如 下 算法 (图 9. 1): 

截 径 一 尺 之 圆 , 以 造 四 角 求 截 周 蛙 ,又 截 造 八 角 求 截 周 震 ,又 蕉 造 
十 六 角 求 截 周 需 ,又 截 造 三 十 二 角 , 又 造 六 十 四 角 , 又 造 一 百 二 十 八角， 
以 上 逐 倍 角 数 , 恬 求 蕉 周 震 , 视 其 数 , 随 倍 角 数 徐 近 真 数 , 然 不 能 穷 究 页 
数 , 故 以 逐 角 截 周 震 递 相 减 , 视 其 差 , 以 增 约 之 术 究 求 真 数 。 

以 其 截 周 圭 四 角 以 上 逐 与 前 段 相 减 , 余 为 各 一 差 , 探 以 后 差 除 前 
差 , 会 得 逐 差 数 以 四 分 之 一 为 极限 , 则 依 增 约 术 ,约法 内 减 一 , 余 三 ,以 
约 各 一 差 , 加 入 各 其 段 截 周 需 ,为 一 遍 约 周 圭 。 以 一 遍 约 周 震 八角 以 上 
逐 与 前 段 相 减 , 余 为 各 二 差 , 探 以 后 差 除 前 差 ,会 得 逐 差 数 以 一 十 六 分 
之 一 为 极限 , 则 依 增 约 本 ,约法 内 减 一 , 余 一 十 五 ,以 约 各 二 差 , 加 入 各 


[1] 刘 许 俊 . 变 分 法 有限 元 法 和 外 推 法 LMDJ. 北京 : 中 国 铁道 出 版 社 ,1986: 138. 
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其 段 一 遍 约 周 震 ,为 二 遍 约 周 圭 。 以 二 遍 约 周 震 一 十 六 角 以 上 逐 与 前 
段 相 减 , 余 为 各 三 差 , 探 以 后 差 除 前 差 ,会 得 逐 差 数 以 六 十 四 分 之 一 为 
极限 , 则 依 增 约 术 , 求 三 遍 约 周 震 。 求 四 遍 约 周 老 者 , 增 约 之 数 为 二 百 
五 十 六 分 之 一 为 极限 ,五 遍 者 ,一 千 O 二 十 四 分 之 一 ,如 此 探 得 增 约 之 
法 为 四 因 之 数 。 累 约 约 周 震 之 遍 而 求 定 周 需 也 51) 


一 / 逐 饼 [ 其 7 必 相 瑞 角 鱼 亦 上 蕉 种 ; 
天 条 业 六 月 府 明 蓝 论 7 沽 鞭 最 最 不 造 了 
y = /各 天 年 天 可 二 7 们 7 四 元 个 及 摊 
特 依 数 一 景 T 方 了 > 女 | 数 地 只 和 倍 衣 巷 前 赎 . 
2 用 向 ; a se 
和 从 上 EI; = 上 妆 = 全 造 之 
人 人 y 六 时 1 ” 元 堆 第 
民 放 先 ? 粮 衣 > 也 神 : 故 了 难 示 求 孝 并 十 
和 站 入 业 训 攻 尝 生 音 | 于 二 多 几 基 生生 困 - 
裁 一 标 3 以 是 : - 吉本 妆 百 示 襄 前 
7 限 必 元 第: 二 雪 澡 人 达 南 ? 数 > 亏 截 多 上 
-EA 用 3 以 = | Wz “= 来 十 地 来 造 : 
= 二 六 前 元 了 小 开 计 | 在 提 探 蕉 造 :< 仆 三 个 并 
元 T 差 前 后 村 元 ss 
元 从 > 了 了 段 去 各 ; | 94 示 棋 7 其 1 二 截 周 ; 
二 三 会 除 上 把 吕 村 旬 于 办 冯 得 元 造 前 了 和 
所 ?7 证 相 三 用 > 之 攻 3 
以 鲁 ; 探 波 必 求 六 x/ 上 视 上 3 
首 了 地 区 和 二 术 通 | 只 :~ 逐 并 六 达 
基 和 车 靶 yz zy 项 :于 7 = 喜 = 开 和 款 角 而 ; 


图 9.1 建部 贤 弘 《 缀 术 算 经 》 第 十 一 “ 探 圆 数 ” 
根据 这 段 术 文 , 下 面 来 分 析 建 部 贤 弘 累 遍 增 约 术 求 圆周 率 的 方法 。 
建部 贤 弘 首先 采用 割 圆 术 , 以 圆 内 接 正 多 边 形 周 长 舌 允 近 圆 周 长 虹 。 
设 圆 直径 4 二 1( 尺 ), 记 圆 的 内 接 正 n 边 形 边 长 为 a,， 其 周 长 为 p, ,其 周 长 
寡 为 如， 为 统一 起 见 , 记 为 T”, 以 表示 下 的 初始 近似 值 序列 ,圆周 长 记 为 
Pp; 显然 T” 一 一 二 
用 制 圆 术 求 出 {TY} (i 二 1, 2, 3,…, n) 序列 ( 截 周 寡 ) ,并 观察 其 一 


阶 差分 (各 一 差 ) ,构成 公 比 为 了 (一遍 增 约 之 法 ) 的 等 比 级 数 : 


各 一 差 ， 站 全 a TY 下 人 ， 
人 An 1 
一 遍 约 法 : Ce 


MA 


一 策 约 周 宕 ;TH 一 了 十 十 站 十 并 十 攻 二 4 = 二 之 


C1] 建部 里 弘 . 级 术 算 经 LMI]. 内 并 文库 藏 抄本 ,藏书 号 : 23851. 
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这 便 是 一 遍 增 约 , 得 到 第 二 次 近似 值 序列 {TG 一 1, 2, 3, …, 7 一 D)， 观 察 


其 差分 (名 二 差 )， 构成 公 比 为 三 (二 遍 增 约 之 法 ) 的 等 比 级 数 ,又 作 第 二 次 增 约 : 


各 二 关 ， 二 = 
i An 1 
二 遍 约 法 : J = A® 全 在 


42A(2， 


二 遍 约 周 害 : T? 一 TO 十 (十 7 十 及 十 及 十 …)A;?” 一 了 + 


得 到 第 三 次 近似 值 序列 {T2 (i==1,，2,，3,…, n 一 2), 观察 其 差分 (各 三 


差 ) ,构成 公 比 为 (三 遍 增 约 之 法 ) 的 等 比 级 数 ,又 作 第 三 次 增 约 : 


各 三 差 : A 一 TH 一石， 
A g A 1 
三 遍 约 法 : 全 一 A® Es 


Lia 


三 遍 约 周 震 ; T 一 了 ?十 (1 十 十 共 十 及 十 … A? 一 区 十 


得 到 第 四 次 近似 值 序列 {TY} (Gi 二 1, 2,，3,…, 7 一 3) , 逐 此 下 去 ,不 断 求 
Q@ 第 m 遍 各 差 : A:” 一 Ti? 一 TT 


A 1 
@ 第 m 遍 增 约法 : rm 一 一 芒 心 二 
A;” 4A” 
第 mm 遍 约 周 徊 : 
| 4 A 
Te Te 十 (十 ”十 妈 十 刀 十 DA J | (9. 4) 


建部 贤 弘 求 到 第 八 遍 约 周 寡 Cz 一 8, 即 二 1, 2, 3, …, 9) 作 为 定 周 宕 地 ,得 到 


工 一 3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 1251) 


5 于 


\/ 


小 川 束 教授 用 计算 机 按照 累 遍 增 约 术 进 行 验算 ,获得 的 数值 是 x= 3. 141 592 653 589 793 238 
462 643 383 279 502 884 197 168 984 ,而 r 准确 值 是 3. 141 592 653 589 793 238 462 643 383 
279 502 884 197 169 399。 见 : 小 川 束 . 近世 日 本 数学 民 地 人才 妈 月 理 0) 萌芽 上 0 特质 一 一 数 
式 妃 理 汶 又 元 和 人 民 寺 三 17、18 世 纪 日 本 数学 0) 再 现 去 方法 上 LTZLD]. 东 京 : 东京 大 学 学 术 
博士 论文 ,1998. 
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精确 到 小 数 点 后 41 位 。 


4 区 


事实 上 ， Te = To 于 jr 


m Cm—1) (7 一 ] ) (7 一 1) (7 一 ]) 
A” CT 2 TH ) A™ TT ER Ti 


全 > Te | > 
A > L hg ee 1 


显而易见 , 建部 贤 弘 累 遍 增 约 公式 (9. 4) 与 数值 积分 的 逐次 半分 外 推 公 
式 (9. 2) 是 等 价 的 , 上 述 累 遍 增 约 过 程 与 数值 积分 中 的 Romberg 算法 程序 
完全 一 致 。 

建部 贤 弘 说 : 增 约 之 法 为 四 的 宕 数 , 随 着 求 近 似 圆 周 寡 的 遍 数 增加 而 
求 得 定 周知 ”, 那么 每 遍 增 约 之 法 ( 即 等 比 级 数 公 比 之 倒数 ) 果 真 为 性 吗 ? 
其 各 遍 约 周 寡 {T;”} 是 否 收敛 于 呢 ? 换 句 话说 ,建部 贤 弘 的 累 遍 增 约 术 
是 否 具 有 科学 性 ? 结论 是 肯定 的 ,证 明 如 下 : 


让 ; 人 
截 周 需 T2 = 二 p= 二 na: 一 天 sin’ ( )= x >x 
n 


若 令 令 一 一 其 Taylor 展开 式 为 


TT” = 六 (= 


一 cos2rm 人 2xp Znp 2np ) 
2 2 2! 4! 6! 8! 


2 2 h: 75 nh 2 rhs 
a FF* 


41 61 81 


C= TY Dt 元 2 十 2 


将 系数 (2& 十 2)1! 


简 记 为 A， 则 


T 一 大 (让 一 下 十 AI 天 十 A 玉 十 AI 拓 十 AI 殿 十 和 一 于 十 o(1) 


应 当 注 意 ,此 式 也 不 含 hr 项, 并且 A 是 与 h 无 关 的 常数 。 
为 了 不 断 提高 {TT，”) 收敛 速度 ,依次 消去 各 误差 项 Aih*。 现 从 正 4 边 
形 起 , 增 倍 割 圆 ， 即 取 Ni 一 4， 2 一 8， 7n3 一 16 ， 774 一 32， “, 于 是 有 


h; 
hoe 


2 m 
o 
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现 消去 第 一 误差 项 , 对 {T;”) 作 如 下 外 推 : 


TO = pn) =A 二 Ah +A +A 人 中 


Ty 3 p” (hin) = 十 Ai 十 Asjzn 十 Ashi 十 Ai © 
@X 及 一 X Bn ,并 除 以 (一 hn)，, 得 


2 (0) 2 CO) (0) (0) 
h; Ti h; Hl 了 4 了 TH 了 

2 2 - 
h; 一 hin 4 一 1 


1 


(1) 
T® = 


= Ahihs mAh hhh) mAhin hth + 
= oh hin) 
这 便 是 第 一 次 增 约 ; 
再 消去 第 二 误差 项 , 对 {T;*"} 作 如 下 外 推 : 
TD = x ARh AR FERED) — ARhin Th) © 
Th 一 一 Ai 有 is — Aspn hs (1 十 大 3) 一 Ah tg (hen 十 hs) A 
@ 
Dx-@x ey ,并 除 以 (一 证 ,,), 得 


2 (1) 2 (1) 2 二 (1) (1) 
h; Tin 一 /is TI; 4 Ti my 了 


二 攻 
Ny A421 


= TAR hah tt Ahs hinhira (hi + hin 十 it) 十 入 


三 过 二 oh hiihira) 


即 为 第 二 次 增 约 ; 
逐 如 此 下 去 , 得 到 第 m 次 增 约 公式 的 递 推 式 : 


1) Cm—1) m (m) 
Pg Tn Pe 大 4 A; 
(1m) i+l1 E (m—1) 
1 a m 二 1 + m 
4 一] 4 一] 


即 式 (9. 2)。 至 此 ， 建 部 贤 弘 累 遍 增 约 术 的 科学 性 得 到 证 明 ,实质 即 
Romberg 算法 。 

累 遍 增 约 术 的 详细 记叙 , 虽 载 于 1722 年 的 ( 缀 术 算 经 》, 但 在 1683 一 
1711 年 著作 的 《大 成 算 经 ) 第 十 二 卷 “ 形 率 ” 中 ,建部 贤 弘 已 经 使 用 了 这 种 算 
法 进行 圆 理 计算 ,以 求 定 周 寡 和 定 半 背 需 .《 大 成 算 经 》 的 编著 是 从 1683 年 
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前 后 开始 的 ,由 关 孝 和 、 建 部 贤明 、 建 部 贤 弘 师 徒 三 人 共同 策划 合 著 的 ,由 于 
关 孝 和 当时 已 年 老 , 且 病 弱 体 衰 , 建 部 贤明 也 多 病 且 忙于 公务 ,因此 1695 年 
以 前 , 实 由 建部 贤 弘 一 人 著作 , 共 撰 成 前 12 卷 ,建部 贤 弘 后 因 公 务 繁忙 而 不 
得 不 中 止 编著 工作 ,其 后 由 建部 贤明 增补 修订 ,于 1711 年 前 后 成 书 , 共 20 
卷 。 其 中 的 第 十 二 卷 有 关 圆 理 的 内 容 当 是 建部 贤 弘 所 作 , 因 此 可 以 断定 ,在 
1695 年 或 稍 前 ,建部 贤 弘 就 已 发 明了 累 遍 增 约 术 。 也 就 是 说 ,建部 贤 弘 早 
Romberg 两 百 六 十 余年 就 使 用 了 逐次 半分 加 速 逼 近 算 法 。 

必须 说 明 ,与 中 算 一 样 ,和 算 概 念 与 方法 往往 是 针对 具体 问题 的 ,因此 ， 
很 多 数学 方法 不 能 抽象 为 具有 普遍 性 的 数学 原理 。 和 算 中 的 数值 通 近 方法 
多 是 因 解 决 圆 理 计算 和 求 代 数 方程 实 根 而 形成 的 ,因此 ,建部 的 累 遍 增 约 术 
同样 也 仅 用 于 圆周 率 计算 与 弧 长 计算 ,以 至 于 建部 贤 弘 发 明 该 法 之 后 ,直至 
川 井 久 德 (Kawai Hisanori，1766 一 ?) 的 《 开 式 新 法 》(1805 年 刊 ) 才 再 次 出 现 
这 一 算法 ,然而 仍 用 于 圆周 率 的 计算 12, 其 间 鲜 有 和 算 家 使 用 此 法 。 


9.3 ” 关 才 和 的 一 遍 增 约 术 


任何 数学 概念 与 方法 的 形成 , 绝 不 是 孤立 的 .偶然 的 ,总 有 特定 的 问题 
背景 与 历史 济源。 对 于 构造 累 遍 增 约 术 的 思想 渊源 ,建部 贤 弘 在 术 文 之 后 ， 
有 一 段 耐人寻味 的 说 明文 字 : 

始 关 氏 理会 以 增 约 之 术 求 定 周 止 一 遍 , 故 以 至 十 三 万 千 七 十 二 角 

截 周 , 完 得 二 十 许 位 真 数 。 今 探 会 用 累 遍 增 约 术 , 以 至 千 二 十 四 角 截 周 

知 , 完 得 四 十 余 位 真 数 。 此 亦 初 不 察 用 累 遍 增 约 ,用 一 遍 增 约 后 , 幽 探 

而 会 得 用 累 遍 。 此 级 术 本 旨 也 [2 

这 段 话 明确 指出 ,其 累 遍 增 约 术 是 在 关 孝 和 一 遍 增 约 术 求 圆 数 的 方法 
基础 上 发 展 而 来 的 。 关 邦和 的 《 括 要 算法 》“ 享 卷 ”记载 其 圆 理 研 究 成 果 , 他 
使 村 松茂 清 (Muramatsu Shigekiyo，1608 一 1695) 的 碎 抹 术 ( 即 割 圆 术 ) 依 次 
求 出 圆 内 接 正 2"+1 边 形 边 长 六 , 求 至 


C 1] 平山 苦 . 增 狗 术 [ 了 .数学 史 研 究 ,1989(120): 17. 
52 ] 建部 里 弘 . 绥 术 算 径 [M]. 内 并 文库 藏 抄本 ,藏书 号 : 23851. 
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pu = 3.141 592 648 776 985 670 8 
pis = 3.141 592 652 386 591 357 1 
pis = 3.141 592 653 288 992 775 9 


时 ,给 出 定 周 公式 : 


(pis — Pu) (pi — Pi1s) 
P= ps (9 9 
(pis — Pu) — (pis — pis) 


于 是 得 到 定 周 p 二 3. 141 592 653 59, 精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
关 孝 和 并 没有 说 明 式 (9. 5) 的 由 来 ,松永 良 弹 在 (起源 解 》 和 《算法 集成 》 


中 对 其 作 如 下 解释 : 
Os Pie — Pi1s 


因 NL = ee (2 1/4) 
Ou pis — Pu 


0, ( 一 
从 而 认为 < = Pn) _ ri (R=1, D, 3 oer, Wy mee) 
4 (pin 一 户 ) 


则 0 = 0 (一 15，16，17，…) 


2 k—15 
于 是 ， pe = pis + 0s | riOls | ridls i Oi 


从 而 P= pis (1 十 nil 才 4 n | | “Os 
Os pis— pis 
= pis pis + 
2 1 A ] pis — Pis 
pis — pu 
| (pis — pu)(pi—p 5) 


= pis | 


(pis — pu) — pie — pi1s)” 
根据 建部 贤 弘 所 说 :“ 始 关 氏 理会 以 增 约 之 术 求 定 周 止 一 遍 ”, 可 以 确信 
松永 良 绚 对 关 孝 和 的 增 约 公式 的 上 述 解 释 是 符合 关 孝 和 本 意 的 。 


Ls 
事实 上 , p, = a ad > A, 若 邻 二 x, 按 Taylor 展开 : 


Dtl 
2 4 6 
si Xz by zx 
”一 SInZ 一 工 nT nt 二 … 
A 后 TT 


作 一 次 外 推 (一 次 增 约 ) , 即 
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2 
Titl 
Par——s 8 
2 Bh 
Ti Pinl — Tar Dp:; Ti Dini — 71iD: 和 
2 2 下 2 ee ~ 
Rs = Xinl 上 一 及 l= 
| 
8 
Zi; 
A TiHl 1 eo 
这 里 = 9 故 2 nl o 
| 2 x 


8 — p,, 
EL Peretz — Pen 1 二 i。 其 《 括 要 
和 Pin — Pe : 


算法 * 圆 法 起 率 ” 中 的 计算 数据 如 下 517 
pi 二 2. 828 427 124 746 190 097 6 微 强 


可 能 关 孝 和 赁 数学 直觉 推测 出 


(应 为 2.828 427 124 746 190 097 603 377 448 419 396 157 139 343 750 753 90) 

ps 二 3.061 467 458 920 718 173 8 强 

(应 为 3.061 467 458 920 718 173 827 679 872 243 190 934 090 756 499 885 02) 

ps = 3. 121 445 152 258 052 285 6 能 

(应 为 3. 121 445 152 258 052 285 572 557 895 632 355 854 843 065 884 031 28) 

ps 一 3.136 548 490 545 939 263 8 强 

(应 为 3. 136 548 490 545 939 263 814 258 044 436 539 067 556 373 541 360 02) 
,一 3. 140 331 156 954 752 912 3 强 

(应 为 3. 140 331 156 954 752 912 317 118 524 331 690 132 143 703 233 648 19) 

ps 二 3. 141 277 250 932 772 868 1 弱 

(应 为 3. 141 277 250 932 772 868 062 019 770 788 214 408 379 663 262 649 79) 

p; 二 3. 141 513 801 144 301 076 3 弱 

(应 为 3. 141 513 801 144 301 076 328 515 059 456 822 307 935 313 815 492 93) 

ps 二 3. 141 572 940 367 091 384 3 弱 

(应 为 3. 141 572 940 367 091 384 135 800 110 270 761 429 533 637 794 504 36) 

ps 二 3. 141 587 725 277 159 700 8 弱 

(应 为 3. 141 587 725 277 159 700 628 854 262 701 918 739 399 280 858 574 84) 

pio 二 3.141 591 421 511 199 9741 强 


(应 为 3. 141 591 421 511 199 973 997 971 763 740 833 955 747 562 650 086 18) 


[C12 于 孝 和 . 规矩 要 明 算 法 [Aj. 平 山 诵 ,下 平和 夫 , 庆 濑 秀 雄 篇. 阅 孝 和 全 集 [C]. 大 阪 : 大 阪 教育 
园 书 ,1974. 
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pi 二 3.141 592 345 570 117 742 5 弱 

(应 为 3. 141 592 345 570 117 742 340 375 994 157 369 930 305 206 075 651 20) 
pis 二 3.141 592 576 584 872 666 8 强 

(应 为 3. 141 592 576 584 872 665 681 606 092 237 875 309 732 053 278 431 14) 
pis 一 3. 141 592 634 338 562 990 8 强 

(应 为 3. 141 592 634 338 562 989 095 478 263 627 791 293 954 032 170 748 46) 

pis 一 3. 141 592 648 776 985 670 8 弱 

(应 为 3. 141 592 648 776 985 669 485 107 969 277 177 075 697 766 001 906 32) 
pis 一 3. 141 592 652 386 591 357 1 强 

(应 为 3. 141 592 652 386 591 345 803 525 521 057 963 884 338 655 244 174 42) 
pis = 3.141 592 653 288 992 775 9 弱 

(应 为 3. 141 592 653 288 992 765 271 943 042 173 740 003 460 576 037 525 66) 


计算 上 述 数列 的 一 阶 差分 ,结果 如 下 : 


0 = p,— p, = 0.233 040 334 174 528 076 2 
6, = ps — ps = 0.059 977 693 337 334 111 8 
6, = p;— ps = 0.015 103 338 287 886 978 2 
6, = ps— p, = 0.003 782 666 408 813 648 5 
6; = pe — ps = 0.000 946 093 978 019 955 8 
6; = p; — ps = 0.000 236 550 211 528 208 2 
6, = ps — p; = 0.000 059 139 222 790 307 9 
6, = ps — ps = 0.000 014 784 910 068 316 5 
6, = pi — ps = 0. 000 003 696 234 040 273 3 
6 = pu — pio = 0.000 000 924 058 917 768 4 
0 = pis — pr = 0.000 000 231 014 754 924 3 
6,, = pis — piz = 0.000 000 057 753 690 323 4 
0 = pu — pis = 0.000 000 014 438 422 680 3 
0 = pis — pis = 0.000 000 003 609 605 686 3 


0 = pis — pis = 0. 000 000 000 902 401 418 8 
关 孝 和 知道 以 正 多 边 形 边 长 和 逼近 圆周 长 时 , 割 圆 过 程 不 可 无 限 地 进行 
下 去 , 割 到 一 定位 限时 , 宜 作 理 想 近 似 值 ( 定 周 ) 。 正 如 建部 贤 弘 所 说 :“ 随 倍 
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和 算 中 源 


角 数 徐 近 真 数 , 然 不 能 穷 究 真 数 , 故 以 逐 角 截 周知 递 相 减 , 视 其 差 ,以 增 约 之 
术 究 求 真 数 ”5.11 观察 上 述 系列 近似 值 的 一 阶 差分 ,容易 看 出 一 阶 差 分 构成 
公 比 近似 为 1/4 的 几何 级 数 。 
9.4 刘 微 的 "以 十 二 舱 雳 率 消 息 " 探 源 
计算 圆周 率 过 程 中 的 数值 加 速 通 近 的 思想 可 以 上 淹 到 三 国 时 代 中 国 数 
学 家 刘 微 的 割 圆 术 求 圆周 率 的 微 数 的 算法 。 
刘 微 在 《 九 章 算 术 ) 方 田 章 “ 圆 田 术 注 ”( 图 
9.2) 中 为 了 获得 准确 的 圆周 率 ,创造 了 制 圆 
术 , 他 从 圆 内 接 正 6 边 形 算 起 ,逐渐 把 边 数 加 
倍 , 反 复 地 应 用 色 股 定理 ,由 圆 内 接 正 3X2 边 
形 一 边 , 可 求 得 正 3X2 边 形 的 边 长 ,由 正 3X 
2: 边 形 求 正 3X2? 边 形 边 长 ,…… ,由 正 3X2” 
边 形 求 3X2” 边 形 的 边 长 ,这 些 圆 内 接 多 边 
形 面积 序列 {S, } 逐 渐 盘 近 圆 面积 S。 
如 图 9. i 1, 圆 
内 接 正 3X2” 边 形 面积 $,, 边 长 w, 周 长 已 ,。 显 
然 ,OA = OB =OC = 


| | 
之 轩 而 级 车 面 关 六 之 和 省 贡 本 
a Re ei 

忆 此 之 径 张 外 可 审 忆 时 

总 村 有 < 有 


eh 
关 热 以 炭 合 奋 从 独 信 以 二 也 得 假 得 着 
尺 之 | 半 叉 吊 来 嗣 少 这 十 四 允 之 信 | 


步 

| 周一 则 组 而 刘刚 二 而 接 半 图 | 汪 民 再 
Pit 
本 膨 半 乘 绢 其 新 区 = 


下 和 条 出 天 二 一 和 
ol 


图 9.2 刘 徽 的 圆 田 术 注 


E CC FR 


2 


A I .ee -on 


CG=R—0O6,AC =BC= w= 


Tt 


刘 微 通过 迭代 公式 (9. 6)， 
算术 》 中 的 “ 半 周 .半径 相 乘 ” 公 


Dah =3x2 x (zaR) a 


>PR=—3X2" 


[13] 建部 里 弘 . 级 术 算 么 LMj]. 内 并 文库 藏 抄本 ,藏书 号 : 23851. 


逐步 求 出 正 3X2" 边 形 的 边 长 a, ,再 按 《 九 章 
NF 依次 算出 正 3X2"t1 边 形 的 面积 S n+1 , 有 


aR 


(9. 6) 
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刘 微 认识 到 ,“ 钥 面 之 外 ,又 有 余 径 。 以 面 乘 余 径 , 则 知 出 钥 表 。 若 夫 艇 
之 细 者 ,与 圆 合 体 , 则 表 无 余 径 。 表 无 余 径 , 则 和 需 不 外 出 矣 ”"'12, 就 是 说 , 辆 
内 接 正 3X2" 边 形 的 每 边 和 圆周 之 间 有 一 段 距离 , 称 作 “ 余 径 ”, 把 每 边 长 乘 
以 余 径 ,其 总 和 是 2(S,+ 一 S,) ,加 到 S, 上 ,那么 S, 十 2(Sh 一 S) 之 S。 当 ? 
无 限 大 时 ,3X2" 边 形 和 圆周 合体 , 表 径 等 于 零 , 即 所 谓 的 “ 表 无 余 径 , 则 乔 不 
外 出 疾 ”, 乃 措 lim[S, 十 2(S,n 一 S,)] 一 S。 

显然 , S, <S 一 S, 十 2(S 一 S,) 一 Su 十 (S 一 S), 即 0 一 S 一 
Si < OT 


n 


和 :一 3.1 
刘 微 算 至 S; 二 3 9 二 rt 


， 并 求 出 差 短 Se 一 


105 210 210 
9 不 9 2 S 一 人 -一 
62 500 倍 此 差 才 得 62 500 a0) 62 500 


, 为 正 96 边 形 的 


210 584 210 
一 3. 13 
62 500 而 62 500 站 62 500 


794 ee 169 
62 500 62 500 


这 样 的 面积 已 经 “出 圆 之 表 ” 了 ,显然 圆 面积 S 满足 
Se<S<S;T25 5;)—=S0+ (SO—S;) 


= 十 


210 169 
一 S, 一 S$ 一 5S。 = 3.14 。 
i 0 62 500 t 62 500 


刘 微 的 计算 结果 列 于 表 9. 2。 


即 3. 14 十 


刘 徽 求 出 正 96 边 形 面积 S; = 3. 13 十 ss 正 192 边 形 面 积 Se = 


14 十 二 ,后 ,不 再 继续 制 国 , 而 认为 “而 航 差 轨 六 百 二 十 五 分 十 之 一 百 


五 。 以 一 百 九 十 二 钥 之 畦 为 率 消 息 , 当 取 此 分 寸 之 三 十 六 ,以 增 于 一 百 九 十 
二 航 之 第 ,以 为 园 舌 ,三 百 一 十 四 寸 二 十 五 分 十 之 四 ”, 进 行 了 所 谓 “ 以 十 二 


角 虞 为 率 消息 ”的 数值 处 理 , 即 S == Ss s+ i , 由 此 得 圆周 率 r> 3. 141 6。 


C1] 九 章 算术 方 田 [LA]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 。 数学 卷 [LZ]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 105. 
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随后 刘 微 通过 继续 割 圆 算 到 正 3 072 边 形 ,得 到 x >: 3. 141 59, 验证 了 这 
结果 , 称 :“ 当 求 一 千 五 百 三 十 六 和 触 之 一 面 , 得 三 千 七 十 二 钥 之 畦 ,而 裁 其 微 
分 , 数 亦 宜 然 , 重 其 验 耳 。” 


至 于 修正 值 


i 如 何 而 来 ,由 于 刘 微 注 文 过 于 简略 , 难 审 其 详 ,后 世 


研究 者 多 有 和 争议。 三 上 义 夫 ' 1] 解释 为 


4 、_105 35 36 
1° “62 500 62500 62 500 


(rn 十 并 十 … 十 十 …)(S。 Ss) 一 


观察 面积 一 阶 差 A,: 


Ai = (S$, ~— S51) = 0,401 923 788 646 683 988 190 488 889 813 4 
Ms = 《3,0—= 5) = 0.105 828 541 230 249 76] 895 265. 692 146 8 
A; = (9 一 93) = 0.026 800 072 050 987 111 538 233 875 762 6 
As = (Ss 一 94) = 0.006 721 589 765 635 194 169 135 502 306 7 
Ai = (36 — 3 三 和 00]1 681 747 843 657 710 461 6€84 473 557 3 


容易 看 出 A, 1/A, 守 4, 这 样 的 解释 显然 是 受 关 孝 和 增 约 术 算 法 的 启 
发 , 李 全 也 作出 这 样 的 解释 "21 笔者 以 为 这 是 “以 十 二 航 窜 为 率 消息 ”复原 
方案 中 ,最 自然 合理 的 方案 。 

从 现存 资料 来 看 ,《 九 章 算 术 ) 在 日 本 史料 中 最 晚 的 记录 是 应 长 元 年 
(1311) 中 岩 圆 月 (Chugan Engetsu，1300 一 1375) 和 尚 的 上 日记: 应 长 元 年 辛 
雍 春 ,在 池 房 就 道 惠 和 尚 读 孝 经 .论语 , 且 学 九 章 算法 ”3 时 至 关 氏 已 相隔 
三 百 余年 。 表 明 《 九 章 算术 》 及 其 刘 徽 注 . 李 淳 风 注 等 早已 在 日 本 失传 , 祖 冲 
之 的 4 绥 术 ;也 早 在 日 本 失传 。 从 关 孝 和 的 著作 中 很 难看 出 《 九 章 算术 》 及 其 
刘 徽 注 影响 的 明显 痕迹 , 故 无 法 肯定 关 孝 和 此 算法 直接 来 源 于 刘 微 。 而 且 
建部 贤 弘 在 《级 术 算 经 ) 序 中 说 : 


[C1] 三 上 闵 夫 . 关 孝 和 0 业绩 上 京 阪 算 家 站 代 支那 〇 ) 算 法 上 2) 阅 傈 及 众 比 较 [J]. 东洋 学 报 ,1932 
(22). 

[52] 李 倒 . 中 国 算 学 史 [M]. 商务 印 书馆 ,1938: 29. 

[3] 中 砌 崩 月 ， 佛 种 慧 济 和 神 师 中 同月 月 和 尚 自 压 屁 LAJ. 东京 大 学 史料 篇 纂 所 篇 纂 . 大 日 本 史料 
LCJ. 第 六 编 之 四 十 三 . 东京 : 东京 大 学 出 版 部 ,1996. 3: 12. 
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源 


《 隋 书 》: 十 之 九 数 ,圆周 率 三 径 率 一 ,其 术 玖 针 。 自 刘 坎 、 张 衡 、 刘 
徽 、 王 蔷 、 皮 延 宗 之 徒 ,各 设 新 率 , 未 正 折 训 。 宋 南 徐州 从 事 史 祖冲之 更 
开 密 法 ,以 圆 径 一 亿 为 一 丈 ,圆周 盈 数 三 天 一 尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 
七 忽 , 觅 数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 六 忽 , 正 数 在 蛋 觅 二 限 之 
间 。 密 率 圆 径 一 百 一 十 三 ,圆周 三 百 五 十 五 , 约 率 圆 径 七 ,圆周 二 十 二 。 
尝 关 氏 碎 抹 贺 而 求 定 周 , 以 零 约 术 造 径 周 之 率 ,尔后 历 二 十 余年 , 晓 ( 隋 
志 》, 有 周 数 、 率 数 咸 迎 后 符合 者 。 咨 祖 子 也 关子 也 , 虽 异 邦 异 时 ,会 真 
理 相 同 ,可 谓 妙 也 [1] 

其 所 谓 “ 和 尔后 历 二 十 余年 , 睹 4 隋 志 》, 有 周 数 、 率 数 成 邂逅 符合 者 。 咨 祖 


子 也 关子 也 , 虽 异 邦 异 时 ,会 真理 相同 , 可谓 妙 也 ”, 说 明 关 邦和 与 建部 贤 弘 
都 没有 见 到 祖冲之 的 《 缀 术 》。 


《 隋 书 . 律 历 志 ) 记 载 : 

古 之 九 数 , 圆 周 率 三 圆 径 率 一 ,其 术 芍 外 , 自 刘 坎 、 张 衡 、 刘 徽 、 王 
蔷 、 皮 延 宗之 徒 ,各 设 新 率 ,未 下 折 襄 。 宋 末 南 徐州 从 事 史 祖冲之 更 开 
密 率 ,以 圆 径 一 亿 为 一 丈 , 圆 周 剧 数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 七 
忽 , 肌 数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 六 和 忽 , 正 数 在 盈 肌 二 限 之 间 ， 
密 率 圆 径 一 百 一 十 三 ,圆周 三 百 五 十 五 , 约 率 圆 径 七 ,周二 十 二 。 又 设 
开 差 需 、 开 差 立 , 兼 以 正 圆 参 之 , 指 要 精密 , 算 氏 之 最 者 也 。 所 著 之 书 ， 
名 为 《级 术 》, 学 官 莫 能 究 其 深奥 ,是 故 废 而 不 理 527 
这 段 关 于 祖冲之 业绩 的 历史 记录 ,可 能 直接 刺激 关 孝 和 对 圆周 率 问题 


的 研究 。 关 氏 用 零 约 术 重 新 获得 祖 氏 约 率 与 密 率 ,说 明 他 企图 复原 祖冲之 
的 “ 缀 术 ” 方 法 。 其 零 约 术 有 似 祖冲之 时 代 天 文学 家 何 承 天 的 “ 调 日 法 ”。 当 
然 , 关 氏 ,建部 氏 的 方法 也 未 必 就 是 祖冲之 的 缀 术 方 法 。 


pi! 
C2 


建部 贤 弘 . 级 术 算 经 LMJ. 内 并 文库 藏 抄本 ,藏书 号 : 23851. 
中 华 书局 编辑 部 编 . 历代 天 文 律 历 等 志 汇 编 LC]. 北京 : 中 华 书局 ,1976. 


第 10 章 
几何 求 积 与 无 穷 级 数 展开 法 : 贺 理 线 术 


无 穷 小 分 析 起 源 的 背景 是 多 方面 的 ,在 几何 度量 这 一 背景 上 ,东西 方 数学 


是 一 致 的 ,古代 各 种 文明 中 都 出 现 过 不 同 程度 的 无 穷 小 算法 。 和 算 中 的 贺 
理 517 指 度量 曲线 ( 面 ) 型 几何 形体 的 无 穷 小 算法 ,和 算 中 的 “ 缀 术 ” 后 来 专 指 无 
穷 级 数 展开 方法 "1。 纵 观 和 算 的 内 容 和 方法 ,其 圆 理 方面 的 成 就 最 为 突出 , 早 
期 的 圆 理 算法 主要 是 有 关 圆 的 近似 计算 ,后 来 发 展 成 为 采用 积分 法 进行 震级 数 
展开 ,并 且 形 成 了 求 曲线 ,曲面 形体 的 面积 和 体积 的 一 般 化 算法 。 相 对 于 深 受 西 


4 国 2 
子 - 呆 2 


响 的 清 代 关 于 三 角 函 数 ,对 数 的 寡 级 数 展开 研究 ,和 算 则 以 东方 传统 方法 独 


自 向 微 积分 道路 迈进 ,获得 了 一 些 与 西方 17 世纪 微 积 分 学 中 相应 的 成 果 。 


本 章 在 介绍 和 算 圆 理 方法 的 同时 ,分 析 和 算 圆 理 方法 的 中 算 背 景 ,以 阐 


述 其 方法 特征 及 其 基础 。 
51] 圆 理 ,一 般 指 求 圆周率、 贺 弧 长 .球体 积 等 方面 的 计算 , 关 孝 和 开拓 了 这 一 传统 算 学 领域 ,随后 奸 


部 贤 弘 采 用 无 穷 级 数 进行 这 方面 的 计算 ,后 经 久 留 岛 义 太 、 松 永 良 纪 、 交 岛 直 圆 .和田 宁 等 人 的 
发 展 ,使 之 成 为 相当 于 积分 法 的 数学 方法 。“ 圆 理 ” 一 词 ,最 初出 现 于 泽 口 一 之 的 《古今 算法 记 》， 
后 来 在 京 阪 地 区 的 和 算 家 中 使 用 ,虽然 江 户 地 区 的 关 流 和 算 家 在 圆 理 方 面 的 研究 业绩 比较 特 
出 ,但 使 用 “ 圆 理 ” 这 一 术语 的 时 间 稍 晚 , 关 流 和 算 著 作 中 较 早 使 用 “ 圆 理 ” 说 法 的 是 ( 圆 理发 起 》 
(1728) ,后 来 《 圆 理 级 术 》《 圆 理 弧 背 术 ) 等 关 流 算 书 普遍 使 用 。 
“级 术 ” 一 语 , 原 为 中 国 南北 朝 数 学 家 祖冲之 的 数学 著作 名 ,也 是 祖冲之 发 明 的 一 种 数学 方法 , 因 该 
书 大 概 在 北宋 时 已 失传 , 故 其 缀 术 方法 也 随 之 失传 。1722 年 ,建部 贤 弘 撰 《 缀 术 算 经 》, 该 书 序 称 : 
“组 术 者 , 绥 而 探索 .以 会 得 术 理 者 也 ”, 其 " 缀 术 ”, 即 连 缀 探索 的 意思 ,实际 是 归纳 方法 。 序 中 又 称 : 
“ 按 《 隋 史 》, 云 祖冲之 所 著 之 书 , 名 为 ' 缀 术 ", 学 官 莫 能 究 其 深奥 ,是 故 废 而 不 理 。 吾 适 采 用 彼 组 ” 
之 一 字 , 至 熟 思 。 冲 之 ,是 可 谓 上 古 达 人 , 羡 其 玄妙 之 真实 , 听 不 可 识 、 思 不 可 得 者 乎 ”表明 建部 贤 
弘 在 试图 复原 祖冲之 的 缀 术 。 建 部 贤 弘 在 男 外 一 本 关于 弧 背 的 无 穷 级 数 展开 研究 的 著作 《 圆 理 弧 
背 级 术 ) 中 ,也 使 用 * 缀 术 ” 这 一 术语 , 谓 作 “ 开 方 级 术 ”, 指 二 项 式 的 无 穷 级 数 展开 法 ,后 来 的 和 算 家 
把 无 穷 级 数 展开 法 统称 为 “级 术 ”, 并 且 常 常 与 “ 圆 理 ” 一 词 连用 , 称 作 “ 圆 理 级 术 ”。 
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10.1 中 国 古 代数 学 中 的 圆 理 问题 


10.1.1 中 国 古 代 的 无 穷 小 算法 

中 国 古 代 的 无 穷 和 极限 思想 见 诸 先秦 哲学 思想 之 中 ,而 中 国 古 代数 学 中 
的 无 穷 小 算法 ,最 早 属于 刘 微 的 工作 。 在 《 九 章 算 术 注 》 中 , 刘 微 先后 三 次 使 用 
了 无 穷 小 算法 , 即 方 田 章 的 圆 田 术 注 与 弧 田 术 注 ,以 及 少 广 章 的 阳 马 术 注 。 

在 方 田 章 的 圆 田 术 注 中 , 刘 微 创立 制 贺 术 以 求 圆周 率 ,对 其 计算 过 程 的 
分 析 , 已 详 于 本 书 第 9 章 ,这 里 不 再 重 述 。 

在 方 田 章 的 弧 田 术 注 中 , 刘 微 同样 用 割 圆 术 求 号 形 面积 。 

《 九 章 算 术 ) 弧 田 术 日 : 

以 弦 乘 入 和 拓 又 自 乘 , 并 之 ,二 而 一 。 
刘 微 注 日 : 
方 中 之 圆 , 圆 里 十 二 钥 之 惫 , 合 外 方 之 协 四 分 之 三 也 。 中 方 合 外 方 之 

半 , 则 殊 实 合 外 方 四 分 之 一 也 。 绝 田 ,半圆 之 夫 也 , 故 依 半圆 之 体 而 为 之 术 。 

以 弦 乘 矢 而 半 之 则 为 黄 宕 ,和 拓 自 乘 而 半 之 为 二 青 宕 。 青 、 黄 相连 为 解体 。 角 

体 法 当 应 规 , 今 钥 面 不 至 外 畔 , 失 之 于 少 矣 。 圆 田 旧 术 以 周三 径 一 为 率 , 俱 

得 十 二 解 之 辕 , 亦 失 之 于 少 也 。 与 此 相似 , 指 验 半圆 之 弧 耳 。 若 不 满 半 圆 者 ， 

益 复 跤 阔 。 宜 依 勾 股 锯 圆 材 之 本, 以 弧 纹 为 锯 道 长 ,以 拓 为 锯 深 ,而 求 其 径 。 

既 知 圆 径 , 则 长 可 人 割 分 也 。 荐 之 者 , 半 释 田 之 弦 以 为 股 , 其 拓 为 勾 , 为 之 求 弦 ， 

即 小 绝 之 弦 也 。 以 半 小 缴 之 弦 为 匀 , 半 圆 径 为 弦 , 为 之 求 股 ,以 减 半 径 ,其 余 即 

小 弧 之 和 拓也 。 割 之 又 制 ,使 至 极 细 。 但 举 弦 矢 相 来 之 数 , 则 必 近 密 率 矣 。 然 于 

算数 差 繁 , 必 欲 有 所 寻 究 也 。 若 但 度 田 , 取 其 大 数 , 旧 术 为 约 耳 -1 

如 图 10. 1, 刘 徽 通过 二 分 弧 、 四 分 弧 、 八 分 弧 ,……: , 逐 求 马 形 内 系列 等 
腰 三 角形 的 面积 ,以 这 些 三 角形 的 面积 和 逼近 号 形 面积 。 刘 微 指 出 :但 举 
弱 矢 相 乘 之 数 , 则 必 近 密 率 侨 .就 是 说 每 个 三 角形 的 面积 都 是 以 弦 w 与 和 
;的 乘积 的 一 半 , 即 Sws 一 < 加/2, 则 号 形 面 积 ; 


[1] 九 章 算术 ， 方 田 [A]. 郭 书 春 主编 . 中 国 科 学 技术 典籍 通 汇 ， 数学 卷 LZ]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993: 110. 


第 10 章 几何 求 积 与 无 穷 级 数 展开 法 : 圆 理 缀 术 289 


a 


图 10.1 


s= >s,= >2() (10. 1) 


i=0 2 


三 上 义 夫 曾 经 对 “但 举 弦 夭 相 乘 之 数 , 则 必 近 密 率 括 ” 这 句 注 文 进行 了 
诠释 ,认为 这 是 中 国 古 代数 学 中 最 早出 现 的 无 穷 级 数 “11 这样 的 解释 是 有 
一 定 的 道理 的 。 

在 阳 马 术 注 中 , 刘 微 揭示 并 证 明了 四 面体 体积 理论 。 对 于 长 、 宽 、 高 分 
别 为 a, 5b, hh 的 多 面体 ,《 九 章 算术 》 给 出 了 阳 马 的 体积 公式 


V, = abh (10.2) 


和 束 且 的 体积 公 也 


人 = Fabh C10. 3) 


对 于 a 二 5 二 的 特殊 情形 ,由 于 一 个 正方 体 可 以 分 解 成 为 三 个 全 等 的 
阳 马 ,或 六 个 三 三 全 等 .两 两 对 称 的 整 且 , 这 样 的 关系 容易 用 棋 验 法 加 以 证 
明 。 但 是 , 当 < 和 2 天 天时 , 则 如 刘 徽 注 文 所 说 ， 整 肝 殊 形 ”， 阳 马 异 体 ”, 那 
么 ,用 棋 验 法 “ 则 难为 之 锋 ”。 为 证 明 式 (10. 2) 和 式 (10. 3), 刘 徽 首 先 提 出 一 
条 原理 : 把 一 个 筷 堵 分 解 为 一 个 阳 马 和 一 个 鳌 甩 , 则 “ 阳 马 居 二 , 阁 且 居 一 ， 
不 易 之 率 也 。?” 即 在 每 个 置 堵 中 , 恒 有 


V, :V,=2:1 (10. 4) 


[1] 三 上 闵 夫 . 天 孝 和 2) 业绩 上 京 阪 算 家 冰 民 支那 0) 算 法 上 并 傈 及 惟 比 较 [J]. 东洋 学 报 . 1932 
(22) : 94. 
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的 关系 成 立 。 由 于 乞 堵 体积 是 六 一 部 ap， 只 要 证 明了 式 (10. 4) 的 这 条 原 


理 ,那么 式 (10.2) 和 式 (10. 3) 的 正确 性 则 可 知 。 对 于 式 (10. 4), 刘 徽 以 无 穷 
分 割 的 方式 证 明 如 下 : 

用 长 、 宽 .高 都 等 于 一 个 单位 5 的 黑色 鳌 且 ( 如 图 10. 2(a) ) 与 红色 阳 马 
(如 图 10. 2(b) ) ,可 拼 成 一 个 乞 堵 (如 图 10. 2(c) ) ,用 三 个 互相 垂直 的 平面 分 
别 平 分 竺 堵 的 长 、 宽 、 高 ,那么 ,其 中 的 阳 马 被 分 割 成 一 个 小 立方 体 QMNE - 
及 KLI( 立 方 体 工 ) ,两 个 小 乞 堵 EPMQ - 瑟 多 ,，MOCN -LK ,两 个 小 阳 马 
HKLI-B,PDOM -K; 鳖 有 鼎 被 分 割 成 两 个 小 彝 封 GJ PE-HK,， 
GJ KH -AR ,与 两 个 小 整 肝 JPD - 开 , RHK -B。 显 然 , 阳 马 中 的 两 个 小 
竹 墙 EPMQ-HK 和 MOCN -LK 拼 成 一 个 小 立方 体 (立方 体 卫 ) ,效用 中 
的 两 个 小 轻 墙 GJ PE -HK 和 GJ KH -AR 拼 成 一 个 全 等 的 小 立方 体 ( 立 
方 体 轩 ) ,而 小 阳 马 HKLI-B 和 小 遇 鹏 RHK -B、 小 阳 马 PDOM -K 和 小 
整 有 里 JPD- 天 分别 拼 成 两 个 小 秀 堵 (如 图 10. 2(e)), 进 而 可 以 拼 成 第 四 个 
全 等 的 小 立方 体 (立方 体 W ) ,而 且 图 10. 2(e) 的 图 形 结构 与 图 10. 2(c) 是 相 


图 10.2 


[ 1] 刘 徽 指出 ,对 于 长 、 宽 、 高 不 等 的 立体 ,原理 也 是 一 样 的 。 
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似 的 。 在 小 立方 体 工 、T、 正 中 ,属于 阳 马 的 和 属于 整 壬 的 体积 的 比 是 2 : 
1, 所 谓 “ 别 种 而 方 者 率 居 三 ”, 即 在 原 匈 堵 (图 10. 2(c) ) 的 中 , 式 (10. 4) 成 


立 ,而 在 第 四 个 小 立方 体 N 中 , 式 (10. 4) 是 否 成 立 待 证 , 即 在 原纸 堵 的 地 中 ， 


式 (10. 4) 有 竺 证明。 然而 其 中 两 小 玛 堵 的 结构 和 原 筷 堵 完 全 相似 (图 10. 2 
Ce)), 即 所 谓 “ 通 其 体 而 方 者 率 居 一 ”。 显 然 , 上 述 分 割 过 程 完全 可 以 继续 在 


剩余 的 两 个 小 纸 堵 中 施行 ,又 可 以 证 明 在 其 中 的 地 中 , 式 (10. 9) 成立, 在 其 
中 的 二 中 仍 不 知道 。 换 句 话说 ,证 明了 式 (10. 4 在 原 珀 堵 的 二 十 二 X 守 中 
成 立 , 而 在 十 义 二 中 还 不 知道 。 这 个 过 程 可 以 无 限 继续 下 去 ,第 ”次 分 割 只 


利 下 原 和 堵 的 上 中式 (10. 4 没有 被 证 明 ,显然 lim 二 一 0, 即 所 谓 " 半 之 弥 


少 ,其 余 弥 细 。 至 细 日 微 , 微 则 无 形 ,由 是 言 之 , 安 取 余 哉 ?就 是 在 整个 玛 堵 
中 证 明了 式 (10. 4)。 如 果 以 代数 方式 表示 刘 徽 的 证 明 过 程 , 则 设 原 阳 马 体 
积 为 V,, 原 区 腾 体积 为 Vi,, 第 一 次 分 割 后 的 小 阳 马 体积 为 V， ,小 整 腾 体 积 
为 V ,小 列 堵 体积 为 V。 ,小 立方 体积 为 Vi ,第 二 次 分 割 后 的 小 阳 马 体积 ; 
V, ,小 鉴 肝 体 积 为 ,小 筷 堵 体积 为 V。, 小 立方 体积 为 V ,第 次 分 割 后 
的 小 阳 马 体积 为 V， ,小 整 肝 体 积 为 W ,小 筷 堵 体积 为 V，, 小 立方 体积 为 
Vi ,于 是 有 以 下 关系 : 

VV, =2, 4+, WW = 二 2% 
同 理 , Vy == 27， 十 2V， Ve = Vi +2V, 
而 且 ， 


1 1 1 
V 一 gv 9 V = 一 一 Vi 汪 V = 一 gv 一 *“** 二 Vi 
于 是 , V 一 2Vi 十 2V 十 2V 十 十 2Vi 十 … 


一 2V, (1 二 地 十 二 | 


V's > Vi +2V, +2V 十 … 2 十 … 
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届时 
人 


比较 两 个 级 数 的 对 应 项 ,可 以 发 现 都 是 2 : 1 的 关系 。 

刘 徽 对 阳 马 术 的 注 文 非常 星 涩 难 懂 , 三 上 义 夫 最 初 给 出 了 准确 的 解 
释 和 12, 后 来 Wagner 也 给 出 同样 解释 5? 

刘 微 不 仅 用 无 穷 分 割 的 方式 证 明了 今天 中 国 数学 史 界 所 谓 的 “ 刘 微 原 
理 ”, 而 且 进一步 指出 : 

数 而 求 穷 之 者 , 谓 以 情 推 ,不 用 筹 算 。 警 腾 之 物 ,不 同 器 用 。 阳 马 

之 形 ,或 随 修 短 广 狭 。 然 不 有 鳌 且 , 无 以 审 阳 马 之 数 , 不 有 阳 马 ,无 以 知 

锥 亭 之 类 , 功 实 之 主 也 531。 
其 所 谓 的 “ 然 不 有 整 甩 , 无 以 审 阳 马 之 数 , 不 有 阳 马 ,无 以 知 锥 亭 之 类 , 功 实 
之 主 也 ”, 表 明 他 认识 到 ,多 面体 体积 理论 应 该 建立 在 阳 马 .上 且 的 基础 之 
上 ,也 就 是 说 ,四 面体 ( 警 甩 ) 的 体积 计算 是 整个 多 面体 体积 理论 的 基础 ,而 
四 面体 体积 的 计算 必须 建立 在 无 穷 小 分 割 的 基础 之 上 ,这 种 思想 与 现代 数 
学 中 的 体积 理论 是 一 致 的 ,也 就 是 所 谓 的 希 尔 伯 特 (David Hilbert，1862 一 
1943)23 问题 中 的 第 三 问题 : 四 面体 体积 的 解决 不 借助 无 穷 小 分 割 是 不 可 
能 的 。 而 对 于 无 穷 小 计算 , 刘 徽 指出 :“ 数 而 求 穷 之 者 , 谓 以 情 推 , 不 用 筹 
算 ”, 意 味 着 对 于 无 穷 过 程 的 极限 值 不 可 能 用 “ 筹 算 ” 计 算出 来 ,而 是 通过 归 
纳 或 数学 直觉 的 “ 情 推 ” 获 得 。 事 实 上 ,在 近代 微 积 分 语言 乃至 魏 尔 斯 特 拉 
斯 (Weierstrass，1815 一 1897) 的 算术 语言 建立 之 前 ,极限 的 计算 恐怕 也 只 能 
借助 “ 情 推 ”, 这 也 反映 了 东方 人 在 处 理 无 穷 问 题 时 不 会 陷入 西方 人 那样 的 
逻辑 矛盾 ,更 有 利于 建立 微 积 分 算法 ,这 从 后 面 几 节 介绍 的 和 算 家 的 无 穷 小 
算法 中 可 以 看 出 。 

继 刘 微 之 后 ,祖冲之 、 祖 蛤 父子 在 无 穷 小 分 析 领 域 有 过 重要 业绩 , 因 其 
著作 《组 本》 失传, 今 不 得 其 详 ,目前 仅 李 淳 风 (602 一 670) 在 《 隋 书 。 历 律 志 》 


C1] 三 上 闵 夫 . 并 孝 和 0 业绩 上 京 阪 算 家 普 代 支那 〇 算法 上 0 天 傈 及 从 比较 [J]. 东洋 学 报 ,1932 
(22) ， 69 - 74. 

[2] Wagner. An Early Chinese Derivation of the Volume of a Pyramid: Liu Hui, Third century A. 
D. [J]. Wagner. D, B，Historia Mathematica,1979(6): 164— 188. 

[3] 九 章 算术 。 商 功 LAJ. 郭 书 春 主 编 . 中 国 科学 技术 典籍 通 汇 . 数学 卷 LZ]. 第 1 册 . 郑州 : 河南 
教育 出 版 社 ,1993. 
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记载 了 祖冲之 计算 出 的 圆周 率 数值 ,但 没有 记录 其 计算 过 程 以 及 他 在 体积 
计算 方面 的 成 就 。 李 淳 风 在 注 《 九 章 算 术 》 时 ,又 记录 了 祖 量 在 刘 徽 的 工作 
基础 上 推 证 球体 积 公 式 的 过 程 。 

刘 微 首先 明确 指出 《 九 章 算术 ) 所 给 的 球体 积 公式 是 错误 的 ,其 错误 的 原 
因 在 于 误 以 为 球 和 它 的 外 切 圆柱 的 体积 的 比 是 x : 4。 他 用 球 的 两 个 外 切 圆柱 
体 正 交 , 将 其 公共 部 分 称 做 “ 牟 合 方 盖 ”, 刘 微 指 出 球 和 外 切 牟 合 方 盖 的 体积 饼 
比 才 是 x : 4。 因 此 ,只 要 求 出 件 合 方 盖 的 体积 ,那么 球体 积 便 迎 刃 而 解 。 但 刘 
徽 功 亏 一 筑 , 示 能 求 出 牟 合 方 盖 的 体积 ,表示 “ 敢 不 阐 疑 ,以 修 能 言 者 *。 祖 蜡 
深入 研究 了 球 的 外 切 正方 体 中 用 两 个 正 交 圆柱 切割 出 牟 合 方 盖 后 的 剩余 部 
分 ,他 考虑 这 剩余 部 分 的 八 分 之 一 ,在 正方 体内 而 在 牟 合 方 盖 外 的 部 分 被 切割 
成 了 三 块 ,叫做 外 三 棋 。 如 图 10. 3 所 示 ,小 立方 体 ABCD -EFGH 是 立方 体 
的 八 分 之 一 , 边 长 为 a, 立 方 体 的 边 长 为 24, 内 棋 ABCD - 互 是 件 合 方 盖 的 
八 分 之 一 。ABE -日 是 外 棋 一 ,BCG - 昌 是 外 棋 二 ,EFGHH-B 是 外 棋 三 。 


祖 蛤 以 高 度 为 h 的 平面 截 这 些 图 形 , 发 现 这 些 横 断面 积 具有 以 下 关系 : 


内 棋 的 横断 面积 = 小 立方 的 横断 面积 一 外 三 棋 的 横断 面积 之 和 
即 SHLMNO = SDLTJK 3 C9DrpNw 二 SDNaKo SDpJax ) 


即 外 三 棋 的 横断 面积 之 和 为 
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SDIJPNM 十 SDNQKO 十 SOpjQN =S LIJK SHLMNO 


= (1J)*— (MN)’: = (AB):— (IPY 


连接 A, P 两 点 ,在 直角 人 ATP 中 ,根据 勾 股 定理 ,有 
(IP)’* = (AP)—(AI)’= (AP)’—h 
且 AP = AB, 因此 ,外 三 棋 的 横断 面积 之 和 为 
SDipNM 十 Sbwoko 十 SDprox = (AB)* — (IPY’ 
= (AP)’*—[(AP)’— (AID)’:|]= (AD’:=Ah 
也 就 是 说 ,外 三 棋 横 断面 积 之 和 为 横断 面 高 度 的 二 次 需 。 

祖 旺 联 想到 三 纬 长 度 都 是 a 的 倒立 阳 马 图 形 , 其 横断 面积 也 为 横断 面 
高 度 的 二 次 震 , 将 两 者 进行 比较 , 即 Sbrpww 十 Spveko 十 SbpJo 二 Sbwxyz， 
于 是 ,他 用 了 一 条 著名 的 截面 原理 : 缘 需 势 既 同 , 则 积 不 容 异 。 断 定 外 三 棋 
的 体积 之 和 等 于 倒立 阳 马 的 体积 , 即 


VaBE-H 十 Vgcenp 十 VErcH-B = BVierovs 
而 倒立 阳 马 体积 为 小 立方 体积 的 三， 所 以 外 三 横 体 积 和 也 为 小 立方 体积 的 
地， 于 是 ,内 模 体 积 等 于 小 立方 体积 的 三。 由 此 可 以 推算 出 件 合 方 羡 体 积 等 


于 8 倍 的 内 模 体积 , 即 小 立方 体积 的 吕 ， 也 即 大 立方 体积 的 ,根据 刘 微 已 


经 推算 的 结果 : 
件 合 方 盖 体 积 : 内 切 球 体积 二 4 : x 
可 以 推算 出 
球体 积 二 地 件 合 方 盖 体积 = -立方 体积 
T 2 XT 7 
即 Vo= 一 gd 


祖 蛤 解决 这 个 问题 的 关键 ,是 使 用 了 所 谓 的 “截面 原理 ”, 后 来 在 欧洲 也 
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出 现 并 被 普遍 使 用 , 称 做 “ 卡 瓦 列 利 (B. Cavalieri，1598 一 1647) 不 可 分 量 原 
理 ”, 它 是 微 积 分 算法 的 重要 基础 。 其 实 , 刘 微 在 推 证 曲面 体 体积 时 也 习惯 
使 用 这 一 原理 ,只 是 没有 概括 表述 成 原理 。 


10.1.2 唐 、 宋 元 、 明 数学 中 的 圆 理 

唐 代 数 学 创造 性 的 成 就 很 少 ,在 无 穷 小 分 析 方 面 没 有 留 下 值得 注意 的 
业绩 。 宋 元 时 代 代 数学 十 分 发 达 , 但 在 无 穷 小 分 析 领 域 也 未 出 现 新 成 果 , 在 
圆 的 近似 计算 方面 , 沈 括 创立 了 会 圆 术 以 解决 求 弧 长 问题 ,弥补 了 《 九 章 算 
术 ;》 的 不 足 , 秦 九 韶 使 用 了 r = 二 V10 这 一 新 的 圆周 率 ,其 他 算 书 混用 古 法 圆 
率 、 刘 微 新 术 与 冲 之 密 率 等 汉 唐 时 代 的 圆周 率 。 

招 差 法 、 弧 矢 割 圆 术 是 元 代 《 授 时 历 》 的 五 项 发 明 中 最 重要 的 两 项 数学 
发 明 。 在 黄道 度数 和 赤道 度数 的 换算 中 ,《 授 时 历 》 使 用 了 弧 矢 割 圆 术 ,并 且 
在 计算 太阳 的 去 极度 和 黄道 上 各 点 距离 赤道 的 距离 ,和 赤道 上 各 点 距离 黄 

道 的 距离 ,以 及 计算 白道 和 赤道 的 交点 距离 春分 点 或 秋分 点 的 距离 时 ,也 都 
用 到 弧 矢 割 圆 术 。 计 算 过 程 中 《授时 历 》 取 圆周 率 的 近似 值 为 3, 虽 与 弧 矢 
割 圆 术 的 公式 误差 抵消 一 部 分 512, 但 取 如 此 粗略 的 圆周 率 , 从 数学 上 说 ,总 
归 不 能 满意 《授时 历 ) 这 部 分 内 容 对 关 孝 和 的 圆 理 研 究 有 很 大 的 影响 ,他 用 
招 差 法 求 弧 长 ,以 及 用 增 约 术 求 圆周 率 , 主 要 是 为 了 解决 这 一 历 学 中 的 数学 
问题 ,而 《 隋 书 ， 律 历 志 ) 关 于 祖冲之 圆周 率 的 记录 ,也 刺激 着 和 算 家 们 的 圆 
理 研 究 “2 

割 圆 术 也 曾 再 次 详 于 元 代 赵 友 钦 的 《 革 象 新 书 》(1281) ,为 了 下 文 说明 
和 算 中 的 割 圆 术 与 赵 友 钦 割 圆 术 的 关系 , 兹 录 《 革 象 新 书 ) 下 卷 ” 乾 象 周 体 ” 
见 图 10. 4) 条 之 下 的 割 圆 术 术 文 如 下 : 

日 之 圆 径 一 度 ,以 算术 求 其 周围 , 计 三 十 四 分 一 十 六 秒 ，……… 

今 求 日 周 天 径 即 其 法 也 。 试 画 纸 为 方圆 图 ,如 棋 秤 百 眼 ,每 眼 广 一 二， 

横 十 寸 , 名 勾 ,相距 于 东西 , 纵 十 寸 名 股 , 相 距 于 南北 , 斜 十 四 十 有 奇 ,名 

纹 , 相 距 在 四 角 之 交 , 乃 即 方圆 之 内 画 为 圆 图 ,而 去 其 方 之 四 角 。 圆 径 


[1] 关于 这 一 问题 的 深入 研究 ,请 参见 杉 本 敏夫 的 系列 论文 ,或 其 论文 集 : 解散 并 孝 和 一 一 天 才 
外 思考 过 程 LCj. 东京: 海鸥 社 ,2008. 
[2] 参见 本 书 第 9 章 相关 内 容 。 
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| 


对 只 | 卫 | 图 | 筷 | 守 | 有 | 朴 | 十 1 五 | 十 | 日 证 | 虽 苞 | 取 时 
3 周 每 到 | 图 | 是 守 相 | 一 | 分 | 六 | 之 | ,| 法 | 必 | 高 | 测 
已 图 | 或 | 及 ;三 | 几 | 是 | 距 | 秒 | 1 上 | 秒 / 加 教 ! 测 | 两 数 | 知 | 
2 两 , 玉 | 相 篇 | 之 | 很 | | 十 | 月 1 程 | 象 | 景 | 表 | 不 | 而 | 
十 面 | 贺 六 | 盏 六 | 直 | 当 | 五 | 六 | 去 | 周 | 者 | 相 | 多 其 后 
-三 | 和 | 径 今 | 平 | 合 | 数 | 周 | | 秘 | 周 | 度 | 卿 :所 | 距 | 而 | 所 | 
RR 一 | 一 : 考 | 分 ! 名 | 折 | 中 | 则 | 熏 ' 衬 实数 | 表 | 以 
或 | 尺 | 尺 | 之 之 | 距 ! 半 |49 上 | | 其 | 似 ' 生 | i 有 | 百 相 | 不 
以 周 | 询 | 历 | 就 | 天 得 | 图 || | 市 | 之 | 街 ， ;千里 理 | 附 ;， 
站 加 | 加 | 不 很 | 时 | 中 五 | 启程 | 赤 求 | ! 里 | 而 | 三 | 天 站 
站 径 | 三 中 .一 | 加 | 之 | 十 | 实 | 二 | 首 其 :二 | 铬 大 | 而 | 
一 | 内 妆 | 尺 | 中 | 坷 | 作 : 着 | | 百 | 周 | 周 :站 可 | 号 | 自 | 
百 | 一 | 往 | 而 | 之 | 数 度 平时 1 一 | 天 | 图 |! 专 | 然 可 | 运 . 
一 | 十 一 | 周 | 三 | 天 一 ,分 | [十 三 计 ， | 差 1 路 | 以 | 让 
十 | 四 图 加 | 也 | 苯 | 十 两 | 六 |/ 百 | 三 也 ,| 里 | 询 | 可 
三 | 分 | 三 | 三 | 古 | 正 | 三 | 孝 | | 变 | 关 | 度 进 | 则 | 知 
凡 | 或 马 | 尺 | 法 1 面 | 分 即 | 二 十 一 速 | 站 | 也 | 
玉 周 | 以 | 到 祁 | 贺 东 | 二 | 神 ， 五 | 十 | 闫 | 三 | 外 | 
:图 | 圆 | 用 有 有 | 程 | 本 | 二 | 加 度 | 四 本 | 展 | 塔 | 
' 三 | 得 | 之 | 从 一 | 南 | 五 站 二 | 分 | 于 | 之 | 之 ， 
| 百 | 汪 | 田 | 周 | 尺 | 站 | 黎 | 二 | 1 二 直 | 高 | 为 | 


图 10.4 赵 友 钦 《 革 象 新 书 ) 卷 下 “ 乾 象 周 体 ” 


十 寸 与 外 方 之 股 数 相同 ,而 圆 径 名 周 朋 人 疾 。 圆 之 由 比方 之 股 , 其 数 相 
同 , 特 方圆 有 异 耳 。 别 就 圆 图 之 内 画 小 方 图 ,其 小 方 四 角 针 抵 东 西南 北 
之 四 正 , 在 坎 、 离 \ 震 、 竞 之 位 ,而 外 大 方 四 角 在 乾 、 坤 、. 恨 、 典 之 位 也 。 小 
方 四 角 针 弦 十 寸 , 尚 是 圆 中 之 骨 , 其 数 不 珠 于 外 方 之 股 , 以 外 方 而 比 内 
方 包容 之 积 相 半 , 外 方 积 百 寸 ,内 方 积 五 十 寸 , 盖 以 外 方 均 作 四 隅 而 视 
之 , 则 半 归 于 内 、 半 出 于 外 也 。 于 是 , 知 圆 中 之 直 需 即 内 方 之 余弦 ,内 方 
既 用 为 弦 , 圆 中 难以 名 股 , 勾 股 与 弦 名 不 可 亲 , 故 称 体 以 别 之 也 。……: 
今 圆 方 而 纵横 相同 , 当 以 弦 守 均 为 勾 股 两 千 , 各 得 五 十 寸 ,而 开 方 即 知 
勾 股 缘 七 二 有余, 考究 圆 围 , 本 原 于 此 。 乃 别 用 薄 纸 剪 圆 临 于 方 图 之 
上 , 幕 小 方 之 广 ,以 算术 展 为 圆 象 ,充满 圆 图 。 自 四 角 之 方 增 为 八角 曲 
圆 ,为 第 一 次 , 乃 第 二 次 则 求 为 曲 十 六 ,第 三 次 则 求 为 曲 三 十 二 ,第 四 次 
则 求 为 曲 六 十 四 ,加 一 次 则 曲 必 倍 ,至 十 二 次 则 为 曲 十 万 六 千 三 百 八 十 
四 ,其 初 小 方 渐 加 、 渐 展 、 渐 满 、 渐 实 , 角 数 愈 多 而 为 方 者 不 复方 ,渐变 为 
圆 疾 。 故 自 一 二 次 求 至 十 二 次 ,精密 已 极 , 若 复 节 节 求 之 , 虽 千 万 次 而 
无 终 穷 ,……… 以 十 二 次 曲 数 一 万 六 千 三 百 八 十 四 乘 之 ,得 三 千 一 百 四 十 
一 寸 五 分 九 厘 二 之 有 奇 , 则 千 寸 径 之 周围 也 。 置 此 周围 之 数 , 降 呼 为 三 
尺 一 寸 四 分 一 厘 五 毫 九 丝 二 忽 有 奇 , 而 以 一 百 一 十 三 乘 之 果 得 三 百 五 
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十 五 尺 ,此 其 为 法 ,所 以 极 精密 也 。 大 抵 方 为 数 之 始 , 圆 为 数 之 终 。 辆 

终于 方 、 方 终于 圆 ,《 周 散 ) 之 术 无 出 于 此 矣 51] 

赵 友 钦 从 圆 内 接 正 四 边 形 开始 进行 加 倍 割 圆 ,获得 圆周 率 为 3. 141 592。 
《 革 象 新 书 光 图 10. 4) 在 明代 被 不 断 刊刻 ,流传 甚 广 , 曾 于 朝鲜 李 朝 中 宗 时 期 
传人 朝鲜 ,对 朝鲜 的 天 文 历 学 产生 一 定 的 影响 ?1。 明 末 清 初 该 书 也 曾 传 人 
日 本 ,但 传人 的 确切 时 间 难 考 , 日 本 的 内 阁 文 库 、 静 嘉 堂 等 图 书馆 都 藏 有 
该 书 的 明 刊本 。 村 松茂 清 与 关 孝 和 的 割 圆 术 都 类 似 于 赵 友 钦 的 做 法 ,从 
圆 内 接 正四 边 形 开始 进行 割 圆 。 值 得 注意 的 是 《 革 象 新 书 》 把 正四 边 
形 、 正 八 边 形 等 称 做 四 角 、 八 角 等 ,这 一 称 法 为 和 算 家 所 继承 ,在 和 算 中 
正 多 边 形 被 称 作 角形 ,大 概 是 受 4 革 象 新 书 》 的 影响 。 另 外 需要 注意 的 ， 
在 被 认为 是 关 考 和 青年 时 代 作 品 的 《规矩 要 明 算 法 》53]1 中 , 关 孝 和 把 制 
圆 术 称 作 ”* 环 矩 术 ”。“ 环 矩 ” 这 一 术语 来 源 于 《 周 佣 算 经 》, 即 所 谓 “ 环 矩 以 为 
圆 ”, 而 割 圆 术 出 现 于 《 革 象 新 书 》 下 卷 之 ” 乾 象 周 佣 ”一 节 , 是 赵 友 钦 出 于 对 
《 周 钥 算 经 ?所 载 “ 商 高 日 : 数 之 法 出 于 圆 方 , 圆 出 于 方 , 方 出 于 和 矩 ,和 矩 出 于 九 
九 八 十 一 ”的 解释 ,在 其 割 圆 术 之 后 ,他 特别 强调 “ 圆 终于 方 、 方 终于 圆周 
藤 》 之 术 无 出 于 此 侨 。 ”所 以 , 关 孝 和 称 割 圆 术 为 环 矩 本 ,也 可 能 受 《 革 象 新 
书 》 的 影响 。 

明代 算 书 虽 对 割 圆 术 多 有 描述 , 且 对 弓形 计算 问题 多 有 记载 ,但 没有 出 现 用 
割 圆 术 进行 实际 的 无 穷 小 计算 的 数学 家 。1552 年 顾 应 祥 撰 ( 弧 矢 算术 ) 一 卷 ,该 
书 为 中 国 第 一 部 有 关 弧 矢 讨论 的 专著 , 书 中 含 “ 弧 矢 论说 ”及 “方圆 论说 ”两 篇 ,“ 弧 
矢 论说 “图 10. 5) 给 出 了 有 关 弧 矢 的 各 项 定义 及 互 求法 ,说 明了 弧 和 撩 和 圆 径 的 相 
互 关 系 ,给 出 了 计算 弧 矢 的 理论 依据 ,并 将 弧 矢 术 与 勾 股 术 相 类 比 ,得 出 计算 公 
式 。 方圆 论说 "是 一 篇 对 方 率 ( 即 方 五 斜 七 ) 和 圆周 率 的 讨论 。 这 些 内 容 后 来 又 
为 《算法 统 宗 ) 所 收 '1]。 周 述 学 在 其 《神道 大 编 历 宗 算 会 (1558) 中 对 圆 及 弧 


[1] 赵 友 钦 . 革 象 新 书 LMJ. 四 库 全 书本 . 

[2] 汉 立 异 .中 日 数学 关系 史 LMJ. 济南 : 山东 教育 出 版 社 ,2009: 139. 

[ 3 ] 《规矩 要 明 算 法 }) 有 两 种 抄本 ,一 本 收藏 于 日 本 东北 大 学 图 书馆 ,一 本 收藏 于 学 士 院 图 书馆 ,这 
两 抄本 都 未 署 作者 与 时 间 ,根据 高 桥 织 之 助 的 4 算 话 拾 藉 集 %1811 年 ,抄本 ) 的 记述 ,认为 它 是 
关 孝 和 青年 时 代 的 著作 ,著作 时 间 被 认为 是 1663 年 。 但 高 桥 织 之 助 所 说 的 根据 在 哪 , 并 不 清 
楚 , 所 以 和 算 史 界 尚 存疑 问 。 


[4] 程 大 位 著 , 梅 荣 照 . 李 兆 华 校 释 . 算法 统 宗 LMJ. 合肥 : 安徽 教育 出 版 社 ,1990: 264. 
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的 计算 问题 也 有 讨论 ,其 卷 六 论 平 圆 , 卷 七 、 卷 八 论 弧 矢 问题 51 


则 七 | 可 | 义 股 他 | 求 | 之 法 | 关 | 产 
ee 为 | 让 | 故 | 于 | 於 | 其 | 夭 
?| 又 | 一 | 各 | 论 | 纺 | 作 次 | 则 | 已 全 第 | 者 
多 1 整 | 自 | 而 | 五 | 七 平 | 以 | 取 径 Ea| 
站 二 | 六 | 条 | 不 | 之 ,有 方 | 村 | 则 | 大 | 也 | 加 | 加 
"| 算 | 轿 | 全 | 能 | 论 | 奇 并 | 程 | 于 | 小 | 者 | 欢 | 之 
关 | 五 | 为 | 使 | 而 | 径 之 | 为 | 径 平 | 背 | 法 
天 | 觅 | 识 | 廊 | 不 | 一 得 | 弦 | 而 | 大 | 硬 | 其 | 也 
融 | 五 | 实 | 贺 | 能 | 则 义 | 半 | 其 中 | 驻 | 割 
站 之 | 各 | 平 | 为 | 使 | 园 旬 勾 | 得 | 法 | 很 | 心 | 直 | 平 
路 法 | 自 | 方 | 一 | 方 ] 三 别 即 1 减 | 不 之 | 名 | 贺 
6 求 | 条! 了 开 ; 定 | 针 | 有 半 | 关 | 出 | 辕 | 往 | 弧 | 之 
! 关 | 倘 | 之 | 之 | 为 | 载 | 为 | 於 | 小 | 也 | 弦 家 
| 求 ! 得 | 此 | 法 过 丝 | 股 | 义 背 | 其 | 并 
疙 | 五 | 施 试 | 定 1 古 也 ,| 股 | 肌 | 径 | 有 | 中 | 若 
| 固 ! 十 | 之 | 以 | 之 | 人 尽 | 疆 | 并 | 短 | 曲 | 衙 | 约 
是 | 平 | 於 | 勾 | 法 | 立 | 毕 | 各 | 方 | 非 | 直 | 晶 | 六 
中 至 | 方 | 长 | 股 法 十 求 | 自 | 之 弦 | 拓 | 故 
1 让] 并 1 直 | 法 有 疾 | 业 | 入 | 乱 | 有 | 而 | 训 
| 求 | 之 | 方 | 求 | 名 亦 | 相 | 以 以 | 铭 | 千 | 之 
听 | 得 | 则 | 之 | 关 | 三 以 ! 减 | 关 | 定 | 短 | 取 | 约 


r 


图 10.5 顾 应 祥 的 “ 弧 矢 论说 "与 “方圆 论说 ” 


明代 的 《算法 统 宗 》《 详 明 算 法 》《 数 学 通 轨 》K《 九 章 算法 比 类 大 全 ) 等 
书 中 的 有 关 各 类 几何 形体 度量 计算 的 经 验 公 式 以 及 弧 矢 论 方面 的 知识 ,对 
和 算 圆 理 影响 较 大 。 


10.2 ” 江 户 初期 的 圆 理 


目前 发 现 况 最 早 的 和 算 书 是 ( 算 用 记 )( 作 者 不 详 ， 1620) , 自 此 至 关 考 和 的 
数学 研究 工作 之 前 ,我 们 姑 称 之 为 江 户 初期 。 受 《 算 学 启蒙 》《 杨 辉 算法 》 以 
及 以 (算法 统 宗 ;为 代表 的 明代 算 书 中 相关 内 容 的 影响 ,这 段 时 期 和 算 圆 理 
算法 基本 上 都 是 近似 公式 ,属于 经 验 计算 阶段 ,其 圆 理 内 容 主 要 包括 : @ 圆 
周 率 ;G@) 各 类 几何 形体 的 度量 ( 弧 长 面积 .体积 );@ 无 穷 分 割 法 一 一 碎 抹 
术 ( 削 片 法 ) 。 

江 户 初期 的 和 算 家 不 满意 明代 算 书 中 圆周 率 常 取 3 的 数值 ,普遍 采用 
3.16( 即 V10 的 近似 值 或 其 相近 值 ,从 今 村 知 商 的 4 竖 雍 录 》(1639) 开 始 , 普 


[1 ] 周 述 学 .神道 大 编 历 宗 算 会 LA]. 续 修 四 库 全 书 (1043 子 部 。 天文 算 法 类 )[Z]. 上 海 : 上 海 古 
籍 出 版 社 ,1995: 646. 
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遍 采用 p= 二 Ve 十 (一 4) 的 弧 长 公式 ,此 公式 比 沈 括 的 会 贺 术 近似 程度 
要 好 51) 对 于 这 个 弧 长 公式 与 圆周 率 的 来 源 , 和 算 史 界 一 般 认 为 是 今 村 知 
商 独 立 创造 的 ,不 过 也 有 学 者 认为 可 能 通过 佛 典 来 源 于 印度 5?2。 现 将 关 孝 
和 圆 理 研 究 工 作 之 前 一 些 主要 的 和 算 书 记载 的 圆周 率 和 圆 弧 计算 情况 列表 
如 下 532547( 记 圆 直 径 d, 弦 a, 矢 h, 弧 长 p, 马 形 面积 A): 


| 
著 作 圆周 率 弧 长 公式 马 形 面积 公式 
《 算 用 记 》( 作 者 不 | ,16 
详 ,1620) 
《 割 算 书 》( 毛 利 重 
6 .46 入 多 
《请 勘 分 物 )( 百 川 治 | 。。 
兵 卫 ,1622) 
《 尘 劫 记 》( 吉 田光 8 16 
由 ,1627) . 
《 竖 亥 录 》( 今 村 知 2 用 _td 1 (2 
re 3. 162 声 二 (d+ > )4n A 一 如 al( - 4) 
《新 刊 算法 记 》( 田 原 3. i6 
嘉明 ,1652) . 
《 参 两 录 》( 模 站 和 
淤 ,1653) S00 | 
《 圆 方 四 卷 记 》( 初 坂 守 _ptd 1 (4d 
重 春 ,1657) 3 » 守 绝 友 ee a 
《格致 算 书 》( 柴 村 盛 _td 1 (2 
ey 3. 162 态 二 出 十 总 4= 亿 一 ce 人 h) 
《算法 阙 疑 抄 》( 磋 村 
650) 3.162, 3. 141 6 
《 竖 记 录 假名 抄 )( 安 | 162 
苹 有 益 ,1662) 
《 算 粗 》( 村 松茂 清 ， 六 , | _pd 1 (4 
人 3.141 592 6487| 大 一 好 十 5 860 9 A= 名 zal) 
h We hh 十 3 7 
《 童 介 抄 》( 野 泽 定 i 3 2 
长 ,1664) 
Ga | 


C1] 徐 泽 林 .《 竖 刻录 ) 中 的 圆 型 平面 图 形 问题 [Al. 数学 史 研究 文集 [Cj]. 第 三 辑 ,呼和浩特 : 内 蒙 
古 大 学 出 版 社 、 台 北 : 九 章 出 版 社 ,1993: 152 - 158. 

[2] 林 隆 夫 .1 > 下 O) 数 学 LMJ. 东京 : 中 央 公 论 社 ,1993. 

[ 3] 户 谷 清 一 . 江 户 时 代 初 期 数学 书 书 休 台 四 汪 并 计 避 定数 入 Vs TL[J]. 数学 史 研 究 ,1980 
(87). 

[C4] 下 平和 夫 . 江 户 初期 DD 强 矢 弦 D 公 式 l 二 VsT[J]. 数学 中 研究 ,1978,77(4): 20. 
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( 续 表 ) 


著 作 圆周 率 弧 长 公式 马 形 面积 公式 


、 A= 了 | osce 一 an 
《算法 根源 记 》( 佐 蕨 4 4 


1 W 

正 兴 ,1666) ps 
《方圆 秘 见 集 》( 多 贺 3 

谷 经 贞 ,1667) 

《算法 明 备 》( 岂 岛 友 4 

清 ,1668) 3. 162 pr =a 二 6h 

《古今 算法 记 》( 泽 口 二 

-之 ,1671) 

《算法 直 解 》( 醒 口 兼 Ee 

次 ,1671) (pa)? 一 5.8721202 一 性 一 0 
《算法 勿 悍 改 (村 灌 RE 
闵 益 ,1673) 3. 1415 p? = a? + 5. 869 505 6h 
《算法 至 源 记 》( 前 田 |  ， 

审 舒 ,1673) 3. 142 8 

《 玉 门 极 积 》( 古 郡 氏 

解 ,1696) 3. 141 661 3 

《 具 店 算法 》( 三 宅 里 

隆 ,1699) 3. 141 592 8 


江 户 初期 的 和 算 家 对 几何 求 积 问题 表现 出 极 大 的 热情 ,这 也 是 和 算 圆 
理发 达 的 主要 原因 。 在 江 户 初期 的 和 算 书 中 ,出 现 的 平面 图 形 有 : 方 (正方 
形 )、 直 (长 方形 ) 、 勾 股 ( 直 角 三 角形 )、 趟 (等 腰 三 角形 )、 梭 ( 即 萎 形 )、 三 斜 
(不 等 边 三 角形 ) 三角 (正三 角形 ) 、 四 和 斜 (不 等 边 四 边 形 ) 、 梯 (或 称 作 萧 、 墙 ， 
即 梯形 ) .第 铀 (或 称 作 箭 竺 )、 鼓 (或 称 作 腰鼓 、 三 广 )、 曲 尺 、 由 头 、 抹 角 、 圆 、 


环 \ 弧 、 攻 月 、 火 塘 、 钱 、 带 直 圆 (又 称 作 纵横 圆 )、 侧 圆 ( 即 椭圆 )、 扇 、 车 畏 槛 
(两 个 全 等 的 弓形 合成 的 对 称 图形 ) 、 锭 、 眉 、 晓 背 等 ,其 中 大 部 分 来 源 于 中 国 
算 书 , 而 带 直 圆 、 侧 圆 等 图 形 是 和 算 所 特有 的 。 

和 算 书 中 出 现 的 立体 图 形 有 : 立方 、 方 堡 堵 、 直 堡 堵 、 方 锥 、 直 锥 、 方 台 、 
直 台 、 枢 (又 称 作 棕 ) 两 刃 攀 . 养 麦 (又 称 作 戎 麦 形 、 巷 麦 形 , 即 正四 面体 )、 切 
笼 ( 又 称 作 切 子 , 即 用 平面 截 去 正 多 面体 的 角 所 得 到 的 立体 图 形 )、 方 台 和 斜 
截 、 直 人 台 和 斜 截 、 圆 堡 圭 、 圆 锥 、 圆 台球 ( 称 作 玉 或 立 圆 ) .长 立 圆 ( 即 椭圆 绕 其 
长 轴 旋 转 的 旋转 体 ) 、 矮 立 圆 ( 即 椭圆 绕 其 短 轴 旋 转 的 旋转 体 ) 、 玉 闹 ( 又 称 作 
球 从 , 即 球 冠 ). 卵 ( 即 圆柱 两 端 接 半 球 ). 带 堡 圆 、 圆 截 笼 、 圆 环 、 圆 震 斜 截 、 圆 
台 斜 截 球 欠 直 截 \ 球 欠 斜 截 .十字 环 、 球 疯 积 (又 称 作 玉 皮 , 即 球 表 面积 ) 、 球 
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欠 项 竟 积 ( 即 球 冠 表面 积 ) 等 。 在 这 些 立体 图 形 中 ， 
曲面 体 立 体 比 中 国 算 书 的 图 形 要 丰富 得 多 ,其 中 十 
字 环 问题 最 为 独特 (图 10. 6) , 它 最 初出 现 于 模 冰 和 
澄 (Enami Tomosumi， 生 浴 年 不 详 ) 的 《 参 两 录 》 
(1653) ,山田 正 重 (Yamada Masasige) 的 《 改 算 记 》 
(1659) 给 出 近似 计算 结果 , 前 田 完 舒 (Maeda ee 
Kenzyo, 生 座 年 不 详 ) 的 《算法 至 源 记 》(1673) 复 原 了 问题 

《 改 算 记 ) 中 的 计算 方法 ,但 是 误差 较 大 ,村 濑 义 益 (Murase Yoshimasu， 生 
卒 年 不 详 ) 的 《算法 勿 悦 改 (1673) 中 也 有 记载 。 关 孝 和 在 《 求 积 ) 中 给 出 了 
一 种 新 的 求解 方法 512, 这 个 立体 的 求 积 比较 复杂 ,需要 用 重 积分 方法 , 关 孝 
和 之 后 ,直至 幕末 ,和 算 家 一 直 没 有 停止 对 这 个 问题 的 探讨 ,有 马 赖 德 的 《 拾 
现 算 法 》%1766) 第 五 卷 第 148 问 \ 安 岛 直 圆 的 《十 字 环 真 术 》X(1794) 、 坂 部 广 胖 
(Sakabe Kohan，1759 一 1824) 的 《点 寓 指 南 录 》(1810) 内田 久 命 CUchida 
Kyumei,? 一 1868) 的 《 求 积 通 考 》(1844)、 裔 蔷 宜 义 (Sato Nobuyoshi， 
1816 一 1889) 的 《算法 圆 理 鉴 光 1834)、 家 崎 善之 (IJesaki Yoshiyuki, 生 卒 年 不 
详 ) 的 《五 明 算 法 》X(1826) . 塌 池 入道 (Horiike Hisamichi, 生 座 年 不 详 ) 的 《 揭 
棉 算 法 X1836) 等 书 中 都 有 这 类 问题 。 早 期 都 用 算术 方法 求 近似 的 体积 , 安 
岛 直 圆 之 后 开始 用 积分 法 求解 ,《 算 法 圆 理 鉴 ) 与 ( 求 积 通 考 ) 使 用 圆 理 浴 术 
进行 计算 。 

在 江 户 初期 的 和 算 书 中 ,还 出 现 了 中 国 算 书 所 没有 的 , 求 圆 台 截 周 ( 椭 
圆周 ) 、 旷 背 "?]( 阿 基 米 德 螺 线 ) 等 特殊 曲线 的 计算 问题 。 这 些 问题 最 早出 
现 于 《算法 阙 疑 抄 》, 其 来 源 至 今 尚 不 明 。 

江 户 初期 的 圆 理 内 容 中 最 值得 注意 的 是 几何 求 积 中 无 穷 分 割 法 的 使 
用 ,在 平面 图 形 中 称 作 碎 抹 术 ,在 立体 图 形 中 称 作 削 片 法 ,后 来 笼统 称 作 碎 
抹 。 这 种 方法 是 定 积 分 算法 与 微分 算法 的 思想 萌芽 。 


[1] 杉 本 敏夫 教授 对 关 孝 和 的 人 求 积 》 有 系列 研究 ,参见 : 杉 本 敏夫 . 解散 半 孝 和 一 一 天 寺 OD) 思考 
过 程 LC]. 东京 : 海鸥 社 ,2008. 

[2] 《算法 阅 疑 抄 ;的 遗 题 第 41 问 , 称 之 为 俱 利 伽 罗 卷 , 关 孝 和 称 之 为 晓 背 ,用 增 约 术 给 出 计算 公 
式 , 建 部 贤 弘 在 (大 成 算 经 ) 中 将 其 图 形 解释 成 “ 承 湾 准 规 ”, 也 使 用 关 孝 和 的 方法 求解 。1798 
年 , 安 岛 直 圆 著 ( 湾 背 解 术 》 用 积分 方法 求解 。 
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《算法 阔 疑 抄 )( 磋 村 吉 德 ,1659, 如 图 
用 10. 7511 ) 卷 三 首次 对 制 圆 术 进 行 了 描述 ， 
者 他 把 加 每 幅 一 尺 .长 五 十 地 如 阿弥陀 的 第 
子 一 样 制 成 31 片 ,其 中 有 一 个 隙 缝 宽度 是 
六 分 二 厘 , 将 它们 平展 成 矩形 ,以 此 来 说 
明 圆 周 率 的 近似 值 。 他 指出 在 正方 形 内 构 
造 正八 边 形 , 在 正八 边 形 内 构造 正 十 六 边 
， 形 , 逐 如 此 ,最 后 构造 出 正 31 072 边 形 , 反 
复 应 用 勾 股 定理 ,可 以 计算 出 x 二 3.141 
59, 在 计算 球 表面 积 时 ,他 认为 可 以 如 同 
10.7 《得 法 阅 疑 抄 ) 中 的 。 切 分 柑 枉 皮 一 样 , 把 各 切片 拼 成 矩形 ,这 样 
可 以 近似 求 出 球 表 面积 (如 图 10. 8) 。 


YB — 


NE 


如 | 
慨 | 
| 
2 4 
既 1 六 


ycy 


二 
图 外 下 忆 
yw 


图 10.8 《算法 阙 疑 抄 》 求 球 表面 积 的 柑橘 皮 分 割 法 


村 松 戊 清 在 4 算 租 》1663) 中 首次 进行 割 圆 术 的 实际 演算 ,他 从 正方 形 
起 割 圆 , 割 至 2” 边 形 ( 图 10. 9) ,得 到 = 3. 141 592 648 777 698 869 248。 村 
松 谎 清 将 此 数值 与 中 国 古代 的 圆周 率 进行 了 比较 ,指出 : 

圆 术 , 和 汉 有 种 种 之 说 , 故 那 正 有 之 。 东 汉 蒙 氏 [521 者 , 作 径 一 时 周 

三 之 法 ,是 为 十 法 之 率 , 古 人 久 用 此 法 。 晋 之 重 氏 [531 、 魏 之 刘 徽 云 径 一 

而 周三 一 四 , 宋 之 胡 氏 .4J, 用 径 一 而 周三 一 四 三 二 余 也 , 宋 之 祖冲之 者 


再 改 圆 率 , 完 径 一 而 周三 一 四 二 八 五 七 余 , 自 此 ,后 世 用 此 法 , 然 冲 之 之 


[1] 磷 村 吉 德 . 算法 关 疑 抄 LMI. 众 三 . 东北 大 学 加 书包 藤原 文康 ,第 3647 号 . 
[2] 指 蔡 当 。 

[3] 重 氏 , 似 指 备 嘉 。 

[4] 胡 氏 指 谁 ,不 详 。 
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术 本 源 以 何 理 而 作 不 知 , 近 此 图 ,一 毫 六 丝 舍 , 不 背离 三 一 四 51 
这 表明 中 国 《 隋 书 . 律 历 志 ) 关 于 圆周 率 的 记载 ,对 他 有 一 定 的 影响 。 
在 求 球体 积 方面 《 算 租 《图 10.9) 指 出 : 
球 率 者 事 繁 , 难 委 细 记 之 。 如 平 圆 ,将 串 一 尺 之 球 ,( 削 成 ) 几 片 薄 
片 为 各 圆 台 , 登 其 坪 数 52], 作 寸 坪 五 百 二 十 四 之 定 法 也 。[3] 
采用 后 来 和 算 家 所 称 的 "前 片 ?法 (图 10. 10) ,用 平行 截面 将 球 切 成 100 片 近 
似 圆 台 的 切片 , 琶 加 这 些 切片 积 而 获得 球体 积 近 似 公 式 , 这 是 积分 方法 的 萌芽 。 


图 10.9 《 算 租 中 的 碎 抹 术 图 10.10 《 改 算 记 纲 目 》 中 的 削 片 法 


1684 年 版 的 《增补 算法 疮 疑 抄 ) 在 此 基础 上 加 以 细密 化 ,进一步 割 至 2” 
边 形 , 得 到 x 的 10 位 精确 值 ,并 且 将 球 切 分 1 万 片 , 把 村 松茂 清 的 球 积 公式 
Va 二 0.524c 推进 为 Va 二 0. 523 6 心 。 同 时 ,该 书 作者 以 两 个 同心 球体 积 
差 与 半径 差 的 比率 作为 球 表面 积 的 近似 ,出 现 微分 方法 的 萌芽 
江 户 初期 关于 圆 和 球 的 分 割 方法 及 其 微 积 分 思想 后 来 在 关 孝 和 、 建 部 
贤 弘 以 及 松永 良 绚 的 圆 理 算法 中 都 得 到 了 继承 与 发 挥 。 


10.3 ” 关 孝 和 的 圆 理 研究 


为 解答 (算法 阙 疑 抄 》《 算 法 勿 恒 改 》 等 书 遗 题 中 的 求 积 问题 , 关 孝 和 对 


[1] 村 松茂 清 . 算 姐 LA]. 卷 四 . 徐 泽 林 . 和 算 选 粹 补 编 [C]. 北京 : 北京 科学 技术 出 版 社 , 2009: 
183. 

C2] 球 直径 称 作 “ 串 ”, 坪 数 , 即 球体 积 。 坪 , 乃 日 本 的 土地 面积 单位 ,三 十 六 平方 尺 的 面积 为 一 坪 。 
又 作 土 石 方 之 体积 单位 ,六 尺 见 方 的 正方 体 体积 为 一 坪 。 

[3] 村 松茂 清 . 算 租 LAj. 卷 五 . 徐 泽 林 . 和 算 选 粹 补 编 LCJ. 北京 : 北京 科学 技术 出 版 社 , 2009: 
219, 
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圆 理 研究 投入 了 大 量 精力 ,其 研究 成 果 散 见于 《规矩 要 明 算法 》《 陪 疑 抄 答 
术 》513《 勿 情 改 答 术 》521《 秆 阙 变形 草 解 》《 解 见 题 之 法 》《 求 积 》 和 《 括 要 算 
法 ;等 书 中 。 其 中 包括 圆 . 弓 形 , 球 、 球 冠 . 椭 圆 . 圆 台 与 圆锥 、 截 台 与 截 锥 .十 字 环 、 
晓 背 等 ,他 开始 用 代数 的 方式 考虑 几何 求 积 问 题 ,在 几何 求 积 方面 ,他 的 算法 都 
超越 了 江 户 初 期 的 和 算 家 。 由 于 关 孝 和 对 圆 理 创造 性 的 研究 ,使 圆 理 问题 成 为 
和 算 的 中 心 课 题 《 括 要 算法 》 开 始 将 求 圆周 率 , 求 弧 长 , 求 球体 积 ` 求 球 冠 体积 
为 圆 理 的 中 心 课题 ,这 些 内 容 又 收入 大 成 算 经 》 该 书卷 十 二 是 关于 圆 理 的 内 容 ， 
包括 : 圆 率 、 弧 率 、 立 圆 率 \ 球 缺 率 四 部 分 。“ 圆 率 ” 部 分 的 内 容 与 (级 术 算 经 》 一 
致 “ 弧 率 ” 的 内 容 与 《 括 要 算法 ) 中 求 弧 率 方法 一 致 , 仅 插值 多 项 式 不 一 样 ,应 该 是 
建部 所 改造 的 公式 ,“ 立 圆 率 、 球 缺 率 ”的 内 容 与 《 括 要 算法 一致 。 在 安 岛 直 圆 以 
前 ,和 算 家 的 圆 理 研 究 主要 集中 在 上 述 这 些 方面 。 

1) 计算 圆周 率 

关 考 和 用 一 遍 增 约 术 计 算 x 3. 141 592 653 589 793 247 6 (精确 到 小 数 点 
后 16 位), 最 后 取 3. 141 592 653 59 为 定 周 。 详 细 计 算 过 程 在 本 书 第 9 章 已 经 论 
述 ,这 里 不 再 重复 。 自 此 之 后 ,和 算 家 计算 圆周 率 愈 趋 精密 ,主要 结果 如 下 : 

G@D《 圆 理发 起 》 蜂 谷 定 章 ,1728) 


六 ] ]。14 ]。4。9 
pe fo | | | ed 10. 
( 人 ) a 


@《 方 圆 算 经 》 松 永 良 独 ,1739) 


12 1 1 
co | | | 。。 10. 
( 六 ) So 
]? 和 1 
这 总 (村 了 | | | os 10. 7 
和 ( An | Wer Old ds Ome ll ll ) (0.7) 


Q@《 算 法 点 窗 指 南 录 )( 坂 部 广 胖 ,1810) 


1。4 1.3.4.6 J 
5 95°79 5.7.9.11.13 5.°7.69.11.13.15.17 


«=4(1 


[13 原 抄本 藏 于 宫 内 省 图 书 察 , 团 " 关 孝 和 编 ”。 
[2] 又 名 《 勿 习 改 一 百 问 之 答 术 》, 为 抄本 , 署 “ 关 邦和 编 "。 另 有 《大 成 算 经 续 录 、 勿 悦 改 答 术 》 的 抄 
本 , 黎 “ 关 自由 宫 先 生 著 述 ,山路 主 住 订 ”, 内 容 大 致 相同 。 
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@《 新 弧 圆 解 X 川 井 久 德 ,1823) 


7 
0 a 十 …) (10.9) 
2 2 2。3 2。3。14 
= … 10. 10 
a Fd BeBe : | 
《算法 新 书 》( 长 谷川 宽 阅 , 千 叶 出 秀 编 ,1830) 
ey PR a Et 
4 6 6.5 6.5.7 6.5.7.9 


松永 良 蚁 (1692? 一 1744) 计 算 到 小 数 点 后 51 位 ,为 和 算 家 计算 圆周 率 
的 最 高 纪录 。 

2) 求 弧 长 

关 孝 和 创造 性 把 择 值 方法 应 用 于 弧 长 计算 ,其 详细 计算 过 程 见 于 本 书 
第 4 章 , 这 里 不 再 重 述 。 他 的 这 种 做 法 引导 建部 贤 弘 将 弧 长 展 为 矢 的 寡 
级 数 。 

3) 求 球体 积 


得 答 

竣工 [ 击 | 

和 2 因 

绢 苇 二 b 

从 四 图 = 

厚 率 ; 有 Tl 

不 名 愤 示 ; | 人 | 至 | 二 
亲人 轴 cl Rol 
暴 我 站 法 列 二 蔬 如 | 站 
下 i Em 
夭 十 玫 汪 高 惫 全 车 诗 计 Se 
人 寺 | 二 | 二 [| 于 
之 以 以 但 信条 RL 手下 3 | 
全 全， 王 沪 此 信和 关 天 人 人 二 
~ 厂 三 4 i Sr 个 下 
数 入 龙 荆 二 五 则 拉 | 过 
和 | 
尘 疝 入 五 -一 | 。 
ff 全 十 。 | 溉 


Copyright 1998, Kyoto Univervity Library 


图 10.11 《 括 要 算法 》 中 的 求 立 圆 术 


306 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 ， 研 究 之 部 和 算 中 源 


《 括 要 算法 》( 图 10. 11) 中 , 关 孝 和 用 碎 抹 术 将 球 
的 直径 分 别 为 50,100,200 等 分 (图 10. 12) ,根据 径 矢 


B 
弦 术 求 出 各 弦 的 宕 心 , 当 分 割 50 片 时 ， 也 二 AD 进而 


2 2 
Ci 及 Uitl 


计算 出 5 .AD 二 v;, 于 是 计算 出 第 一 次 约 积 


图 10.12 关 孝 和 计算 
球体 积 50 
Vi = 2v, 同样 ,计算 出 分 割 100 片 时 的 第 二 次 约 积 
Vs、 分割 200 片 时 的 第 三 次 约 积 V，, 最 后 再 次 使 用 增 约 术 


(V, —Vi )(V， —V,) 
V=V, (C10; 12) 
oY, Wy 


求 出 球体 积 V。 
10.4 建部 贤 弘 的 圆 理 缀 术 


建部 贤 弘 的 工作 使 圆 理 算法 实现 了 跨越 ， 开始 进入 无 穷 级 数 的 研究 阶 
段 , 其 方法 和 业绩 记录 在 《 缀 术 算 经 》 和 《 圆 理 弧 背 组 术 》 中 ,其 研究 成 果 虽 然 
比 欧洲 的 近代 数学 中 相应 的 成 果 要 晚 ,但 是 他 的 独立 创造 ,使 和 算 以 东方 数 
学 的 传统 进入 微 积 分 的 大 门 。 


10. 4. 1 《 缀 术 算 经 》 中 的 探 弧 术 : 无 穷 级 数 展开 的 数值 方法 

众所周知 ,以 插值 多 项 式 通 近 三 角 函 数 (arcsin x) ,其 近似 效果 与 插值 
节点 的 位 置 选择 有 关 , 而 且 其 需 级 数 展开 式 只 有 在 x 较 小 时 才 具 有 较 快 的 
收敛 速度 。 关 孝 和 与 建部 贤 弘 都 认识 到 ,以 招 差 法 获得 的 弧 背 客 的 公式 并 
不 十 分 理想 ,所 以 他 们 一 直 没 有 停止 在 这 方面 的 探索 ,不 断 努 力 加 以 改进 。 
建部 贤 弘 曾经 说 道 :“ 往 岁 关 氏 改 造 弧 率 , 吾 亦 再 次 改造 , 恬 不 精 , 其 本 
废 ”1 关 孝 和 改造 得 到 的 新 公式 未 被 记载 下 来 ,建部 贤 弘 所 改造 的 公式 
可 从 其 《 研 几 算法 X1683) 中 的 弓形 面积 公式 导出 ,其 弧 背 计算 公式 应 该 为 


[1] 建部 里 弘 .级 术 算 弥 [LM]. 第 十 二 探 弧 术 , 内 并 文库 藏 抄本 ，23851 号 . 
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242 X1132 X10:d’p’:=5 733 613 567h’ 16X261 217 536h* qd 十 
64X96 337 664h’d’+256X73 573 068hd’—4X183 275 520h'qd— 
1 024X 81d5 
《 研 几 算法 》 未 详 该 公式 的 来 源 《 大 成 算 经 ?中 有 类 似 算 法 ,由 此 可 知 , 其 推 
演 方 法 与 关 孝 和 用 混沌 招 差 法 求 弧 背 宪 的 方法 并 无 本 质 区 别 ,不 同 在 于 采 
用 了 新 的 插值 多 项 式 : 


hh (ho—hi) hm—h,)h’ 
(d— mh) 5 (d— mih)(d— mh) 


p’ = 4dh + kh +k, 


(hh) hm hh) hom hh 
5 10, 13 
(Gd—mh)d— mh).(d— mh) , 2 


而 且 在 计算 过 程 中 ,使 用 了 累 遍 增 约 术 ,而 关 孝 和 仅 使 用 一 遍 增 约 术 。 
使 建部 贤 弘 方法 实现 根本 性 变化 的 ,是 由 于 他 深刻 认识 到 ,以 插值 多 项 
式 逼 近 弧 背 寡 时 ,存在 展开 式 的 收 和 敛 速度 问题 ,他 在 《 绥 术 算 经 》 中 清楚 
指出 : 
探 弧 背 之 形 质 , 近 半 圆 者 真 数 伏 , 近 边 者 真 数 显 ,是 依 近 半 圆 属 纬 ， 
其 规 急 也 ; 近 边 属 经 ,其 规 舒 也 。 故 以 矢 之 极 微 者 探 其 数 而 索 术 也 [11 
始 以 径 一 尺 , 碎 约 求 矢 一 寸 \ 矢 二 十 ,和 拓 三 十 入 四 寸 等 之 定 背 , 续 
又 求 和 拓 四 寸 五 分 、 矢 四 寸 九 分 等 之 定 背 , 探 其 数 ,于 近 半 辆 者 , 敢 不 会 为 
据 者 ? 故 往 岁 关 氏 改造 弧 率 再 次 , 香 亦 重新 改造 一 次 521, 恬 不 精 ,而 其 
本 废 。 依 其 矢 一 寸 之 半 背 寡 一 十 寸 OD 三 强 ,. 与 失 一 分 之 半 背 窜 一 寸 O 
〇 三 三 强 之 数 , 预 和 <3] 探 会 和 拓 之 极 微 者 , 察 真 数 必 显 , 求 得 矢 一 忽 之 半 背 
知之 定数 而 探 会 其 质 [41 
在 这 段 文字 中 ,所 谓 “ 探 弧 背 之 形 质 , 近 半 圆 者 真 数 伏 , 近 边 者 真 数 显 ， 
是 依 近 半圆 属 纬 , 其 规 急 , 近 边 属 经 ,其 规 舒 也 , 故 以 矢 极 微 而 探 其 数 、 索 


C1] 这 段 文字 说 明 ,对 于 用 矢 及 弦 计 算 弓 形 弧 长 的 公式 , 若 弓 形 越 接近 半圆 , 则 公式 误差 越 大 , 若 
矢 相 对 于 弦 越 小 , 则 弧 长 公式 精确 性 越 高 。 

[C2] 建部 贤 弘 改造 的 公式 ,似乎 是 指 由 建部 贤 弘 的 《 研 几 算法 (1683) 中 所 载 的 弓形 面积 公式 导出 
的 公式 。 关 氏 改 造 两 次 的 公式 ,可 见 《 括 要 算法 ) 贞 卷 “ 求 弧 术 ” 给 出 一 个 求 弧 长 的 牛顿 插值 公 
式 , 另 外 一 个 公式 不 存 , 今 不 详 。 

C3] 原文 作 * 豫 ”, 训 读 为 “ 轴 户 办 心 内 ”, 预 先 . 事 先 . 事 前 的 意思 。 

C4] 建部 里 弘 . 级 术 算 经 [MI]. 第 十 二 探 弧 术 , 内 阅 文 库 藏 抄本 ，23851 号 . 
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术 。.” 意 思 是 说 , 弧 的 特征 是 , 越 接 近 半 圆 , 其 精确 数值 潜伏 , 则 不 易 获 得 , 而 
越 接近 弦 ,其 精确 数值 显 而 易 得 。 所 以 接近 半圆 的 情形 不 是 正 术 ( 即 所谓 的 
纬 术 ) ,其 数值 变化 幅度 大 ,而 接近 弦 的 情形 则 其 数值 变化 慢 , 应 该 是 正 术 
( 即 所谓 的 经 术 )。 由 这 一 认识 出 发 ,他 放弃 了 插值 方法 ,从 求 极 小 矢 的 弧 背 
入 手 , 采 取 “ 探 数 索 术 ” 的 方式 构造 公式 。 其 方法 主要 有 三 个 步骤 ,第 一 步 、 
第 二 步 的 术 文 如 下 : 
截 矢 一 忽 之 弧 造 二 锋 ,次 截 造 四 针 , 次 截 造 八 插 ,次 截 造 一 十 六 斜 , 逐 
如 此 倍 截 锋 之 数 , 求 各 蕉 半 背 寡 , 依 累 遍 增 约 之 本, 得 定 半 背 智 一 丝 O O 
OOOO 三 三 三 三 三 三 五 一 一 一 一 一 二 二 五 三 九 六 九 D 六 六 六 六 七 二 八 
二 三 四 七 七 六 九 四 七 九 五 九 五 八 七 五 强 [ 同 于 碎 约 之 法 求 圆周 守 , 但 求 至 背 之 
截 数 为 六 十 四 斜 之 截 半 背 守 ,以 增 约 术 究 真 数 , 得 五 十 余 位 也 ,其 截 数 略 之 ] [ 1 1。 
如 果 设 圆 的 直径 为 d, 弧 的 弦 为 a, 矢 为 h, 弧 长 为 p, 则 建部 以 4d = 10， 
hh 二 10” 的 情形 进行 计算 。 第 一 步 ,用 制 圆 术 , 把 弧 分 别 二 等 分 、 四 等 
人 .2 等 分 , 求 各 等 分 时 的 截 半 背 寡 。 如 图 10. 13, 记 二 分 弧 的 弦 为 w， 
对 应 的 矢 为 六 ;四 分 弧 的 弦 为 cu ,对 应 的 矢 为 h,;…;2 分 弧 的 弦 为 ai ,对 应 
的 矢 为 hh ,那么 2ai 二 pi 为 各 次 截 背 ,显然 ， lim2 a4 二 Pp。 使 用 迭代 算法 : 


a? =had, (2 ) 二 (4d 一 hh, 可 以 计算 出 系列 的 a 与 h, 为 省 去 计算 过 


程 中 开 方 运算 的 繁琐 ,他 计算 各 次 截 半 背 寄 , 即 


2 2 2 
I 一 24202 (10. 14) 


2 


图 10.13 《 缀 术 算 经 ) 中 的 探 弧 背 术 图 


C1] 建部 竖 弘 . 级 术 算 么 LM]. 第 十 二 探 弧 术 ,内 并 文库 藏 抄本 ，23851 号 。 
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第 二 步 ,以 攻 ) 为 初始 近似 值 序列 ,用 累 遍 增 约 术 求 得 定 半 背 宕 513: 


2 


) = 1. 000 000 333 333 511 111 225 396 906 666 728 234 776 947 959 587 5X 10° 


( 


DIS 


第 三 步 ,把 定 半 背 寡 的 数值 逐 节 逐 节 地 用 零 约 术 求 渐 近 分 数 523 以 将 
(过 ) 展开 成 备 级 数 形式 。 其 计算 过 程 如 下 : 
泛 半 背 军 和 3); Au = 二 1xX10”=dh 
一 定 差 : A1= (p/2)” 一 Ao 
= 0. 333 333 511 111 225 396 906 666 728 234 776 947 959 587 5X 10™ 


1 


一 泛 差 : A 二 0. 333 333 … X 10 一 


二 定 差 : As== A'1 一 A 


= 0. 177 777 892 063 573 333 394 901 443 614 626 254 2XxX 10™ 


, 8h’ 8 h 
二 泛 差 : A, 二 0. 177 777 777… X 10 = 二 一 A 
泛 差 2 义 45d 16. ( ) 


三 定 差 : A'= As—A, 
一 0.114 285 795 555 617 122 665 836 848 476 4 X 10 2 
三 泛 差 : A, 二 0. 114 285 714 285 714 285… X 10 2 


4 
ee ih ( ) 


d 
逐 如 此 ,继续 求 出 
mag, 
i 
2 oe 各 h(a ) 


[C1] 方法 见 本 书 第 9 章 。 
[2] 方法 见 本 书 第 7 章 。 
[3] 泛 . 定 ,是 中 国 传统 历 算术 语 , 泛 数 指 初步 的 近似 值 ,定数 指 最 后 确定 的 更 精确 的 近似 值 。 
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于 是 获得 展开 式 : 


j 一 名 十 和 十 儿 十 全 十 … 


一 软 十 于 十 (和 5) (与 ) 全) (和) 15) 


( 


co | 心 


这 一 公式 相当 于 


1 四 ee 和 4 Ss a € 
7 Caresinm w)” = gi | 人 | 61 工 二 81 工 十 … (10. 16) 


在 《级 术 算 经 X1722) (如 图 10. 14) 成 书 15 年 后 的 1737 年 , 在 欧洲 由 
Leonhard Euler(1707 一 1783) 与 Johann Bernoulli(1667 一 1748) 分 别 再 次 


了 于 A 于 
除法 二 四 得 可 = 六 钙 除 
记 差 来 三 上 来 依 定 7 二 
元 > 九 七 所 T 庆 差 六 歼 
得 置 十 三 >77 五 > 中 得 
二 和 拓 一 六 以 探 汽 视差 于 
数 7 除 三 于 性差 = 上 7 
7 来 4 这 六 外 = 了 五 五 
六 羡 柱 7 案 孙 和 失 渤 沈 
注 笃 限 得 差 汛 7 差 类 
着 = + 小 y 类 来 + 
FF 除 上 要 和 约 = 记 首 玉 
证 各 六 和 关 径 位 用 
上坟 入 7 /了 芒 yy = 3 元 
和 七 探 术 分 来 除 ) 于 
站 汪 
二 人 以 一 径 广 住 美 

来 下 二 = 床下 x 

九 所。 除 差 一 

十 十 九 记 7 员 记 - 


图 10.14 《组 术 算 经 》 中 的 探 弧 术 


建部 贤 弘 成 功 地 将 弧 背 寡 展 开 成 矢 的 无 穷 级 数 的 原因 ,不 仅 是 由 于 他 
认识 到 弧 长 军 函 数 的 收敛 速度 问题 ,而 且 也 因为 他 采用 了 实现 其 算法 的 科 
学 手段 一 一 累 遍 增 约 术 与 零 约 术 , 定 半 背 宕 的 精度 直接 影响 展开 的 结果 , 正 
是 由 于 建部 贤 弘 科学 地 使 用 了 Romberg 算法 , 才 十 分 经 济 有 效 地 获得 了 定 
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半 背 客 的 50 位 精确 值 ,保证 了 第 三 步 零 约 过 程 中 无 穷 级 数 系数 的 规律 性 的 
显现 ,也 保证 了 展开 式 的 收敛 。 

事实 上 , 建部 贤 弘 开始 并 未 意识 到 展开 式 系数 的 规律 性 ,没有 选择 
Taylor 展开 式 的 形式 ,同时 在 实际 的 天 文 历 算 中 , 求 弧 长 的 场合 ,和 天 未 必 很 
小 ,因此 上 述 级 数 式 (10. 15) 未 必 收 敛 ,也 就 是 说 ,级 数 表示 式 (10. 15) 是 理 
论 的 ,并 不 实用 。 这 一 点 从 他 的 《 算 历 杂 考 》 可 以 看 出 。 该 书 有 “ 求 背 探 术 ” 
一 节 , 用 上 述 ( 缀 术 算 经 ) 中 的 探 弧 术 方 法 求 出 定 半 背 客 之 后 ,他 用 零 约 术 构 
造 了 如 下 两 个 有 限 形式 的 公式 上 1: 


2 


py ] Es 有 h 8 

.dd A 有 h 10. 17 
a : i ‘ ’ 
p 1 8 fh 5 hs 

gy Me 10. 18 
Ee 3 45d—h 14(d—h)(ad—13h/15) ' 


在 历 算 中 使 用 这 两 个 非 无 穷 形 式 的 近似 公式 ,说 明 建 部 贤 弘 在 公式 构 
造 上 还 受 ( 大 成 算 经 》 中 的 插值 多 项 式 形 式 的 束缚 。 直 到 1728 年 , 蜂 屋 定 章 
(Hachiya Sadaaki，1686 一 1749) 的 《 圆 理 发 起 》 才 对 级 数 式 (10. 15) 的 系数 规 
律 性 有 了 清晰 的 认识 ,该 书 将 级 数 式 (10. 15) 概 括 为 


， 1 和 i ) he 


10. 4. 2 《 圆 理 弧 背 术 》 中 的 开 方 级 术 : 无 穷 级 数 展 开 的 代数 方法 

建部 贤 弘 的 创造 改变 了 和 算 圆 理 的 数学 性 质 ,解析 方法 从 此 成 为 圆 
理 算法 的 核心 。 虽 然 4 缀 术 算 经 》 中 的 级 数 展开 法 具有 机 械 性 的 算法 特 
点 ,但 这 种 利用 高 位 数值 分 析 来 展开 级 数 比较 烦琐 。 因 此 ,必须 寻求 较 
为 简单 的 展开 法 。 继 4 绥 术 算 经 》 之 后 《 圆 理 弧 背 术 》( 无 作者 与 年 代 )521 
与 4 圆 理 喜 坤 之 卷 兴 抄本 ,未 署 作者 与 年 代 , 据 传 为 松永 良 史 时代 著 作 ) 首 先 


C1] 建部 实 弘 . 算 唇 杂 考 , 见 : 佐藤 健一 著 . 建部 里 弘 O)7 算 唇 厅 考 J[LM]. 东京 : 研 成 社 ,1995. 

C2] 此 书 为 本 多 利明 的 手 抄本 , 藏 于 东北 大 学 图 书馆 林 文 库 ,内 题 “ 圆 理 弧 背 术 ,名 日 级 术 , 建 不 休 
先生 撰 ”, 书 未 有 书 志 记 载 道 :“ 此 书 建 不 休 先 生 之 制作 也 。 其 向 授时 历 之 起 源 详解 [举世 日 建 
部 之 六 卷 状 ], 撰 著 之 时 ,制作 圆周 率 之 密 法 ,而 秘 藏 于 殊 者 , 乃 此 书 也 。 余 师 兼 庭 授 之 , 复 重 
宝 活 。 余 再 授 之 ,而 为 至 宝 至 宝 秘 藏 右 。 本 多 利明 谨 志 ”。 
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作出 改变 。 
如 图 10. 15, 记 原 弦 为 a, 原 矢 为 h, 弧 长 为 
妃 ,2 分 弧 之 弦 为 w, 对 应 的 矢 为 心 ， 从 求 分 弧 矢 


有 入手, 由 射影 定理 得 太一 dh， 上 经 二 0, 利用 
增 乘 开 方 法 获得 等 价 于 Newton 二 项 展开 式 的 


10.15 圆 理 弧 背 术 ”震级 数 : 


h ph h’ 5h’ 7h” 21h° 
有 二 二 十 下 十 二 与 十 + HH… 


4 1l6d 32d’? 256d’ 512d 2048d’ 
1 2 dh i 六 ~ 、 、 
同 理 ， hr — hy 于 4 一 0， 利用 此 公式 作 和 迭代 演算 ,以 求 
2 3 4 5 6 
六 二 hi he a 4 ht A (10. 20) 
4 l6d 32 必 256d’ 5l2d'* 2 048d’ 
而 获得 hi 的 系列 展开 式 
h ph’ hi 5h’ 7hs 21h° 
hi = 丰 2 二 3 十 4 5 
4 16d 32 性 256d’ 512 2 048d: 
PR 5h? 21h° 429h" 2 431h° 29 393h° 
? 16 256d 2048d: 65536d3 524 288d4 8 388 608ds 
“un 万 21h° 357h 29 325h’ 666 655h’ 上 
” 64 4096d 131072d* 16 777 216d 536 870 912d’ 
32 302 465h° 
34 359 738 368ds 
ph 5h 5 795h° 1 907 213h" 
1 256 65536d 8 388 608d: 4 294 967 296d’ 
173 556 383h 33 644 160 449h° 
549 755 813 888d: 140 737 488 355 328di 
类 有 h 341h’* | 93 093h’ 122 550 285h’ 
5 1024 1048576d 536 870 912d* 1 099 511 627 7764i 


44 616 473 759h° 34 610 215 507 777h° 
562 949 953 421 312d” 576 460 752 303 423 488d’ 
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事实 上 ,建部 贤 弘 没有 逐一 计算 六 的 各 级 系数 ,而 是 通过 观察 与 归纳 获 
得 的 。 随 后 求 泛 半 背 宕 : 
置 原 入 ,以 径 乘 之 ,为 二 狼 面 千 ;以 半 斜 数 紧 [ 一 ] 科 之 ,得 原 泛 半 背 
篆 。 置 甲 矢 ,以 径 乘 之 ,为 四 斜面 虹 ; 以 半 儿 数 紧 [ 四 ] 冬 之 ,得 甲 泛 半 彰 
寡 。 置 乙 矢 ,以 径 冬 之 ,为 八 斜 面 紧 ; 以 半 针 数 知 [ 十 六 ] 乘 之 ,得 乙 泛 半 
背 圭 。 逐 如 此 求 各 泛 半 背 款 511 


元 数 | 一 差 三 三 差 四 差 五 差 
原 泛 半 背 寡 | 0 0 0 0 0 0 
h2 ph Sh 7h5 21hs 
让 dh 一 一 
玮 泛 半 背 守 4 8d 64d? 128d3 512dt 
5A2 21h3 429h4 2 431h5 29 393h 
让 dh 一 - 二 一 
乙 泛 半 育 短 16 128d 4 096d? 32 768cd3 524 288dt 
21 和 2 357h3 29 325h4 666 655h5 32 302 465h° 
| dh i 
丙 泛 半音 竹 64 2 048d | 262 144d? 8 388 608d3 526 870 912d 
8512 | 5795h3 1 907 213h4 173 556 383h5 33 644 160 449h 
背 寡 | di - 
了 丁 泛 半 背 香 256 32 768d | 16 777 216d? 2 147 483 648d3 549 755 813 888d‘ 
戊 泛 半 篆 竹 | 册 341h2 | 93 093h3 | 122 550 285M4 | 44 616 473 759h5 34 610 215 507 777hs 
1024 | 524 288d |1 073742 824d? | 549 755 813 888d | 562 949 953 421 312dt 


W {EY = 


一 dh 


sp? 
di1,k 


十 


barh’ ，， 


十 … 十 
qz d 


Dik hit! 


a 


将 系数 < 化 成 小 数 0 ,, 并 且 根 据 零 约 术 , 求 出 极限 jim 人 < 一 全， 得 到 各 
1 8 2 85 341 


差 乘除 率 p;, 9g;。 例 如 ,一 差 系数 系列 依次 为 


4” 16’ 64” 256” 1 024” 


它们 化 成 小 数 ,依次 为 
二 全 
4 1 4 256 
2 0 gg 007 B12 8, i 
1 024 
该 数列 极限 为 0. 333 333 333…, 用 零 约 术 可 得 lim 全 二 全 一 二， 即 
Qi, di1 


得 一 差 乘 率 区 .三 1 ,一 差 除 率 qi 一 3。 


C13 建部 里 弘 . 思 理 弧 篆 术 [LM]. 东北 大 学 因 书 包 林 文库 藏 抄本 。 
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同样 ,将 二 差 系数 系列 化 成 小 数 系 列 如 下 : 


0. 125., 0: 164 062 5, 0. 174 364 062 5, »*, 0, 177 777 565 850 15, 


Put 一 娠 一 二 ， 即 得 二 差 乘 率 
2, 45 


其 极限 为 0. 177 777 77…, 用 零 约 术 可 得 lm 
eS k 2 


ps 二 8, 二 差 除 率 dz 一 45。 
将 三 差 系数 系列 化 成 小 数 系列 如 下 : 


0. 078 125, 0. 104 736 328 12, 0. 111 865 997 314 4，…，0. 114 285 565 936 4，… 


其 极限 为 0.114 285 7…, 用 零 约 术 可 得 lim 人 < 一 全 一 站 ， 即 得 三 差 乘 率 


ps = 4, 三 差 除 率 gs = 35, 
逐 如 此 计算 下 去 ,以 确定 各 差 乘除 率 p;,，g;。 
事实 上 ,因为 


p 2 2 
( | A (42) (10. 21) 


2 


所 以 ,lim (有 一 lim 222c 户 ，， 
类 -> co 大 wcc 


区 
一 Cj | lim Pl ry 2 | 1 parh g Pir ht 
sos gg ”ogg d Ace gj di! 
EE 
. 1 qs d di dm 


8 4h 128 hs 


1 
二 dh he .…。 
个 了 本 让 天 环 1575 到 十 


(10. 22) 


《 圆 理 弧 背 术 》 中 的 这 一 展开 结果 与 4 缀 术 算 经 》 中 的 公式 相同 《 圆 理 乾 
坤 之 卷 ) 中 的 展开 方式 与 此 基本 一 致 ,只 是 个 别 地方 作 了 进一步 的 改进 , 并 
借助 劳 书 法 归纳 出 系数 的 通 项 公式 : 


2(m » 2*—1) h 
?1 = 4dh 1 
器 下 本 和 2 2 DED i Ss 


= 


第 10 章 几何 求 积 与 无 穷 级 数 展开 法 : 圆 理 缀 术 315 


后 来 的 和 算 家 称 《 圆 理 弧 背 绥 术 ;与 4 圆 理 乾坤 之 卷 ? 中 的 以 二 项 展开 为 
中 心 的 级 数 展开 法 为 圆 理 级 术 。 这 种 展开 法 比 诸 《 缀 术 算 经 》 有 两 点 进步 : 
其 一 ,采用 Newton 的 二 项 展开 式 (a 一 x)”, 即 后 来 和 算 家 所 称 的 “ 开 方 级 
术 ”5 1 进行 级 数 展开 ,以 开 方 代数 运算 与 无 穷 级 数 的 迭代 运算 取代 了 高 位 
复杂 的 数值 分 析 , 实 现 了 圆 理 算法 的 代数 化 ;其 二 ,引入 极限 方法 取代 了 以 
前 的 零 约 术 ,确立 了 圆 理 的 分 析 基 础 。 
关于 《 圆 理 弧 背 缀 术 》 与 4 圆 理 乾坤 之 卷 }》 两 书 的 作者 问题 ,一 直 是 和 算 
史上 无 法 考证 的 谜团 .。《 明 治 前 日 本 数学 史 》 认 为 前 者 是 建部 贤 弘 的 作 
品 521 后 者 则 经 过 了 松永 良 绚 的 加 工 531 因为 久 留 岛 义 太 的 《 弧 矢 弦 》 的 
内 容 很 多 与 4 圆 理 乾 坤 之 卷 》 一 致 ,所 以 加 茧 平 左 卫 门 (Kato Heizaemon， 
1891~~1976) 认 为 ,按照 久 留 岛 的 个 性 ,不 会 抄袭 《 圆 理 辊 坤 之 卷 》, 该 展开 法 
应 为 久 留 咏 所 创 , 其 好 友 松 永 良 强 将 此 法 整理 加 工 而 形成 4 圆 理 乾坤 之 
卷 》' 4 从 代数 展开 法 的 演进 顺序 上 看 ,两 书 理 应 是 介 于 《 缀 术 算 经 ?与 松 
永 良 强 《 方 圆 算 经 ) 之 间 的 作品 ,是 伴随 着 点 窜 术 代数 方法 的 普及 而 形成 的 。 
由 此 可 以 认为 ,和 算 圆 理 的 级 数 展开 方法 的 形成 是 一 个 渐次 的 过 程 。《 圆 理 
弧 背 缀 术 》 与 4 圆 理 豆 坤 之 卷 》 中 级 数 展开 法 的 代数 化 ,为 圆 理 进一步 发 展 提 
供 了 广阔 的 前 景 。 建 部 贤 弘 之 后 ,松永 良 缠 与 久 留 岛 义 太 的 数学 工作 使 圆 
理 获 得 新 的 发 展 。 


10. 4.3 求 球 砚 积 与 球体 积 : 微分 思想 与 积分 思想 

和 算 家 称 球 表面 积 为 砚 积 ,建部 贤 弘 在 4 绥 术 算 经 》 中 指出 , 关 孝 和 将 球 
视 为 顶点 在 圆心 .高 为 半径 的 圆锥 而 求 球 表面 积 .《 绥 术 算 经 》 第 八 “ 探 求 球 
面积 术 ” ,探讨 求 球 表面 积 的 问题 。 建 部 贤 弘 使 用 的 方法 就 是 关 孝 和 的 “前 
片 法 ”, 他 求 出 直径 分 别 为 d; == 1 十 A， (i 二 1,2,3) 球 的 体积 V; 和 co = 1 的 
球 的 体积 V, 即 在 A, = 0. 001, A; = 0. 000 01, A; = 0. 000 000 1 三 种 情形 


[1] 建部 贤 弘 在 4 圆 理 弧 背 缀 术 》 中 称 之 为 “版 除 求 商 术 ”, 主要 是 指数 为 2 的 二 项 式 展 开 。 关 于 一 
般 形式 的 二 项 展开 式 ,是 由 松永 良 缠 在 《算法 缀 术 草 》 给 出 的 ,后 来 安 镶 直 圆 推广 至 有 理 数 指 
数 的 二 项 式 展开 ,幕末 和 算 书 (算法 绥 术 捷 法 ;有 系统 的 推演 方法 。 其 算法 基础 是 中 国 传统 数 
学 中 的 开 方 术 , 当 然 ,实现 其 算法 的 关键 因素 是 旁 书法 的 应 用 。 

[C2] 学士 院 编 . 明治 前 日 本 数学 史 [M], 第 二 卷 . 岩 波 书店 ,1956: 318. 

[3] 学 士 院 编 . 明治 前 日 本 数学 史 LMJ ,第 二 卷 . 岩 波 书店 ,1956: 455. 

C4]】 加 应 平 左 生 门 . 像 大 左思 和 算 家 人 久 留 岛 闵 太 [ M1]. 东京 : 棋 书 店 ,1973: 33. 
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下 求 各 个 球体 积 V ,再 分 别 求 其 与 记 的 差 ( 即 其 所 谓 的 片 实 积 ) W, 二 V 一 
V,G 一 1, 2, 3), 再 以 内 外 两 球 所 夹 厚度 即 片 厚 记 一 了 (一 d) 去 除 , 得 到 
片面 积 : 


W, VWVe 
On, i > ee Ee 1 - (10. 24) 
: DR — do) 


也 就 是 说 ,如 果 球 直径 为 4, 其 内 同心 球 直径 di，, 径 差 4 一 di 二 2, 求 得 


di = (d—27x)’—>d’—di = zx(6d — 12zxd+8z’) 


本 质 上 是 将 驶 积 S, 看 成 是 内 外 球 积 差 a 二 到) 对 工 的 微分 , 即 


二 


S, = lim = lim (6d’ —12xd+8r)=nd: (10.25) 
TO Rt 


TX 


建部 贤 弘 称 这 一 方法 为 “薄皮 馒头 法 ”, 把 直径 为 1 的 球 看 做 是 不 含 皮 的 
馒头 ,万 看 作 人 馒头 皮 的 厚度 ,体积 为 V; 的 球 就 是 含 皮 的 馒头 。 事 实 上 ,建部 
是 把 球 表面 看 成 是 体积 对 半径 差 的 微分 。 

建部 贤 弘 还 介绍 了 另外 一 种 求 球 表面 积 m 的 方法 ,将 球 看 做 由 无 限 个 
无 限 小 的 锥 体 所 形成 ,这 些 锥 顶点 是 球 心 ,底面 是 球 表面 的 微 元 Am,; , 锥 高 为 
球 半径 7, 球 体积 V 也 就 是 这 些微 锥 体积 V; 之 和 ,比较 球体 积 与 微 锥 体积 和 


1 ; 
之 关系 , 即 二 mr 二 V 二 二 nil ,整理 得 了 m( 了 4d) 二 rd ,>m 一 nd。 


这 种 思想 与 17 世纪 著名 的 天 文学 家 和 数学 家 约翰 。 开 普 勒 (Kepler， 
1571 一 1630) 求 圆 面积 和 球体 积 思 想 完 全 一 致 。 


10.5“ 宅 间 流 的 圆 理 研 究 


宅 间 流 为 关 流 以 外 比较 著名 的 算 学 流派 511, 主要 活动 于 大 阪 地 区 ,该 


[1] 该 流派 第 二 代 弟 子 中 较 著 名 者 有 阿 座 见 俊 次 ,第 三 代 弟子 中 著名 者 有 镰 田 俊 清 ,第 四 代 中 有 
内 田 源 兵 卫 秀 也 较 有 名 气 , 从 第 五 代 松 冈 良 助 能 一 开始 , 宅 间 流 以 大 阪 为 学 术 活 动 中 心 。 
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流派 创始 人 为 大 阪 人 宅 间 能 清 (Takuma Yosikiyo, 生 卒 年 不 详 ) ,生活 于 宝 
永 (1704 一 1711) 年 以 前 。 宅 间 流 数学 成 就 中 圆 理 研究 较为 独特 ,其 法 有 别 
于 关 流 ,第 三 代 镰 田 俊 清 (Kamada Toshikiyo，1678 一 1744) 著 《 宅 间 流 圆 理 》 
两 册 , 以 稿 本 形式 传世 (图 10. 16) ,其 著作 时 间 与 建部 贤 弘 的 《组 术 算 经 》 
(1722) 同 年 。 另 有 题 为 《 宅 间 流 圆 理 秘 术 》( 无 署名 和 年 代 ) 的 稿 本 传世 ,其 
内 容 是 用 《 宅 间 流 圆 理 》 中 的 方法 推演 弧 长 的 级 数 展开 式 , 形 式 与 松永 良 绚 


《方圆 算 经 中 的 “内 元 率 ” 公 式 完全 一 致 。 


已 好 


让 
插 六 满怀 六 认可 


10.5.1 求 


EE 


四 


I 
E 


* 志 
We 
湾 


7 


一 
人 过 


A 
VAN 


~ 
“ 


西 日 水 汀 中 册 
二 从 半 江 绽开 再 吕 为 咱 


> 交趾 日 六 WN 导读 交 | 


CE 


up 


ee 


10.16 学士 院 藏 抄本 《 宅 间 流 圆 理 》 
《 宅 间 流 圆 理 ) 全 书 由 三 部 分 构成 。 第 一 部 分 计算 圆周 率 ;第 二 部 分 叙 


述 由 矢 求 弧 的 方法 ;第 三 部 分 叙述 以 招 差 法 推导 弧 长 的 无 穷 级 数 展开 式 。 
以 下 介绍 其 圆 理 方法 。 


圆周 率 


假设 单位 圆 直径 d= 1, 弦 为 w 一 40， 矢 六 ho ， 由 射影 定理 求 二 分 弱 QI 
(名 二 和 斜 ,或 次 方 ), 即 由 Cai) == hd,， a’ = 4h(d—h), 得 


1 下 
al 一 st = = 3 -la 
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书 中 把 a 称 做 前 方 ,把 a 称 做 次 方 ,直径 4d 与 a 构成 的 直角 三 角形 的 男 
外 一 条 直角 边 61 称 做 离 径 (或 二 斜 股 )。 显 然 , 1 = d* 一 at = 1 一 al, 被 称 做 


次 实 ,其 商 为 6 一 Vi 二 二。 计算 其 一 中 一 属 一 1 一 于 0-Vi 一 三) 一 
ss 网 /1 2 ) 且 太 二 二 (= b 二 十 姓 寺 砚 
2 十 一 从 0 了 3 1 2 OA 1 2 0 7 8 

记 内 接 正 2 边 形 的 一 边 (2 分 荡 ) 为 a;， 其 对 应 的 离 径 为 b 二 V1 一 at， 
则 次 方 为 a ， 次 离 径 为 5.41，, 通过 以 下 递 推 关系 计算 各 分 弦 与 离 径 ; 


2 1—b, 


2 
LA+Hl 一 2 bin = 


I 站 太 


镰 田 俊 清 把 世 称 做 2"' 角 实 , 把 5b 称 做 2*" 角 商 。 从 正方 形 出 发 , 边 数 
逐 增 倍 ,根据 已 知 的 数据 a: = 二 0. 5, 依次 得 到 

八角 实 妨 二 1 一 a? = 0.5 

八角 商 5, 二 0. 707 106 781 186 547 514 400 844 362 104 849 039 284 
835 937 688 474 036 588 398 689 953 662 392 310 535 194 


1 二 Bb, - ES Si js 
由 太一 一 依次 得 到 十 六 角 实 .十 六 角 商 、 三 十 二 角 实 .三 十 二 角 


商 …… 一 直 计算 到 


2” 角 商 bs 二 0. 999 999 999 999 999 999 999 999 936 219 176 451 959 738 258 583 913 822 4 


1— bs 
从 而 求 出 a 一 5 £ 一 10 于 x0.318 904 177 402 013 087 050 804 308 88, 


开 方 得 ”a4 = 10 * XxX 0.178 578 867 041 953 253 337 123 566 


圆 内 接 正 多 边 形 对 应 一 个 外 切 正 多 边 形 ,内 接 正 多 边 形 的 边 长 是 ,其 


2 
对 应 的 外 切 正 多 边 形 边 长 是 c, 则 有 一 一。 镰 田 俊 清 利 用 这 一 关系 , 逐 
一 公 
一 算出 cx 与 ck， 一 直 算 到 
cu 一 102X0.178 578 867 098 041 927 253 337 126 212 5 


分 别 对 as 和 cu 乘 以 正 多 边 形 的 边 数 2 ， 则 得 到 圆 内 接 正 2” 边 形 周 长 : 
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内 周 ri 一 3. 141 592 653 589 793 238 462 643 366 58 二 x 
和 外 切 正 2 边 形 周 长 : 
外 周 r, == 3. 141 592 653 589 793 238 462 643 416 67 二 
将 两 者 平均 ,得 到 均 周 x > 3. 141 592 653 589 793 238 462 643 391 625, 并 
给 出 各 次 寡 的 数值 。 


贸 田 俊 清 并 不 满足 于 此 ,他 还 从 圆 内 接 正 六 边 形 出 发 ,计算 出 圆 的 内 接 
正 6X22 边 形 周 长 ,重新 得 到 r 的 近似 值 : x 和 3. 141 592 653 589 793 11。 


10. 5.2 推演 弧 长 的 无 穷 级 数 展开 式 
已 知 圆 直 径 与 天 , 求 弧 长 。 设 弧 的 弦 长 为 w,， 顺 次 求 二 斜 c， 三 和 斜 
Qs ""*» Mm 条 | a,,， 其 长 比 a 小 。 首先 给 出 求 逐 斜 公式 : 


因 法 和 一 V dz 人 oa 一 May an 一 Ma 一 oo- 


假设 a 二 a 二 4, 则 a 比 内 接 正 m 边 形 的 边 长 小 ,这 时 作 与 a 相等 的 
m 一 1 个 弦 , 以 及 比 & 小 的 as， 以 构成 内 接 多 边 形 。 

若 必 一 4a, 则 < 是 内 接 正 闷 十 1 边 形 的 一 边 ,mm 十 1 就 叫 方 等 角 数 。 

若 必 二 ca, 则 把 必 叫 做 分 纺 , 以 改作 为 第 一 斜 ( 记 作 ua ) ,再 分 别 计 算 二 
斜 a ,三 斜 a，…, nn 斜 a,， (a, 过 a 过 a,_1)。 若 a = 二 a', 则 a' 等 于 内 接 
正 2 十 1 边 形 的 一 边 ,” 十 1 就 是 等 方 角 数 。 

车 a 过 < , 则 把 w == ,叫做 厘 弦 , 并 将 其 视 为 第 一 斜 a” ,按照 
以 上 算法 程序 ,依次 计算 出 二 斜 a2, 三 斜 a ,，…, /和 斜 ai。 假设 a1, 一 
<a 1, 则 a 与 a 之 间 的 差 非常 小 ,这 时 可 认定 a,”== a”, 从 而 a” 等 


于 内 接 正 /+1 边 形 的 一 边 , 故 其 相对 应 的 弧 长 ”是 圆周 rd 的 -而 


1 
/十 1 


一 ww 所 对 应 的 弧 长 p' 等 于 | rd 一 Crd) | ,那么 原 纺 a 所 对 应 


的 弧 长 p 等 于 


1 1 1 
到 [=a ic | 
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天 1 LA LA 1 
] =—{xd—p’},p’ =—{xd—p’), p= —nd 
| p bd p},p ey 大 }， 去 i 


按照 以 上 算法 程序 分 别 计算 出 & = 10, a 二 8 以 及 d = 10, a 二 6 两 种 
情形 的 弧 长 。 

随后 , 饶 田 俊 清 用 招 差 法 推演 弧 长 的 无 穷 级 数 展开 式 。 设 圆 直 径 4 二 1， 
给 出 6 个 插值 节点 : 甲 拓 hi 一 0.05, 乙 矢 见 = 二 0.1, 两 儿媳 一 0.15， 丁 矢 
h 二 0.2,; 戊 和 拓 有 hh == 0.25, 已 和 拓 hs = 0.3。 

用 第 一 部 分 求 圆 周 率 的 演算 方式 ,计算 出 各 矢 对 应 的 近似 弧 长 : 


甲 弧 六 一 0.451 026 811 8 
乙 弧 六 二 0. 643 501 108 79 
丙 弧 p; 二 0.795 398 827 
丁 弧 ps 二 0. 927 295 218 
戊 弧 p; 一 1.047 197 551 19 
己 弧 ps 一 1.159 279 480 73 


, ge 
接着 ,计算 2Vhid 与 一 一 一 一 1 == pW , 后 者 被 称 做 元 积 , 一 - 一 pt， 
; 2vVh:d l hs B 


被 称 做 定 只 ,于 是 计算 出 定 积 序列: 


甲 拓 六 一 0.05， 甲 定 积 pi” == 0. 170 532 217 19 

乙 矢 hh, = 0.1， 乙 定 积 ps = 0. 174 645 903 11 

再 矢 h, = 0. 15， 丙 定 积 psY 一 0. 179 036 467 92 

丁 矢 h, = 0.2， 丁 定 积 ps” 二 0. 183 737 856 65 

成 矢 hs = 0. 25， 成 定 积 六 = 0. 188 790 204 78 

已 和 拓 hh = 0.3， 己 定 积 ptY 二 0. 194 241 789 16 
假定 弧 长 可 表示 为 

/2 人 和 (人 人) 


接着 用 累 裁 招 差 法 依次 求 出 其 系数 : 定 差 A, 平 差 A,, 立 差 A,, 三 乘 
差 Al， 四 乘 差 Ai, 五 乘 差 As 。 招 差 过 程 如 下 : 
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首先 假定 弧 长 满足 下 列 插值 多 项 式 


p=B+i+Bhi+Bh +Bh +Bh +Bnh’ 


用 累 裁 招 差 法 依次 求 出 其 系数 : 五 乘 差 B。， 四 乘 差 B;， 三 乘 差 B,， 立 差 


B;,， 平 差 B,, 定 差 Bl。 得 到 


B, = 0.052 023 786 8， B, = 0. 002 251 906 55 
B, = 0.035 680 210 68, B, = 0.043 945 704 642 
B, = 0.075 043 156 922 8, B, = 0.166 665 704 732 12 


接着 再 假定 


P=CG 二 Chi+CRh +Ch +Cnh 


由 前 面 的 五 个 插值 点 (4,,，p,) (i 一 1, 2, 3, 4, 5), 用 招 差 法 计算 出 


C, = 0. 020 634 873 325， C, = 0. 024 625 156 005 
C, = 0. 045 408 873 73， C, = 0.074 954 066 18 
C, = 0. 166 667 655 624 673 


B 


因 Bi 一 C1,B, 一 C;,B,; 一 C;,… 都 比较 小 , 故 取 平 均值 A; = 


Ai, = 0. 166 666 680 178 397 5， 


2 = 0.074 998 611 551 4， 


人 | 恬 


; = 0. 044 677 289 186， 


利用 零 约 术 “124 依 次 得 到 它们 的 近似 分 数 


国 二 3 5 3 


1 
Ai 一 二 一 二 ， ,二 一 一 ;二 一 
6 3! 40 51 112 


由 此 归纳 出 A » Ai; ， Ai ， … 等 数值 ,于 是 得 到 公式 


[1] 方法 见 本 书 第 7 章 。 


51 


em 
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p=21a [1+ (4)+ 他] 二 2 a A 


10. 5.3 推演 弦 的 无 穷 级 数 展开 式 

假设 圆 直 径 4 王 1 ,给 出 6 个 插值 节点 : 甲 天 太一 0.05, 乙 和 天 户 王 0.1， 
两 矢 ia == 0.15, 丁 矢 及 == 0.2, 成 矢 店 == 0.25, 己 矢 h。 二 0.3， 庚 矢 
hi 一 0.4, 计算 出 各 矢 对 应 的 近似 弧 长 : 

甲 弧 pi 二 0. 451 026 811 8 

乙 弧 p, 一 0.643 501 108 79 

丙 弧 ps = 0.795 398 827 

丁 弧 ps 一 0. 927 295 218 

戊 弧 ps 二 1.047 197 551 19 

己 弧 ps = 1. 159 279 480 73 

庚 弧 pj 二 1. 369 438 486 01 


由 h; 与 d 二 1, 求 各 弧 之 对 应 弦 a;， 并 分 别 计算 
元 积 1 一 二 wy， 限 数 p,， 定 积 六 ge 
假定 弦 长 可 表示 为 
p 6 
)+A4， 和 ) | 


用 招 差 法 依次 求 出 系数 : 定 差 A , 平 差 A,, 立 差 A;， 三 乘 差 A,， 四 乘 差 
人 Ai; 五 乘 差 A， se 
为 此 , 先 假定 弦 长 满足 下 列 插值 多 项 式 : 


a=p(1—A,( eS (8) ++4, ( 


AL | 心 
SS 


a=B+Bp+Bp +Bp’ t+B;p’' Bp + Bp 
用 累 裁 招 差 法 依次 求 出 其 系数 : 


六 乘 差 B; 二 0. 000 025 608 230 28 
五 乘 差 B, 二 0. 000 293 158 961 409 776 914 02 
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四 乘 差 B, 一 一 0. 000 810 435 001 861 3 

三 乘 差 B, 一 一 0. 008 138 274 287 171 5 
立 差 B, 一 一 0. 000 193 361 882 972 8 

平 差 B, = 0. 166 705 182 347 928 324 8 
定 差 B, = 0. 000 005 063 590 500 303 388 61 


接着 再 假定 
Q 一 Cn 十 Czzp 十 C3 广 十 Ci 太 二 Csp" 十 Ce 本 
由 前 面 的 五 个 插值 点 (4;, p,) (i 二 1, 2, 3, 4，5),， 仍 用 上 面 计 算 程 序 算出 


Ce = 0.000 164 510 920 65 

Cs = 0. 000 083 833 079 962 757 134 255 
CGC = 0.008 423 943 795 045 08 

Gs 一 由 .000 055 751 544 035. 955 175 

C, = 0. 166 652 450 337 804 

Ci = 0.000 001 590 374 924 


及 十 已 


取 B; 与 C; 的 平均 值 , A; == 7 


,依次 得 


Ai, = 0. 000 001 736 607 788 151 694 3， 
A, = 0. 166 678 816 342 866 162 4 

A; = 0. 000 034 380 516 996 842 241 2， 
A 


A, = 0. 008 281 109 041 108 290 
利用 零 约法 ,依次 得 到 A; 的 近似 分 数 


WE 放 四 这儿 
6 31 120 51 


由 此 归纳 出 A;，As,， 4A;，… 等 数值 。 即 得 到 公子 


a— pi (2) + 让 (2) 一 二 (2) + (10. 27) 
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10.6 ” 久 留 岛 义 太 与 松永 良 滨 等 人 的 圆 理 研 究 


10.6.1 久 留 岛 义 太 的 圆 理 研究 

建部 贤 弘 开拓 的 圆 理 方法 为 久 留 岛 义 太 (Kurushima Yoshihiro，? 一 
1757) 与 松永 良 缠 (? 一 1744) 等 人 所 继承 、 充 实 和 发 展 , 自 此 开启 了 圆 理 内 
容 的 繁荣 局 面 。 久 留 岛 义 太 , 字 喜 内 ,号 遍 数 或 沾 数 , 备 中 松山 ( 今 罗 山 县 高 
梁 市 ) 人 , 靠 自 学 而 成 为 数学 名 家 ,是 和 算 家 中 少 有 的 奇才 ,其 业绩 可 与 关 孝 
和 、 建 部 贤 弘 等 人 相提并论 ,其 圆 理 研 究 成 果 主 要 反映 在 稿 本 《 久 氏 弧 背 草 》 
与 ( 久 氏 遗 稿 "1] 中。 

设 圆 的 直径 为 4, 弧 的 和 撩 ( 即 其 所 谓 的 大 矢 ) 为 h, 二 和 斜 矢 (二 分 弧 对 应 的 
小 矢 ) 为 hh, 久 留 岛 义 太 根据 射影 定理 , 推 得 


4h?— 4dhi+dh=0 


并 用 开 方 级 术 进 行 二 项 式 展开 ,得 到 


2k—1 (2 


JAjs 710.98) 


. : 
hh， 一 A,, A =O—, A, = 
| 和 4 0 


此 式 已 见于 建部 贤 弘 的 《 圆 理 弧 背 术 》。 久 留 岛 义 太 没 有 采用 《 


理 赣 坤 之 卷 ) 中 的 做 法 , 即 由 移 代 公式 : 碾 一 dh 十 一 0 以 及 开 广 


缀 术 ,逐一 求 出 各 斜 矢 hs ,hs,，… ,有 ,的 级 数 展开 式 , 而 是 直接 给 出 无 穷 
级 数 


六 = 甸 4 十 二 Ai 人 全) 十 攻 A ( 全) 二 As( 全 ) 计 010.29) 


相当 于 给 出 半 弧 背 笑 的 级 数 展开 公式 : 


(EY a 1, A, = 2 大 A | 
2 £0 (gk 十 1)[2Ck 十 1) 一 1] 


(人 ) (10. 30) 


这 一 公式 和 建部 贤 弘 在 《 缀 术 算 经 》 中 推演 的 公式 是 一 样 的 。 在 4 久 氏 


[C1] 《 久 氏 遗 稿 ? 为 户 板 保佑 的 4 关 算 四 传 书 ?所 收 。 
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弧 背 草 》 的 另 一 地 方 , 他 由 


1 
hh =a Vdtd —h) 


» 6 33 4d E》 
通过 其 所 谓 的 “ 步 术 ”: mi 一 天 一 2 二 茂 1 一 2 (k 二 2,3,4,…), 推演 


出 小 矢 的 级 数 展开 公式 : 4, 一 于，Au 二 全 ,hh 一 > 相当 于 公式 : 
= [1+ 允 (I 二 )] (10. 31) 


值得 注意 的 是 , 久 留 岛 义 太 用 代数 方法 对 式 (10. 29) 进 行 了 级 数 反 演 ， 
获得 了 矢 的 级 数 展开 式 : 


2 4 © 
i am 


这 一 公式 在 松永 良 呢 的 《方圆 算 经 ) 中 也 出 现 过 ,不 知道 他 们 俩 是 谁 先 
获得 的 。 
在 4 久 氏 弧 背 草 》 中 ,和 久 留 岛 义 太 还 给 出 了 圆周 率 的 一 个 级 数 表达 式 : 


(2& 一 1)? 
二 3》'A,, 其 中 A,=1, A, 二 
和 其 中 人 4 4&(4& 十 2) 


Ai (公式 中 A 称 做 第 数 ) 


而 且 构造 了 一 个 由 弧 长 求 直径 的 独特 算法 ( 圆 直 径 为 4 ,圆周 长 为 <): 


四 | ($) +( 和 jz+z 一 0, 解 出 方程 的 根 zi ， 


1 fe [a 
由 一 地 ( 生 ) 十 (后 二 而)z 十 z=0, 解 出 方程 的 根 zs， 


由 一 了 (<) +(E 十 六 十 忆 )z 十 之 一 0, 解 出 方程 的 根 zx;， 


如 此 ,一 直 和 迭代 下 去 , 求 出 系列 的 方程 根 : zi ，zz ，7zs， …, 则 


d 一 a 十 强 二 证 


久 留 岛 没 有 说 明 其 方法 的 构造 原理 ,加 芯 平 左 卫 门 曾经 以 三 角 函 数 的 方 
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式 予 以 证 明 51252] ,尽管 三 角 函 数 通 过 明 末 清 初 汉 译 西学 著作 以 及 梅 文 易 的 著 
作 传 人 了 日 本 ,并 为 和 算 家 所 接受 ,但 和 算 家 的 数学 研究 中 基本 都 不 使 用 这 种 西 
方 方 法 ,所 以 加 芯 平 左 卫 门 的 复原 方案 未 必 合 于 久 留 岛 造 术 的 真实 思路 。 

久 留 岛 对 圆 理 研究 男 一 主要 贡献 是 在 圆 理 极 数 术 方面 ,这 方面 的 内 容 
已 详 于 本 书 第 2 章 , 这 里 不 再 重复 。 


10. 6.2 ”松永 良 强 的 圆 理 研究 

松永 良 缠 , 原 为 久 留 米国 有 马 藩 “32 的 浪人 ,由 于 数学 才能 而 于 享 保 十 
七 年 (1732) 受 聘 于 移 城 平 藩 542 藩主 内 芯 政 树 (Naitou Masaki，1703 一 
1766) ,成 为 内 了 藤 家 的 武士 。 根 据 4 荒 木 先生 茶 谈 》 以 及 松永 良 缠 授予 西 过 重 
胜 CNishitsuka Shigekatsu, 生 卒 年 不 详 ) 的 免 许 状 “5 可 以 知道 ,松永 良 绚 曾 
经 在 江 户 师 事 关 孝 和 的 弟子 荒木 村 英 (Araki Murahide，1640 一 1718) 。 松 
永 通过 对 《 括 要 算法 》 的 学 习 和 研究 ,学 力 大 增 , 他 对 此 书 的 增补 .订正 达 120 
处 以 上 。 但 从 学 术 关 系 上 看 ,他 似乎 更 像 是 建部 贤 弘 的 弟子 。 关 考 和 、 建 部 
的 学 术 全 部 由 松永 继承 ,松永 还 吸收 了 久 留 岛 义 太 的 一 些 学 术 成 果 , 对 它们 
加 以 系统 整理 。 松 永 去 世 之 后 ,其 所 有 的 书稿 都 遗留 给 了 弟子 山路 主 住 
CYamaji Nushisumi，1704 一 1773) 。 关 孝 和 、 建 部 贤 弘 等 人 创立 的 圆 理 算法 
被 松永 良 缠 进行 了 系统 化 的 整理 ,这 些 圆 理 研究 成 果 主 要 反映 在 其 ( 立 圆 
率 》(1726)《 割 圆 十 分 标 》(1736)《 弧 矢 立 成 法 》(1736)《 太 阴 率 》(1738)、 
《方圆 算 经 )(1739) 《算法 组 术 草 》(1740)、 《方圆 杂 算 》( 时 间 不 详 )《 圆 周 
率 兴 时 间 不 详 ) 《算法 集成 》( 时 间 不 详 ) 等 书 中 ,其 中 《方圆 算 经 》 和 《 立 圆 
率 》(1726) 不 仅 包 含 一 些 新 的 无 穷 级 数 和 无 穷 小 方法 ,而 且 对 后 来 的 圆 理发 
展 产生 了 重要 影响 。 


C1] 加 腾 平 左 第 门 . 优 大 左 召 和 算 家 入 留 岛 义 太 [M]. 东京 : 棋 书 店 ,1973: 11. 

[C2] 加 更 平 左 生 门 . 和 算 /研究 .行列 式 及 圆 理 LMI]. 东京 : 东京 开 成 馆 ,1940: 109. 

[3] 今 九 州 地 区 的 福冈 县 境内 。 

[4] 今 福 岛 县 境内 。 

[5] 江 户 时 代 的 各 种 学 艺 (包括 和 算 ) 的 研习 与 承 传 都 是 在 “家 元 一 免 许 ”制度 下 进行 的 。 这 种 学 
忆 际 传 制度 疡 生 于 江 户 初期 ,为 武家 社会 .宗教 系统 、 各 类 艺 道 所 普遍 采纳 。 艺 道 的 各 门派 常 
被 冠 以 某 “家 ”,“ 家 ”是 虚拟 的 “家 族 ” 单 位 ,以 师 徒 关系 为 纽 结 ,是 学 艺 门派 的 存续 形式 ， 门派 
内 的 最 高 组 织 者 或 学 艺 的 权威 者 ,被 称 作 “ 家 元 ”“ 某 某 流 道统 ”或 “ 宗 统 传人 ”, 很 类 似 于 匠 作 
制度 。 家 元 与 门人 各 有 特定 的 权利 与 义务 ,家 元 对 1 ] 人 传授 技艺 ,并 根据 其 修业 情况 发 给 修 
业 “ 免 许 状 ”“ 免 许 状 ”相当 于 学 力 等 级 证 书 , 以 证 明 其 所 学 门派 与 学 力 。 
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《方圆 算 经 ) 为 抄本 ,分 为 3 卷 , 卷 一 包括 圆 率 和 弧 背 率 , 是 关于 弦 、 弧 、 矢 
等 的 无 穷 级 数 展开 ,相当 于 (arcsin x)*，arcsin zx，sin x，cos x 等 三 角 函 数 
的 短 级 数 展开 ; 卷 二 是 方 率 ,是 圆 半径 RR 关于 圆 内 接 正 n 边 形 边 a 的 级 数 展 
开 式 以 及 相当 于 csc x, cot x 等 三 角 函数 的 级 数 展开 ; 卷 三 内 容 为 贺 充 方 和 
弧 中 截 斜 ,是 圆 内 接 正 n 边 形 边 a 关于 nn 的 级 数 展开 式 等 。 

记 圆 的 直径 为 d = 2R, 弦 为 a, 弧 为 p, 矢 为 h, 马 形 面积 为 A, 其 级 数 展 
开 式 分 别 如 下 : 


1) 求 圆 率 
首先 给 出 周 数 寡 : 
| 12 12 。22 12 。22 。32 
2 一 要因 | | -| 
heh) sd | 
了 这 本 
= 2 1 2 
gd 2 | (10. 33) 
再 求 出 周 数 
下 12 。3: 1 
= 1 | de 
we ad Tee doled Trib oe lee | 
[C2111] 
3d(l142 
3d| 宛 (4& 十 2)11 


2) 求 绝 背 率 
(1) 求 背 窜 


tal 3 ( ) 0 人 1 3 人 ) + | 


=4ad {1412 Fe (4) | (10. 35) 


(2) 求 背 数 内 元 率 


一 < 1 十 二 (二 ) 计 2 人 (全 ) 2 (4) + | 


3。5 dd 3 局 志 2 
二 (2k)11 h 了 
= 1 寺 ee 
“| 2 (10. 36) 


(3) 求 背 数 的 中 元 率 
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p= 2Vhall Le Ae 


3l\d 5 a 7! d 
[CC2R 一 1)11 /大 下 
=2Via(1+ > Ct 后 | (10. 37) 


(4) 求 背 数 的 外 元 率 


2 G 
性 | | | 


- —2)1l /ht 
te qo. 38) 
3) 求 夭 
2 1 p 2 1 p 4 1 p 6 
n= pi Ee el 于 | 
2 (一 1 p 2k 
= Ck 4 2)! 困 | | (10. 39) 
4) 求 弦 
2 4 6 
a=p(! i 二 二 | 
cc TAN 2k 
= pl1+ > i | | (10. 40) 
5) 求 积 
A 2 a i 3 
| 


2 Ca 


4 (2k 十 3)11 (10. 41) 


《方圆 算 经 》 没 有 记录 这 9 个 圆 理 公式 的 推演 过 程 及 其 相互 关系 ,由 于 当 
时 已 经 建立 了 无 穷 级 数 的 开 方 乘除 、 反 演 等 代数 运算 方法 , 故 这 9 个 公式 之 
间 可 能 存在 以 下 关系 : 对 式 (10. 33) 使 用 开 方 级 术 , 便 得 到 式 (10. 34); 对 式 
(10. 35) 使 用 开 方 级 术 就 得 到 式 (10. 37) ,也 可 由 式 (10. 36) 得 到 式 (10. 37); 
可 由 式 (10. 35) 除 以 式 (10. 36) ,得 到 式 (10. 38); 对 式 (10. 35) 进 行 无 穷 级 数 
反 演 , 可 求 得 其 反 函 数 式 (10. 39); 对 式 (10. 36) 进 行 无 穷 级 数 反 演 可 得 式 
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《10. 40)。 

以 下 是 方 理 的 内 容 , 也 就 是 所 谓 的 “ 方 理 缀 术 ”( 也 属于 角 术 ), 即 正 多 边 
形 的 公式 , 方 率 主要 是 角 中 径 , 平 中 径 、 距 面 斜 弦 等 关于 角 数 、 边 长 以 及 距 数 
的 级 数 展开 。 为 计算 方便 ,多 边 形 边 数 
多 取 n = 6t。 正 多 边 形 的 边 数 称 作 角 
数 ,外 接 圆 半 径 称 作 角 中 径 , 内 切 圆 的 
半径 称 作 平 中 径 ,对 角 线 称 作 距 面 斜 
弦 。 记 和 角 数 为 n, 正 多 边 形 的 边 长 (或 
面 ) 为 a, 角 中 径 为 R， 外 接 圆 直径 为 
d, 平 中 径 为 r, 距 m 面 斜 纺 为 w,, 距 六 
面 斜 矢 为 h,, (如 图 10. 17)。 

1) 求 方 率 图 10.17 《方圆 算 经 》 中 的 方 理 图 

(1) 求 角 中 径 知 


na 2(n:—36) na’ 


R’ 一 
36 4len 36 
dn —36na 2 一 36) na v2 一 
全 36 wa ed 和 2 一 307 (10. 42) 

30n 36 41 。722 36 4l 。71 
(2) 求 角 中 径 
2—36 /za 9 一 36 naw—36\m— 36 
RE nan ) a 
6 6 247z 6 -80% 6 24m ) 247 ee 


(3) 求 距 m 面 斜 终 
当 772 区 3 时 ， 


a, 一 Mi 十 2{( 一 9XLGOmz 一 1 六 十 (一 3)]) 二 (2422) 十 2{( 一 9722 xX 


[GO 一 1 关 十 (2 一 3) 十 81X[Omz 一 1 十 (2 一 3) 和 二 (407 ) 十 
2{ 一 36n! X[(Om 一 1] 十 (一 3) 十 4052 X[LOom 一 1) 十 

(一 3) 一 729X[(GOn 一] 六 十 (一 3 一 (60 ) 十 … (10. 44) 
当 闵 二 2 时 , (x 一 1)Y 十 (m 一 3)*(&€ NN) 只 计算 (m 一 1)*, 其 等 于 1。 
2) 求 方 率 的 捷 术 

首先 给 出 “太阴 率 ”, 即 伯 努 利 数 列 : 
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甲 率 一 B, 一 所 , 乙 率 一 有 一 去 ,两 率 一 B 一 南 , 本 率 一 B, 一 站， 
a 5 
友 率 一 到 一 了，… 
(1) 求 角 中 径 R 
R 一 至 人 + 一 DB (TE) + -DB (TE) 十 多 一 DB (TE) + 
-二 (二 ) 人 + 袜 ce 一 DB (二 ) | (10. 45) 
(2) 求 平 中 径 > 
-| 
-2(2)(1— 2, (=) } (10. 46) 
(3) 求 距 x 面 弦 a 
“ema (E) + 人 人) (eo) 
=alm+2> 2 (2) | (10. 47) 


其 中 : OO = (m— 1)* 十 (mm 一 3)* 十 (mm 一 5)* 十 …， Ek 所 N 


3) 圆 充 方 
主要 是 边 Q, 距 7 面 斜 弦 Um , 距 m 面 斜 矢 ,关于 角 数 n, 直 径 d, 距 数 m 的 级 
数 展开 。 


(1) 求 角 面 w 
3d 1 /ze36 1 /36\ /9m— 36 
[0 一 [+ | 7 上 sl ) 六 + 
3d Ss 1 (2 一 1)27P | 
二 竺 | 1 十 2 
| + 乞 er 了 (10. 48) 
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(2) 求 距 流 面 斜 纺 a, 


3d 1 /ro 36m 1 /ro—36m\ /rr — 36m 
Cm [1 | ) Se 2 )( ? 诗 


n n n 


| 作 一 367zz ) = — 36n72 ) (至 — 36m + 


26 71 rn ne 12 
| = 1 E Dn Sr | 

二 这 引证 十 声 10. 49 
rl S09 


(3) 求 距 mm 面 斜 入 


m 


村 wa + CE = jt 


n 


2 /7 — Om /dr — mm 
| 


n 


2 CE = ) < = ) = 2 + 


81 nm n 
9m:d 至 1 2 | 
A [1+2> pl 2 $10. 350) 
4) 绝 中 截 斜 


主要 是 距 m 斜 和 撩 思 ,、 距 m 斜 防 a, 关于 角 数 nn、 直 径 4 二 2R、 距 数 m、 弧 矢 h、 
弧 弦 a 的 级 数 展 开 。 


10.18 


如 图 10. 18, 设 角 数 为 n, 直 径 为 4 = 2R, 距 数 m, 距 m 面 斜 弦 为 w, 距 关 面 
斜 矢 为 , 弧 矢 为 h, 弧 弦 为 a, 则 依次 求 下 列 两 级 数 。 
(1) 求 距 zz 面 斜 和 撩 久 ,, 


2 


+ 


n 
(2) (= = |) (+ 
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k i 
hm hm [1 2 (2) TT | (10. 51) 
7 


人 1 二 al n 

(2) 求 距 x 面 斜 弦 ww 

a = [1 (+ 会) 他 二 (和 + 
2 


ne 


1 2 ne 
= 至 | 1 + (2k 十 1)1 ) I 2 | (10. 52) 


i=1 n 


《方圆 算 经 ) 同 样 没有 给 出 这 些 方 率 公式 的 推演 过 程 。 

和 算 圆 理 研 究 的 出 发 点 从 最 初 就 循 着 求 弧 长 与 求 球 积 两 条 路 线 发 展 ， 
建部 贤 弘 对 弧 长 公式 的 研究 导致 了 三 角 函 数 的 宕 级 
数 展 开 的 研究 , 关 孝 和 求 球 积 方法 的 发 展 导致 了 定 积 
分 方法 的 建立 。1726 年 ,松永 良 弹 著 《 立 圆 率 》, 主要 
是 计算 球 冠 体积 与 球体 积 的 问题 ,他 将 村 松茂 清 与 关 
孝 和 的 “ 削 片 法 ”使 用 到 无 穷 情形 ,正式 使 用 了 极限 概 
念 和 方法 。 设 球 的 直径 为 4d, 球 冠 的 矢 ( 高 ) 为 h, 用 平 


于 生生 法 行 平 面 将 失 分 割 等 分 (如 图 10. 19) ,过 等 分 点 作 平 


行 的 弦 a;, 各 弦 对 应 的 矢 为 h; ,其 计算 球 冠 体积 算法 
的 步骤 如 下 : 
(1) 求 各 弦 虞 之 和 


人 
i 一 1 i=1 


| | 

™ 
i 
S| 
sk 

~ 
Tw 
A | 


(2) 求 通 积 


和 Eo 让 ~ (Ghd An: 2 | 
te 名 n 3 n 


(3) 求 球 缺 之 约 积 


2h° 


第 10 章 几何 求 积 与 无 穷 级 数 展开 法 : 圆 理 缀 术 333 


(4) 求 球 缺 之 定 积 


V = py (10. 53) 
s 4 12 


他 令 h 二 d /2, 这 样 得 到 半球 体积 


a (10. 54) 


val A d d ) 工 
在 第 (3) 步 的 计算 中 ,松永 指出 : 
以 片 数 除 失 为 厚 , 自 之 ,以 和 失 相 乘 , 倍 之 得 数 以 减 寄 位 , 余 为 三 段 通 
积 ,更 细 钼 之 。 片 数 至 多 者 , 厚 数 其 少 也 ,以 甚 少 之 厚 数 乘 失 , 则 其 数 至 
微 也 ,至 微 之 极 以 无 为 限 , 故 约 去 厚 守 相 乘 ,为 立 圆 阅 约 积 也 [1 
明确 提出 了 极限 的 概念 ,与 今天 的 定 积分 算法 完全 一 致 。 松 永 良 缠 的 《方圆 
算 经 》 及 山路 主 住 考 订 的 《 玉 积 真 术 》( 作 者 、 年 代 不 详 ) 都 记录 了 此 积分 算 
法 。 其 后 , 安 岛 直 圆 (Ajima Naonobu，1733 一 1800 ) 与 和 田 宁 (Wata 
Yasushi，1787 一 1840) 循 着 这 一 发 展 路 线 , 获 得 了 重 积 分 算法 以 及 具有 一 般 
性 的 积分 算法 ( 圆 理 豁 术 ) 。 


10.7，” 安 岛 直 圆 的 怕 背 术 与 二 次 圆 理 缀 术 


安 岛 直 圆 被 称 做 “和 算 中 兴 之 祖 ”, 和 算 圆 理 算法 由 于 他 的 工作 而 出 
现 转 折 , 全 面 进 入 积分 算法 时 代 。 其 圆 理 研究 成 果 主 要 反映 在 《4 弧 背 术 
解 》( 年 代 不 详 ) 《圆柱 穿 空 圆 术 》(1794) 《圆柱 穿 空 贺 术 起 源 》( 年 代 不 
详 )《 湾 背 解 术 》(1797) 《十字 环 真 术 》(1794) 等 稿 本 中 。 弧 背 术 即 相 
当 于 反 三 角 函 数 级 数 展开 法 , 安 岛 采用 定 积 分 算法 进行 级 数 展开 ,与 以 
前 建部 贤 弘 、 松 永 良 弹 、 久 留 岛 义 太 以 及 宅 间 流 的 展开 方式 不 同 , 以 前 展 
开 方 式 都 是 将 弧 若 干 等 份 ,直接 求 弧 长 ,而 他 是 将 弦 若 干 等 份 , 先 求 马 形 
面积 ,再 求 弧 长 。 设 弧 的 直径 为 gd, 弦 长 为 wa, 求 弧 长 p。 安 岛 的 做 法 
如 下 : 


[1] 松永 和 良 强 . 立 圆 率 [A]. 平山 视 , 内 芯 淳 篇 . 松永 良 强 [C]. 松永 和 良 强 刊 行 会 . 东京 : 东京 法 合 出 
版 株式 会 社 ,1987: 81. 
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首先 如 图 10. 20(a) ,将 把 弧 p 对 应 的 弦 a 进行 2n 等 分 ， 人 二 A, 称 作 


图 10.20 


于 是 ,根据 勾 股 定理 可 求 出 过 等 分 点 的 各 纵 弦 长 , 即 


长 VE- 一 (<) -< 一 (全 ) (2) 


人 


三 长 6 = 二 Va GaF = (2) -zh EE 
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k 长 b, =Vd’ — (RA) -jz (2) = 41— | 人 | 


利用 开 方 缀 术 对 各 长 进行 二 项 式 展开 ,得 到 


一 长 让 一 4 一 二 (全 ) (二 ) 二 (全 ) 全) 一 高 (全 ) 人) 


人 ( 下 ) 全 | 
d= 


15 “ 12、 105 
1 局 了 | 


= 长 让 一 4 一 二 (和 ) (2) -二 (全 ) (三 ) -六 (8) (2) 


是 (全 ) (2) 3 (4) (2) —] 
Te 
人 3 (4) (全 ) | 


对 上 面 系列 级 数 进行 倒 加 ,得 


2 Sy 4 py 6 i 
pr 
15 企 ot 105 全 外 2 ] 
384\d n: 3 840 \d ny 


用 反 积 术 求 出 各 级 乘 方 埃 的 和 式 2 六 ,并 代入 各 级 中 ,得 


2 Cn 十 372 十 n) 


Dn 5 rr 2 


n 
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1 3 
] (2 ) Bo 十 15n' 十 10m 一 n) 
8 这 7 


外 十 21ns 十 2172 一 773 十 n) 
3 时 ) 42 
48 \d ne 


: C10m 十 45n’ 十 60n 十 42n’ 十 20n 一 3n) 


15 
7 G ) ns 


10 Cm! 十 33n" 十 55m 一 66n 十 66n 一 337 十 5n) 


105 
3 840 ( d ) ny" 


图 10. 20(b) 的 图 形 面积 为 S' 一 420， 于 是 , “ 带 直 弧 形 ” 即 图 
10. 20(0) 的 图 形 面积 为 S 一 limS” ( 安 岛 明确 指出 “车 堆 数 至 多 之 极 数 , 则 
子 者 至 少 之 极 数 也 。 于 是 , 积 形 为 上 下 弧 积 而 中 带 直 形 之 象 "511)。 因 
kA 一 a, 代入 以 上 式 ,并 整理 得 


1/ 2ad 3adA adA’ 
BS AY 4 ( ) 
42 2 2 a dz 由 下 


1 ( 6ad l5adA 1l0adA’ “4 
240\ dl da!’ d dd 
3 ( 6a’d 21laidA 2ladA” 7a dA < ) + 
2 016 cl d’ a’ a ds 
时 全 >: 45a' dA 60a dA | 42a dA 
34 560 ds ds ds ds 
20a dA® | 3ada ) 105 ( 6a'd 33a"dA S55adA’” 
ds | ds | 253 440 dn pi a | 
66a'dA" 66a'dA® 33asdAs 5adA™ 
a 2 dad" a ) 


当 截 数 n 趋向 无 穷 时 , 子 (A) 趋 于 0, 上 式 中 上 略 去 含 A 的 项 521, 整 理 得 : 


[C1] 安 岛 直 门 . 弧 背 术 解 LAl. 见 : 徐 泽 林 译 注 . 和 算 选 粹 [C]. 北京 : 科学 出 版 社 ,2008: 469. 
52] 对 此 极限 过 程 , 安 岛 直 圆 解 释 道 :“ 截 数 至 多 , 则 子 至 少儿 。 至 少 之 极 数 者 , 空 也 。 故 第 一 行 有 
形 ,而 第 二 行 以 下 皆 尽 而 为 空 , 即 带 直 弧 积 之 真 数 也 。” 
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lw 二 本 3 a’ 15 a’ 105 ca 
6d 40 必 3364d 34564d’ 42240 4 


S= limS’=ad 
k=oo 


又 中 间 “ 直 ”的 面积 S1 等 于 弦 与 & 长 之 积 (五 子 与 五 长 之 积 ) , 即 


ld(kA)” 1d(kA)” 3d(kA)’ 
2 惕 8 a 48 ds 


S1 = (kA)b; = kAd 


15 d (kA)’ 105 qd (kA)! 
384 gs 3 840 a 


] ca 1] cas 3 da’ 15 wa 105 cc 
2 过 8 da 48 ds 384 gs 3.840 a 


4S， 
又 因 扇形 面积 为 S, 一 Tpd, 弧 长 二 一 闻 , 所 以 


2 一 > li So Sa 8 a, 3 a 
人 -eteRtaor nr T152 天 二 7865 下 


进一步 将 系数 递 推 关系 整理 如 下 : 


2 


及 (272 十 1) [二 | 
A, (22 十 2)(22 十 3)\dz 


最 后 ,又 给 出 内 元 率 形式 的 背 数 级 数 展开 式 : 


p22Via[1+ 记 (各 ) 于 (2 | 让 三 [= ) +-| (10.55) 


在 安 岛 直 圆 的 上 述 方法 中 ,把 各 长 b 二 Vd 一 (CAA) 进行 级 数 展 


开 , 为 第 一 次 缀 术 ; 再 将 这 系列 的 无 穷 级 数 进行 大 加 , 妈 426, 便 是 
第 二 次 级 术 , 所 以 他 的 方法 被 和 算 家 称 作 “ 二 次 圆 理 级 术 ”, 相当 于 二 
重 积 

安 岛 直 圆 还 用 他 的 二 次 缀 术 解 决 求 圆 穿 空 圆柱 的 体积 计算 问题 , 即 已 
知 原 圆柱 的 直径 为 D, 用 一 个 直径 为 4 的 圆柱 与 之 直 交 相 穿 , 求 直 交 部 分 
( 穿 去 积 ) 的 体积 V( 如 图 10. 21) 。 其 方法 载 于 其 稿 本 著作 (圆柱 穿 空 国术 》、 
《圆柱 穿 空 加 术 解 ) 与 (圆柱 穿 空 加 术 起 源 ) 之 中 。 这 是 和 算 中 所 谓 的 “ 穿 去 
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问题 ”, 其 渊源 可 追溯 到 关 考 和 的 相关 研究 511 以 及 青山 利 永 (Aoyama 
Toshinaga, 生 六 年 不 详 ) 的 《中 学 算法 (1719)。 安 岛 直 圆 用 二 次 级 术 方 法 ， 
成 功 地 解决 了 这 样 的 问题 ,相当 于 独自 求 出 二 重 积 分 


图 10.21 圆柱 穿 空 圆 图 


安 岛 直 圆 给 出 两 种 解法 《圆柱 穿 空 圆 术 》 与 4 圆柱 穿 空 圆 术 解 》 给 出 第 
一 种 解法 : 

首先 用 平行 于 两 圆柱 轴 所 在 平面 之 诸 平 行 平面 截 穿 去 体 ,每 个 截 口 
是 带 直 弧 形 。 求 这 些 带 直 弧 形 的 面积 (在 《4 弧 背 术 解 ) 中 已 给 出 , 据 此 可 


求 )。 假 令 把 直 交 圆柱 的 直径 4 进行 2 等 分 , 令 “二 及 ( 子 ) , 求 与 之 直 


交 的 各 弦 w, 即 第 & 弦 寡 为 必 一 宝 一 (CA) ,利用 “ 缀 术 ” 进 行 级 数 展开 ， 
求 各 弦 : 


将 它们 逐一 代入 带 直 弧 积 公式 : 


la’ 1 a’ 1 a’ BB a 7 a 


~ 6D 40D 112D; 1152D’ 2816D? 


S=aD 


[1] 小 林 龙 彦 , 田 中 薰 . 和 算 i 广 所 洒 辑 穿 去 题 导 了 WW 世 一 一 并 邦和 中 穿 去 题 D 研 究 上 上 帮 中 磷 承 
[Jj. 科 学 史 研 究 . 1983(147): 154 - 159. 
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此 公式 记 作 以 下 形式 : 


S 一 上 A。 :Ai xA， xA， 0 A 
原 数 ,A。 = 二 Dvd’ 一 (kh) 
2 4 6 8 
=Dall (| (9 et | 
一 差 ,A， = 市 WE RE) 
= 砷 fi 。 后 | ， Cr fe CY oj 


da’ 5 /kh\ 
= | 人 


(a ERY ) 


求 其 和 > S, (又 一 次 组 术 ), 乘 以 = 到, 并 取 一 的 极限 ,得 各 关 


2p12 
中 各 入 ;= 的 系数 ,由 此 进一步 归纳 出 系数 的 一 般 规律 , 即 得 


RR A 2 1 oe 0k DR 1 /de 
V= lm 5 一 ri 1 包 42 » 6 。82... (2k)’ (2k | 2) (5) | 

《圆柱 穿 空 圆 术 起 源 》 与 《算法 考 草 》 给 出 第 种 二 解法 ,此 法 与 前 
一 法 之 不 同 在 于 , 安 岛 改 用 平行 于 原 圆 柱 轴 的 等 距离 4/(2n) 的 平行 
平面 去 截 这 个 直 交 体 ,每 一 截 口 都 是 矩形 ,两 边 长 分 别 是 


VD 一 (Ah)2，Vc2 — (kh)’ (其 中 全 = 四， 0 
7 


各 截 口 之 面积 为 S 一 VLD? 一 (kh) j[d 一 (kh)”], 以 厚 h/2 乘 各 
截 口 面 积 ,并 全 加 ,得 


La 二 S， = 2 SVID’ — (gh) [id2 一 (CA 
中 = 


k=1 


根据 “组 术 ”, 将 V[D 一 (kh)? [dr 一 CRh)?] 进行 指数 为 二 的 二 项 级 数 
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展开 ,再 求 和 ,利用 翅 积 公 式 , 并 取 极 限 


1 1 十 委 十 至 十 于 十 于 1 
pt1 i 1 
x n PpP 十 


最 后 得 到 “真空 积 ”V 的 无 穷 级 数 形式 的 公 


d 
-| VD — x)(d — zx)dr 


= 1)” 人 | " /I Rdt 


安 岛 直 圆 的 方法 成 为 圆 理 研 究 的 普遍 方法 之 后 ,和 算 中 的 穿 去 问题 也 
逐渐 增多 并 日 益 复 杂 化 "1 ?7 ,在 幕末 和 算 书 中 ,这 类 问题 十 分 丰富 ,详细 
内 容 请 参阅 加 项 平 左 卫 门 的 4 圆 理 及 行列 式 》53 2) 


10.8 ”和田 宁 的 圆 理 镍 术 与 积分 数值 表 


和 田 宁 ,通称 丰 之 进 , 字 子 永 ,号 算 学 ` 圆 象 .串通 等 , 曾 奉 仕 于 播 州 三 日 
月 藩 “4 后 人 芝 三 缘 山 增 上 寺 , 并 且 还 是 京都 士 御 门 家 55 的 算 学 顾问 。 他 
生性 恬淡 ,淡泊 名 利 ,生活 极为 贫困 , 除 教授 算 学 外 ,他 为 生计 还 教授 书法 与 
易学 。 他 是 日 下 诚 (Kusaka Makoto，1764 一 1839) 的 弟子 中 最 杰出 者 ,也 是 
幕末 最 有 创造 力 和 影响 力 的 数学 家 。 他 的 著述 颇 多 ,有 外 传 36 卷 ,内 传 30 
卷 , 可 惜 这 些 著述 因 天 保 七 年 (1836) 的 火灾 而 烧 失 至 尽 , 所 以 今天 很 难 见 到 
他 的 著作 。 目 前 可 知 者 有 《创制 豁 术 初 问 》《 方 理 顺 逆 法 》《 原 反 术 知 》《 圆 
理 展 口 》《 殖 将 算法 》《 圆 理 顺 逆 小 成 >《 圆 理 法 线 》《 椭 圆 应 周 表 》《 圆 弧 
率 海 》《 求 积 增 约 初 门 》《 截 背 术 》《 先 题解 例 》)《 濡 圆 求 积 》《 创 制 异 圆 算 
法 ;等 。 


[he 


bh 


徐 泽 林 , 张 娜 . 中 国 刊刻 的 第 一 本 和 算 著作 《算法 圆 理 括 圳 )[]]. 中 国 科 技 史 杂志 . 2007, 28 
(1): 34—45. 

[C2] 小 林 龙 彦 ， 田 中 莱 . 算 额 入 为 广 疙 机 大 穿 去 问题 人 VT[]]. 数学 史 研 究 . 1981(90): 1. 
[C3] 加 蒋 平 左 生 门 . 圆 理 及 行列 式 LMJ. 东京 : 开 成 馆 ,1944: 448 - 467. 

[4] 今 兵 库 县 优 用 郡 估 用 町 三 日 月 。 

[5] 土 御 门 家 ,是 仕 于 朝廷 的 公家 ,负责 朝廷 的 阴阳 道 与 天 文 历 算 学 方面 的 工作 。 
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随和 田 宁 学 圆 理 方 法 的 和 算 家 很 多 , 主要 有 小 出 兼 政 (Koide 
Kanemasa，1797 一 1865) 、 浜 崎 一 致 (Hamazaki Ichichi,， 生 众 年 不 详 ) 、 谷 义 
直 (Tani Yoshinao, 生 座 年 不 详 ) ,不破 直 温 (Fuwa Naoharu, 生 卒 年 不 详 )、 
白石 长 忠 (Shiraishi Nagatada，1795 一 1862)、 小 泉 则 之 (Koizumi Noriyuki， 
生 卒 年 不 详 )、 栗 田 宜 贞 (Kurida Yoshitei， 生 卒 年 不 详 )、 栗 山 德 一 
(Kuriyama Tokuichi,， 生 识 年 不 详 ) . 川 井 久 德 (Kawai Hisanori，1766 一 ?)、 
内 田 五 观 (Uchida Itsumi，1805 一 1882) .松山 寿 平 (Matsuyama Juhei, 生 卒 
年 不 详 )、 中 村 信息 (Nakamura Nobutada， 生 卒 年 不 详 )、 长 谷川 茂 基 
(Hasegawa Shigeki， 生 座 年 不 详 )、 本 桥 惟 义 (Motohashi Koreyoshi， 
1815 一 1889, 后 来 改名 福田 泉 ) .并 坂 永 贞 (Hikosaka Nagasada, 生 卒 年 不 
详 )、 古 川 谦 ‘Furukawa Ken， 生 荃 年 不 详 )、 岩 崎 义 三 即 (Iwasaki 
Yoshisaburo, 生 座 年 不 详 ) 等 人 。 其 圆 理 成 果 由 弟子 们 著述 整理 而 广 为 传 
播 , 内 田 五 观 的 《 圆 理 曾 微 表 《和 浴 术 通 解 )《 古 今 算 鉴 )《 算 法 圆 理 初 发 》， 
小 出 兼 政 的 《 圆 理 算 经 Xr.1] 等 书 的 内 容 , 实 际 上 都 是 和 田 宁 的 圆 理 研 究 成 
果 。 另 外 ,内 田 久 命 (Uchida Kyumei, ? 一 1868 久 算法 求 积 通 考 》(1844) 反 
映 的 也 基本 是 和 田 宁 的 圆 理 内 容 。 

安 岛 直 圆 建立 的 积分 法 基本 上 还 是 针对 具体 问题 求解 的 ,和 田 宁 对 圆 
理 方法 进行 了 系统 的 总 结 ,把 它 发 展 到 新 的 高 度 。 首 先 他 建立 了 几何 求 积 
的 一 般 化 方法 ,以 解决 各 类 复杂 图 形 的 求 积 问题 ,其 圆 理 方法 被 称 作 圆 理 其 
术 ; 其 次 ,他 花费 大 量 时 间 与 精力 ,制作 了 一 系列 相当 于 定 积分 公式 与 微分 
公式 的 “ 赫 表 ”( 统 称 为 圆 理 表 ) ,以 用 于 曲 边 形体 的 求 积 ,其 成 果 载 于 《 圆 理 
诸 表 》。 


10. 8.1 和 田 宁 的 圆 理 窜 术 
小 出 兼 政 据 著 的 《 圆 理 算 经 )( 图 10. 22) 基 本 上 都 是 和 田 宁 的 圆 理 


[13] 《 圆 理 算 经 》 的 编著 者 小 出 兼 政 , 通 称 长 十 郎 , 字 修 喜 . 宽 政 九 年 (1797)8 月 生 于 德 岛 ,文政 二 年 
(1819) 获 宫 城 流 皆 传 ,文政 九 年 (1826) 六 月 人 和 田 宁 之 门 ,同年 八 月 师 从 日 下 诚 , 受 关 流 宗 统 
每 传 , 男 受 最 上 流传 书 百 余 卷 。 文 政 十 二 年 (1829) 随 关 流 大 家 和 田 宁 受 圆 理 名 术 ,故而 自称 
为 “四 流 兼 学 ” 宫 城 流 . 关 流 . 最 上 流 . 和 田 圆 理学 )。 天 保 五 年 (1834) 入 土 御 门 家 ,学 习 天 文 
历法 ,天保 七 年 任职 师范 代 , 并 晋 为 “ 准 学 头 ”。 著 作 颇 多 ,门徒 有 福田 泉 等 , 庆 应 元 年 (1865)8 
月 17 日 责 , 享 年 69 岁 ,法 号 修 算 院 自 达 居 士 , 匡 于 德 岛 市 寺 町 善 学 寺 。《 圆 理 算 经 》 没 有 刊 
刻 , 以 抄本 形式 流传 。 
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研究 成 果 , 分 上 中、 下 三 卷 ,前 面 男 加 “ 统 元 之 卷 ”"。 统 元 之 卷 为 总 论 , 内 
容 包括 太极 .两 算 .两 仪 四 源 三 则 、 外 传 四 健 六 巧 .内 传 三 术 . 诸 象 `. 八 问 、 
术 之 八 病 、 技 之 八 烦 、 内 题 五 题 . 卷 中 总 载 方圆 二 法 。 上 卷 内 容 是 应 用 圆 
理 表 的 若干 例题 ,包括 应 用 应 率 八 态 表 三 例 .应 用 方 理 ( 直 线形 体 的 积分 
计算 问题 ) 表 及 芋 率 四 成 表 三 例 、 应 用 开 方 濠 式 出 商 表 ( 即 级 数 反 演 ) 两 
例 、 应 用 方圆 合法 及 巷 率 见 飞 表 五 例 。 中 卷 是 应 用 方 理 和 圆 理 求 积 的 9 
个 例题 , 即 “ 插 圭 象 式 ” 二 例 “ 括 方 象 式 ”二 例 、 杂 题 五 例 。 下 卷 罗 列 诸 
表 , 包 括 各 类 数列 ( 烦 毛 率 、 凤 波 率 )、 应 率 八 态 表 、 应 率 八 象 表 、 方 理 诸 
表 、 辣 率 四 成 表 、 圆 率 与 圆 弧 积 线 表 ( 圆 周 率 及 弧 长 的 级 数 展开 式 ) 、 开 方 
温 式 出 商 表 、 较 率 成 表 ( 即 整 式 函 数 的 微分 )、 合 率 见 飞 表 ( 即 无 理 函数 的 
积分 )。 


on esd 


i 
: 0 


10.22 《 圆 理 算 经 》 中 的 圆 理 算法 


和 田 宁 建立 了 分 割 图 形 的 若干 方式 。 对 于 “ 方 理 ”, 给 出 三 角形 、 梯 形 的 
不 同 分 割 方式 ， 如 图 10. 23(a) 一 (e) 。 

对 于 “ 圆 理 ”, 给 出 4 种 基本 截 法 : 截 径 法 、 截 弦 法 、 截 矢 法 以 及 截 弧 法 ， 
如 图 10. 24(a) 一 (d) 。 
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原 
图 


(b) 诗 象 正 割 逆 法 之 图 


外 全 
(c) 让 形 角 割 顺 法 之 图 


(d) 梯 象 正 割 顺 法 之 图 
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(e) 梯 象 正 割 逆 法 之 图 
图 10.23 方 理 图 形 分 割 法 


一 从 多 站 


@ 
者 
某 
正 
夭 


尿 路 辽 . 亲 XX 
此 陈 漳 汾 诬 . 尘 O 


休 且 对 兴 .站 中 


(a) 截 径 顺 法 之 图 


卡 沾 装订 . 呆 合 
闵 沪 对 沾 洒 .六 D 


(b) 截 弦 顺 法 之 图 
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(d) 截 弧 法 之 图 
图 10.24 圆 理 图 形 分 割 法 
在 以 上 各 种 分 割 方式 中 ,根据 图 形 的 特征 采用 不 同 的 分 割 方式 ,都 沿 某 
个 方向 把 图 形 中 的 某 类 线段 分 割 等 分 ,n 称 作 截 数 , 其 中 & ( 委 2) 被 称 作 


某 段 ,再 根据 几何 性 质 求 出 函数 / (2 ) 及 其 稚 加 和 ( 若 被 分 割 的 直径 、 弦 、 矢 
等 线段 的 长 度 为 5, 则 二 二 Az， 二 xz), 在 此 基础 上 进一步 求 各 类 积 。 和 
田 宁 的 圆 理 豁 术 具 有 一 般 性 , 与 今天 的 定 积分 算法 
无 异 。 

例如 ,等 分 直径 为 d 的 圆 的 直径 ,每 一 等 分 称 作 
“ 子 ”, 从 直径 一 端 往 中 间 计 数 , 过 第 个 等 分 点 的 图 
如 图 10. 25 所 示 , 过 该 等 分 点 作 “ 某 长 "(65,)、“ 某 强 ” 
(ak )， 即 对 应 的 两 方向 的 弦 ， “次 长 ”为 CRHTI1， 则 
be41 一 0 为 " 某 长 较 ”, 对 应 地 有 “ 某 背 较 ”。 计算 “ 某 图 10.25 闻 理 贞 术 间 
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背 较 ” 方 法 如 下 : 


于 一 苹 , 蘑 弦 二 上 4, 某 长 一 df1 一 () 
d 
某 长 较 一 d 《< rr 某 背 较 " 


根据 这 些 “ 微 元 ”可 以 计算 圆 面积 与 圆周 长 , 即 计算 出 


国 面积 S 一 lim 泡菜 长 X 于 二 4 im 了 /1 一 () 


| i 
6 40 112 1152 


=—4(1 


圆周 长 C = 2 lim 》) 某 背 较 = 2d lim 》) se 
从 nrop=1 Nn 


= 2dl2 3 
( 20 56 576 


在 以 上 计算 过 程 中 ,需要 使 用 圆 理 表 。 


圆 理 夫 术 使 圆 理 计算 在 处 理 复 杂 图 形 时 有 径 可 寻 , 更 为 有 效 , 因 此 幕末 
和 算 内 容 中 圆 理 内 容 最 为 丰富 ,图 形 也 日 益 复 杂 , 包 括 圆 理 极 数 术 、 转 矩 轨 
迹 ( 即 摆 线 ) 、 濡 圆 ( 也 是 摆 线 ) 、 异 圆 、 回 圆 等 。 不 完全 统计 ,以 下 幕末 和 算 书 


中 的 圆 理 , 都 是 使 用 圆 理 浴 术 的 : 
《 异 圆 算法 》 和田 宁 ,1825) 
《 濡 圆 求 积 并 和 田 宁 ,年 代 不 详 ) 
《 社 盟 算 谱 兴 白石 长 忠 ,1826) 
《五 明 算法 后 集 兴 家 崎 善之 ,1826 ) 
《方圆 究 理光 家 崎 善之 ,1828) 
《算法 杂 租 兴 岩 井 重 远 ,1830) 
《算法 圆 理 鉴 沪 裔 芯 宜 义 ,1834) 
《算法 瑚 秦 (小 林 忠 良 ,1836) 
《 揭 析 算 法 汉 韦 池 久 道 ,1836) 
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《家 机 算法 兴 志 野 知 乡 ,1837) 

《 圆 理 冰 释 兴 岩井 重 远 ,1837) 

《 探 柄 算法 沪 剑 持 章 行 ,1840) 
《算法 圆 理 新 新 )( 病 藤 宜 义 ,1840) 
《 求 积 通 考 兴 内 田 久 命 ,1844) 

《 圆 理 三 台 兴 佐 蕨 雪山 ,1846) 

《 顺 天 堂 算 谱 》( 福 田 理 轩 ,1847) 
《算法 圆 理 插 发) 竹内 修 敬 ,1851) 
《算法 圆 理 括 圳 》( 加 悦 俊 兴 ,1852) 
《 尖 圆 齿 通 兴 桑 本 正明 ,1855) 
《数理 神 篇 兴 斋 蕨 宜 义 ,1860) 
《方圆 鉴 沪 款 原 信 芳 ,1862) 
《算法 圆 理 私 论 》( 蒜 原 信芳 ,1866) 
《 圆 理 算 要 六 ( 称 原 信芳 ,1878) 


10. 8.2 和田 宁 创制 的 圆 理 表 

和 田 宁 编制 一 系列 的 圆 理 计算 表格 ,使 几何 求 积 变 得 简明 ,按照 今天 的 
话说 ,是 以 无 穷 级 数 的 形式 构造 了 , 形 如 x”(1 一 zx)”, x”(1 一 x)" 函 数 在 [0， 
1] 区 间 上 的 积分 表 和 微分 表 , 用 于 处 理 各 类 几何 形体 的 求 积 问题 。 其 圆 理 
表 主 要 记录 在 《 圆 理 诸 表 》《 圆 理 前 微 表 ;等 书 中 ,小 出 兼 政 的 4 圆 理 算 经 ?中 
也 收录 了 一 部 分 (如 图 10. 26) 。 

和 田 宁 采用 《 易 纬 ) 中 的 一 些 概 念 与 术语 ,命名 无 穷 分 割 中 的 各 种 数量 。 


把 图 形 分 割 等 分 时 ,被 称 做 截 数 , 上 被 称 做 某 段 ， 二 称 做 初 ， 二 称 做 应 ， 


2 


1 一 全 称 做 健 (又 称 做 东 与 见 ), 1 一 区 称 做 贯 ,1 十 人称 做 西 ,1 一 (上) 称 


做 龙 ( 又 称 做 南 )，1 二 ( 生 ) 称 做 北 , 1 一 ( 生 ) 称 做 泉 。 函数 的 宕 指数 是 


奇数 时 称 做 阴 ,是 偶数 时 称 做 阳 , mm == 4t, mm 一 4 十 1 7 一 4 十 2， 7 一 
4t 十 3 时 ,分 别称 做 太阳 、 少 阴 、 少 阳 、 太 阴 。 这 些 圆 理 表 系 统 ,主要 由 以 下 
17 类 构成 。 


348 中 外 科学 文化 交流 历史 文献 丛刊 研究 之 部 和 算 中 源 


号 | 


| 


唱 悦 钢 寺 
ta 是 诗 
更 盘 | 


划 江 相 中 过 调调 
员 从 < 


者 崇 钢 计 时 
于 赃 相 川 则 市 时 
唱 委 时 < 


喝 嵌 钢 让 让 
再 展 中 村 志 证 放 
哎 盘 川 人 入 


2— 

ho 

pe 
SO 


(©) 
凡 


一 


mololh 半 ho mehol 伴 


一 一 ”> 一 


RaokBoleooeo Eylilo 


型 嵌 钢 漂 外 
证 二 次 呈 垢 市 计 
唱 盔 川 < 和 人口 


一 
二 一 一 
一 一 


岂 昌 SO | PESO lh jol wo 


| 
ek 可 


a 


3 
EAD 
过 


图 10.26 《 圆 理 算 经 》 中 的 “ 阳 商 乘 表 ” 
1) 应 率 八 态 
指 (1 士 z) 与 (1 士 z)” 的 无 穷 级 数 展 开 式 。 其 中 z 称 做 “ 率 ”,1 一 x 

称 做 “ 阳 ”,1 十 z 称 做 “ 阴 ”。 共 有 八 式 , 分 别 如 下 : 

(1. 1) 离 态 , 阳 乘 表 : (1 一 x)”; 
〈1. 2) 坤 态 , 阴 乘 表 : (1 十 x)”; 
(1. 3) 黑 态 , 乘 象 对 和 表 : (1 十 x)" 十 (1 一 x)"”; 
(1.4) 民 态 , 乘 象 对 较 表 : (1 十 Xx)" 一 (1 一 zx)”; 
(1.5) 乾 态 , 阳 除 表 : (1 一 xz)”; 
(1. 6) 坎 态 , 阴 除 表 : (1 十 xX)“"; 
(1.7) 兑 态 , 除 象 和 表 : (1 一 z) “十 (1 十 zx)"，; 
(1. 8) 震 态 , 除 象 较 表 : (1 一 z) “一 (1 十 z) 一。 
2) 应 率 八 象 表 
即 (1 士 z): 与 (1 士 z) 到 的 级 数 展开 式 , 包 括 : 
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(2. 1) 离 象 , 阳 商 乘 表 : (VI 一)” 一 人 SD 
(2.2) 坤 象 , 阴 商 乘 表 : (VT 十 z)”" -1+ > wt 

(2. 3) 里 象 , 乘 象 对 和 表 : WI=a)"" HITz)"" = 1+ Dn a 
(2. 4) 民 象 , 乘 象 对 较 表 : (VI 二 xz) 一 (VI 一 x)” -将 tl x ， 
(2. 5) 乾 象 , 阳 商 除 表 : (VI 一 zx) =1+> 7 Drbtau-p re ， 


Ds 


(2. 6) 坎 象 , 阴 商 除 表 : MI 下 z) ”一 1 十 > (一 1》 a 
k=1 


[ee 


(2.7) 兑 象 , 除 象 对 和 表 


me WT) 《27 十 1) =1+ 交 Donia, 2k ; 


(2. 8) 震 象 , 除 象 对 较 表 : 


oo D4 
—(2n+1) —(2n+1) (27+1)+4(k—1) 
(MI 一 >z) 一 W1I 十 z) -二 >» 和 1 过 办 
k=1 


3) 极 率 八 象 表 

在 应 率 八 象 表 中 , 率 z=1 之 极限 情形 的 数 表 。 

(3. 1) 离 象 表 : (1 一 z) ” 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 x 二 1 时 的 级 数 各 
项 列 成 的 表 ; 

(3. 2) 坤 象 表 : (1 十 x) 全 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 x = 1 时 的 级 数 
各 项 列 成 的 表 ; 

(3. 3) 睦 象 表 : (1 一 z) 十 (1 十 zx) 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 x 一 
1 时 的 级 数 各 项 列 成 的 表 ; 

(3.4) 民 象 表 :; (1 十 x) 守 一 (1 一 zx) 全 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 x 二 
1 时 的 级 数 各 项 列 成 的 表 ; 

(3.5) 乾 象 表 : (1 一 z)- 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 x == 1 时 的 级 数 
各 项 列 成 的 表 ; 

(3. 6) 坎 象 表 : (1 十 z)- 全 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 x = 1 时 的 级 数 
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各 项 列 成 的 表 ; 
(3.7) 竞 象 表 : (1 一 x) 全 十 (1 十 x) 全 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 
ZX 二 1 时 的 级 数 各 项 列 成 的 表 ; 
(3. 8) 震 象 表 : (1 一 xz) 全 一 (1 十 z) -全 的 无 穷 级 数 展开 式 中 ,将 率 
Z 一 ] 时 的 级 数 各 项 列 成 的 表 。 
4) 顺 生 率 变 步 表 
即 训 操 数列 的 变态 表 , 包 括 ; 
@ 顺 生 率 元 表 ;@ 顺 生 率 变 步 表 ;G) 顺 生 率 次 变 步 表 。 
5) 开 方 通 义 精 表 
由 二 项 式 级 数 展开 式 的 系数 构成 的 表 , 表 示 以 下 各 函数 的 泰勒 级 数 展开 式 : 
(5. 1) 阳 商 乘 通 表 : (1 一 z)* 的 展开 式 ; 
5. 2) 阳 A 乘 方 商 乘 表 : (1 一 zx) 上 的 展开 式 ; 
5. 3) 阳 商 除 通 表 : (1 一 zx)* 的 展开 式 ; 
5. 4) 阳 & 乘 方 商 除 表 : (1 一 zx) 三 的 展开 式 ; 
5. 5) 阴 商 乘 通 表 : (1 + z)* 的 展开 式 ; 
5. 6) 阴 商 除 通 表 : (1 十 xz) 的 展开 式 。 
6) 应 率 商 胱 四 象 表 
率 用 工 表示 , 称 1 一 V1 一 z 为 阳 商 胱 , 称 V1i 十 + 一 1 为 阴 商 胱 , 即 
(1 一 V1 一 x) 与 M1 十 x+ 一 1) 的 级 数 展开 式 , 包 括 : 
(6. 1) 商 胱 太阳 表 : (1 一 V1 一 x)” 的 展开 式 ，; 
(6. 2) 商 胱 少 阴 表 : MT 十 一 1)” 的 展开 式 ; 
(6. 3) 商 胱 少 阳 表 : (1 一 VT 一 z)” 的 展开 式 ; 


(6. 4) 商 胱 太阴 表 : MIT 十 + 一 1)” 的 展开 式 。 
7) 九 成 草 表 


即 | dz 的 展开 公式 ,包括 ， 


a 


(7.1) 状元 表 , 即 | wd 的 数值 表 , 若 记 1(p, gq) 一 lim > (<) (GS) 


当 g 过 0 时 ,I(p, gq) = so; 当 g 宇 2 时 ,I(p, g) = 0; 当 9 一 1 时， 
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1 
I(p, gq) 二 | 2 本 一 ek 


(7.2) 共 阳 表 ， 即 | ed 的 数值 表 , 若 记 工 (22，dqd) 


nn 


ye Dy ww 
im > (一 ) (=) , 当 g<0N,T2p, 9) =—o0; 当 gS>2N,T(2p, 9 = 


Roo 
k=1 


. 
y= 1 办)I(2p; =| £2 dfs 
0 


(7.3) 共 阴 表 , 即 | end 的 数值 表 , 若 记 I (2p，9g) 


0 


n 


2 入 和 下 六 > 
lim > (二 =) ， 当 gq 过 0 时 ,1(2p 十 1, 9) = 00; 当 gq 宇 2 时 ,1(2p 十 1， 


7 59 一 1 


1] 
一 0; 当 一 ] 卜 sl(2 ls | 
q) 当 g ,I(2p 十 1, q) 3p +1 


(7.4) 太阳 表 , 即 | wd 的 数值 表 ; 
(7.5) 少 阴 表 , 即 | a 的 数值 表 ; 
(7. 6) 少 阳 表 , 即 | 1?"dz 的 数值 表 ; 


(7.7) 太阴 表 , 即 | ae 的 数值 表 ; 


了 过 EY 
(7. 8) 虚 表 , 即 一 | 一 co ji; 


k=1 


(7.9) 空 表 , 即 这 (二 ) ~。% 


8) 九 成 真 表 


即 | ,二 "dz 一 -的 系列 展开 公式 ,包括 ， 


加 本 加 下 过 k 
(8.1) 秋元 真 表 : | zi dz 的 展开 式 , 即 元 之 ， (GS 站 2 十 3 


(8.2) 益阳 真 表 : | dr 的 展开 式 ; 


(8. 3) 看 阴 真 表 , | zw dz 的 展开 式 ; 
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(8. 4) 太阳 真 表 : | zwdz 的 展开 式 ， 
C8. 5) 少 阴 真 表 : | zi dz 的 展开 式 ; 
(8. 6) 少 阳 真 表 : | xi?dz 的 展开 式 ; 


(8. 7) 太阴 真 表 : | zsdz 的 展开 式 ; 


(8. 8) 除 着 真 表 , 即 汪 >) ( 生 ) ”的 展开 式 ， 


(8. 9) 下 元 真 简 表 : 即 | x"dz 的 展开 式 纵 式 排列 表 。 

9) 极 率 东南 表 

即 | 2 (1 — 2a)"dz 与 | 六 G 一 心 )"dz 的 系列 展开 公式 ,其 中 : 1 一 全 
称 做 东 ; 1 十 二 称 做 西 ; 1 一 和 称 做 南 ; 1 二 到 - 称 做 北 。 包括 : 

(9.1) 东 表 : | zx" (1 一 x)"dz 的 展开 式 ; 

(9. 2) 东 商 表 : | xz” (1 一 x)2Ydz 的 展开 式 ; 

(9. 3) 东 除 虚 表 : | z (1 一 z) "dz 一 oo 

(9. 4) 东 商 除 表 : | > (1 一 zx) 了 dzx 的 展开 式 ; 

(9. 5) 南阳 表 : | z”(1 一 z)"dx 的 展开 式 ; 

(9. 6) 南 阴 表 : | (1 一 x)"”dz 的 展开 式 ; 

(9.7) 南 商 阳 表 : | (1 一 zz)3"qz 的 展开 式 ; 

(9. 8) 南 商 阴 表 : | (1 一 z*)?dz 的 展开 式 ; 

(9.9) 南 除 虚 表 : | (1 一 习 )-"dz = co 的 展开 式 ; 


(9. 10) 南 商 除 阳 表 : | z”(1 一 z) 了 dz 的 展开 式 ; 
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(9. 11) 南 商 除 阴 表 : | (1 一 zx*) 了 dz 的 展开 式 。 

10) 六 龙 三 阳 表 

即 | > (1 一 Drdzz (1 一 尼 )"dz 及 | (1 一 x')"dz 的 系列 无 穷 
级 数 展开 式 , 包 括 : 

(10.1) 香 表 : | z” (1 一 z)"dz 的 展开 式 ; 


1 1 
(10. 2) 律 商 表 : | z"” (1 一 z)2 "dz 的 展开 式 ; 


(10. 3) 律 除 虚 表 : | > (1 一 xX) “dz 的 展开 式 ; 


(0. 1 键 商 除 表 : | ,天 二 一 dz 的 展开 式 ， 


(10. 5) 龙 阳 表 : Ea (1 一 zx)"dz 的 展开 式 ; 
G10.6) 龙 阴 表 : | x” (1 一 也)"dz 的 展开 式 ， 
(10.7) 龙 商 阳 表 : jr (1 一 z 妆 )3t"dz 的 展开 式 ; 
(10. 8) 龙 商 阴 表 : | (1 一 zx)?"dzx 的 展开 式 ; 


(10. 9) 龙 了 明 虚 表 : [= (一 好 ) "dz 的 展开 式 ; 


2m 


CE 


OO 


10) 龙南 除 阳 表 , |， 局 二 由 的 展开 式 ， 


2mt+1 
wk 


< 


Lp 


. 11) 龙 商 除 阴 表 : | dz 的 展开 式 ; 


i= 
(10. 12) 泉 表 : [es (1 一 x')"dz 的 展开 式 ; 

(10. 13) 泉 商 太阳 表 : | z”(1 一 z21)3"dz 的 展开 式 ; 
(10. 14) 泉 商 少 阴 表 : | (1 一)zt*dz 的 展开 式 ; 


1 1 
(10. 15) 泉 商 少 阳 表 ， | zol (1 _ ztindzr 的 展开 式 ; 
0 
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(10. 16) 泉 商 太阴 表 ， | (1 一 zz )3mdz 的 展开 式 ; 


(10. 17) 泉 除 虚 表 ; | > (1 一 zx')*dzx 的 展开 式 ; 


Qo.18) 泉 商 除 太阳 表 : |， 三 

(10. 19) 泉 商 除 少 阴 表 : | Se 的 展开 式 ; 
(10.20) 泉 商 除 少 用 表 , | -二 -dr 的 展开 式 ; 
(10. 21) 泉 商 除 太阴 表 ; 区 一 dx 的 展开 式 。 


11) 见 飞 变 原 真 表 
即 积 分 变换 表 , 把 以 上 积分 表 中 的 变量 x 换 成 1 一 +,x ,x' 时 所 得 到 的 
关系 式 ,包括 : 


1 1 1 
(11.1) 见 变 原 表 , 即 | 本 人 一 了 nd 一 | 7 (1— zx)3t"dz; 
0 0 
1 1 i 
(11. 2) 其 次 变 表 , 即 | x"? (1 一 z)"dz 一 中 Xx (1 一 z2)mdz ; 
0 0 
1 1 1 1 
(11. 3) 其 三 变 表 , 即 | ge (1— zx) dx = ?| x 1) dr ; 
0 0 
(11.4) 见 商 变 源 表 , 即 | x nm 5 一 zidz 一 2 fr (1 md; 
(将 工 换 成 肆 ) 
Ci 芍 见 商 除 变 源 表 , 即 | z 二 
1 1 
a | int (1 一眼 ) 袜 di (将 这 换 成 2?) 
0 
1 1 
(11. 6) 龙 变 原 真 表 , 即 | xXx”"tz (1 一 z2)"dzr 一 ?| 2 (1 一 太 )"d (将 工 
0 0 


换 成 六) 
(11.7) 龙 商 变 原 阳 表 、(11. 8) 龙 商 变 原 阴 表 , 即 


1 1 
| 2 (1 — re) "dz = 2| fr? (1 一 "dt (将 工 换 成 1?) 
0 0 
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(11. 9) 龙 商 除 变 原 阳 表 、(11. 10) 龙 商 除 变 原 阴 表 , 即 


1 
[a ee 2| iot2 (1 1 二 dr (将 工 换 成 12?) 
0 


12) 七 较 草 表 
即 x" 的 微分 数值 表 , 包 括 : 


> 归 W a 
(12. 0 较 元 表 : 即 二】 的 较 ,等 于 mm 。 若 设 二 一 二 一 dz, 则 


7 一 1 
此 表 相当 于 mztdzr 一 mm ; 


n 


(12. 2) 较 阳 表 : 在 较 元 表 中 , m 一 2t 一 1 的 情形 ; 
(12. 3) 较 阴 表 : 在 较 元 表 中 , m = 21 的 情形 ; 
(12. 4) 太阳 表 : 在 较 元 表 中 , m = 4 的 情形 ; 
(12. 5) 少 阴 表 : 在 较 元 表 中 , m = 4t 十 1 的 情形 ; 
(12. 6) 少 阳 表 : 在 较 元 表 中 , m 二 4 十 2 的 情形 ; 
(12.7) 太阴 表 : 在 较 元 表 中 , m 二 和 十 3 的 情形 。 
13) 九 成 较真 表 

即 xz"? 的 微分 数值 表 , 包 括 : 


(13. 1) 元 较真 表 : 即 £3 的 较 , 等 于 2 二 (全 ) 


1 
n 
(13. 2) 阳 较 真 表 : 在 元 较真 表 中 , m = 2t 一 1 的 情形 ; 

(13. 3) 阴 较 真 表 : 在 元 较真 表 中 , m = 2 的 情形 ; 

(13. 4) 太阳 较真 表 : 在 元 较真 表 中 , m = 4t 的 情形 ; 

(13. 5) 少 阴 较真 表 : 在 元 较真 表 中 , m = 4t 十 1 的 情形 ; 
(13. 6) 少 阳 较 真 表 : 在 元 较真 表 中 , m = 4t 十 2 的 情形 ; 
(13.7) 太阴 较真 表 : 在 元 较真 表 中 , m = 4 十 3 的 情形 ; 


(13. 8) 除 较真 表 : 即 (2) 的 较 ; 


(13. 9) 元 较真 简 表 : 元 较真 简 表 的 男 外 形式 。 
14) 竺 飞 较 表 
即 zx" (1 一 zx)” 的 微分 数值 表 , 包 括 : 


(4.1) 刍 较 表 : 即 ( 生 】 (1 一 上 ) 的 较 ,等 于 荆 (和 ) 


CD 
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a 
(14. 2) 和 健 商 较 表 : 即 (二 ) | rl 的 较 ; 


(4. 3) 键 除 较 表 : 即 (二 ) | | 的 较 ; 


Q4.4) 龙 较 表 : 即 ( 生 】 (1 一 乞 ) 的 较 ， 


G4.5) 龙 商 较 表 : 即 (人 二) | 


Q4.6) 龙 除 较 表 : 即 (万 ) (1 一 与 ) 的 较 ， 


15) 极 率 贯 表 
包括 : 


G5.1) 贯 王 表 , 即 上 (1 一 区 ) (1 一 和) 的 毒 数 表 , 也 即 
n n n 
| (1 一 2z)”z2dz 的 展开 式 ; 


1 1 
(15. 2) 贯 变 源 表 , 即 二 | x” (1—27x)" dr = (—1) 4,, | t" (1—2)”d 
n 0 0 


le a 
16) 应 率 六 神 表 
为 级 数 运算 的 递 推 表 , 设 圆 直 径 为 1 的 弧 长 p, 对 应 的 弦 为 a, 则 6 个 表 
意义 如 下 : 
(16. 1) 青龙 表 : p (1 一 a)”3 的 数 表 ; 


GD 东 全 前， 包 一 的 ”的 数 老 
“(2m 二 1)11 


1)11o” 
(2mO— 1)!la We eh 1 a 大 


16. 冻 表 : i 
(16. 3) 勾 陈 表 : 记 Cre | y 3 
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(2k—1) 


l—a | 炎 一 1 WI 到 (1 —a) 2 | ; 
DD A 则 CD 有 TIT 一 全 | 的 系列 数 表 ， 
; l 
(16.4) 腾 蛇 表 : 记 入 一 2354 和 一 1 A 一 (1 一 DA 十 


一 De 则 (一 DD*{p (1 一 a) 一 A,) 的 系列 数 表 ; 


1 1 
(16. 5) 白虎 表 : 的 数 表 ; 
CL) (2k)11 


3 、 p (2k—3) | (2k—D!! 
0 KI fe 


的 数 表 。 
17) 无 尽 式 开 出 商 表 
即 级 数 反 演 公 式 ,首先 给 出 “ 开 方 三 原 淄 式 ”.: 
(17. 1) 原 温 元 式 : 0 二 (一 十 xX 十 ax 十 bx 十 cx 十 dx 十 … 
(17.2) 原 温 阳 式 :0 二 (一 户 十 x 十 bx 十 dx 十 jz 十 hx 十 … 
(17. 3) 原 滨 阴 式 :0 = (一 外 十 az 十 cz 十 ez 十 gz 十 … 
用 系数 &, a, 5b, c,d,e,，f，g，h，… 表 示 以 上 三 式 的 解 zx, 分 别 得 到 以 
下 3 个 反 演 式 : 
(17.1)" 元 式 出 商 表 : 


T=k—ak: 二 (2a—OR T5065a6 — ck 


(3 十 14a’ 一 21a:6b6ac— Rk. 


(17. 2)” 阳 式 出 商 表 ， 


工 一 有 一 a&R2 十 202 有 十 (一 54 一 c)R 十 (14a3 十 6ac)R 十 
(一 52 必 一 28c2c 一 ce) 有 十 … 


(17. 3)“ 阴 式 出 商 表 


二 一 bg 十 (30 一 O) 让 十 (一 126: 十 8bd 一 廊 有 十 
(5q? + 556 —55d6b? +106f — Wk’ 十 … 
幕末 圆 理 计 算 中 普遍 采用 和 田 宁 的 圆 理 表 及 其 编制 方法 ,各 类 算 书 中 
一 般 都 有 圆 理 表 的 推算 方法 ,例如 , 千 叶 裔 秀 (Chiba Tanehide, 1775 一 1849) 
编著 的 《算法 新 书 》 中 推算 “奇偶 除 表 ”“ 奇 偶 乘 表 ”( 图 10. 27) ,过 程 如 下 : 
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未 江涛 部 痢 对 喇 
其 和 菇 迷人 稚 去 帝 世上 均 开 名 宣 
1 坚 十 内 殿 亿 如 典 举 


RE 
Ke 袜 时 -并 4 愉 外 人家 时 地 不 囊 拓 亲 二 GC 座 六 by 和 和 
NCCE CA TS 


ne 9 二 ee - 4 和 i 4 i 
趟 和 尝 4 et ec 5 
Xen 人 外 kth <*- 是 phe a 


人 PP 对 相 革 六 民生 A 区 S 入 蚀 庆 S+ 一 


这 i 
人 | 起 | 各 
人 < el 


上 10.27 《算法 新 书 ) 中 的 “方圆 立 表 起 原 ” 
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1) 推 奇 除 表 和 偶 除 表 
(如 图 10. 28) 并 过 等 分 点 作 平 行 弦 Qi 与 6;(i 二 1， 2 3 wo Ny 下 同 )。 


图 10.28 

、 ao 1 d 2 2 .2 2 2 2 .712 
I 5% 一 人 AX， 显然 有 b= do 一 iAz 一 do 一 过 do， 
构造 d’ ~ qd —AX rd (I) 
对 Q@ 是 式 用 开 方 级 术 ,得 

Ss ES 11 

gd = I= = dl1 S i Gz)*| @ 
A=1 1 


用 归 除 缀 术 , 式 四 二 式 @, 得 d7? = d7 {1+ 和 C Qz)*) 各 


以 式 中 累 除 式 @ ,得 奇 除 表 
der 一 (CdVI 一 RD 


- (2 十 2 一 3)11 
ea (2p—1) TL 2 eh 
| + 名 CR ID 3)11 zx ) (10. 56) 


(这 里 定义 : 当 r 达 0 时, ~!! 一 1, 下文 同 ) 
用 归 除 缀 术 , 式 @ 二 式 @, 得 di ,并 以 式 @ 累 除 之 ,得 偶 除 表 
dr» = (dvi Rr) 


ee (2k+2p— 2)1! 
二 古人 (A2 x )* (10. 57) 
和 (2k)11 


2) 推 奇 乘 表 和 偶 乘 表 
因为 = di 一 zd?, 用 归 除 绎 术 , 得 
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a 
b= dol 宛 QE ~ 


利用 吉 积 术 对 5 进行 大 加 , 即 求 p> 6b， 利用 “秋元 表 ” 


守 RW -| a et 
Ee n 2 . ) 加 这 we R 十 1 
， | = 
Nm 
lim 3 20 = B11 2 aR RT 
AXx* b,; a 
a es S 2 (2k— 3)1! 
一 EE CRE 1! 


对 式 @ 累 乘 x?*， 并 秋之 求 和 ,得 


n 

2 2 
> Eb = dx” 
k=1 


加 一 bh > 
BE Dn) 


t= (2k)1! 
Ar > xb, 
青 屈 用" 善 元 大" 得 = 时 = 一 = 二 二 3 全 一: 
本 2p—1 (2k+41) (C28)1! 


为 简化 无 穷 级 数 计算 ,利用 无 穷 小 之 级 数 展开 式 


E 一 (1 


0O)V1 一 9 一 1 


(2 一 5)11! 
3 (06—>1 
3 (2k)!1! ” 


<， (2 一 5)11 A Db 

公 Tn eid 时 让 

3 ss 3 

式 一式 DD, 得 了 之 Qk 4 3) 2k) 1! ds 
加 = 2 x 
名 RFI ZE (X142)I! A 

Az > ,ro, 2(25 一 11 
i 一 1 二 + 开 
由 此 通过 递 推 得 a: (22 十 2)11 4 


(Bo) 
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1 2(20 一 1)!11 x 
局 2p te 
此 等 价 于 积分 | ee 0 (10. 58) 
以 下 推 奇 乘 表 : 
8 b, xb b; 
| 志 大 ”过 人 


Az Sp AZ S| b: Ax Sy rE 
:=1 i=1 i=1 


将 其 琵 加 求 和 ,得 二 @ 
将 其 又 求 可 a da: a: 
Az DD ] 
y B > ， 人 /日 i=1 KE T T T 
将 式 (Bo) 代 入 , 得 2 i 
Az 六 ab 


对 式 @ 累 乘 及 忆 而 生成 “一 二 5 一 


以 式 (Bu) 和 迭代 递 推 ,得 奇 乘 表 


AZx 


n 
2py 2r 一 1 
2002 
i 


ey 2(27r 一 1)1!(22 一 1)1! x 
Cl (2 力 十 27)11 4 


2 Hp DIC It x 
所 2p a 
等 价 于 积分 | z Cy dR C10. 59) 


以 下 推 求 偶 乘 表 : 
以 累 乘 Ax，x。…6,, 且 共 加 求 和 ,得 


Ax > ,rb, 
2 1 、 (2k— 3) 


cd ~ 2p 各 (22 十 2&)(2)11 


利用 无 穷 小 级 数 展开 式 @ 〇 作 推 演 : 
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Az > xo; 
又 以 2 . 一 式 @ 〇 ,再 仿 上 作 和 迭代 递 推 , 得 
2 
A Gy 一 荔 订 
d? (2p+ D1!! 


n n n 
2p—1 p27—1 2p—1 7 2r—3 2pH1 yar—3 
Azx > TB 6 Azr >) zr? br Az > zt bY 
SEE 二 


站 i 一 1 
利用 递 扒 d*” i or ad 
以 式 @ 和 迭代 递 推 , 得 偶 乘 表 
2 
Ar 7 : 2r— D112p— 2)11 i 
dl (2p+2r—D!! 
偶 乘 表 等 价 于 
2 (2r— 1)11(2p— 2)1! 
2 Yl—x 一 10. 60 
| 六 (2p42r— D1! 
本 章 小 结 


如 何 认识 东西 方 数学 文化 传统 ,特别 是 无 穷 小 分 析 的 传统 ? 对 于 这 个 
问题 , 吴 文俊 院士 曾经 对 东西 方 数学 进行 了 比较 ,他 指出 : 

“西方 数学 史家 往往 以 希腊 式 的 严密 推理 相 标榜 ,并 以 中 国 数学 从 来 没 
有 达到 演绎 科学 的 形式 相 指 责 。 然 而 ,我 们 已 经 看 到 ,在 微 积 分 的 发 明 上 和 希 
腊 形 式 的 那 种 脆弱 性 以 及 中 国 式 数学 的 生命 力 。 某 些 数学 史家 例如 
Bourbaki 也 曾 指出 , 欧 几 里 得 的 那 种 系统 阻碍 了 代数 学 的 发 展 并 使 之 瘫痪 。 
在 将 Cavalieri 与 阿 基 米 德 作 比较 时 , Bourbaki 又 指出 阿 基 米 德 只 能 得 到 
Cavalieri 原理 很 特殊 的 情况 ,而 与 Cavalieri 作出 他 的 原理 用 了 不 很 科学 的 
所 谓 “ 证 明 ” 相 仿 , 阿 基 米 德 为 了 获得 他 的 特殊 情况 的 证明’ ,也 不 得 不 把 他 
著名 的 所 谓 阿 基 米 德 严 密 性 弃 之 脑 后 。 我 国 古 代数 学 并 没有 发 展 出 一 套 演 
绎 推理 的 形式 系统 ,但 却 另 有 一 套 更 有 生命 力 的 系统 。 中 国 古 代 的 劳动 人 
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民 向 来 重视 实际 ,善于 从 实际 中 发 现 问题 .提炼 问题 ,进而 分 析 问 题解 决 问 
题 ,在 深入 广泛 实践 的 基础 上 建立 了 世界 上 最 先进 的 我 国 古代 数学 。 中 国 
的 数学 是 牢 牢 扎根 于 广大 劳动 人 民 之 中 ,是 导 源 于 劳动 人 民 长 期 实践 经 验 
的 基础 之 上 的 ,这 与 希腊 几何 学 脱离 实际 、 脱 离 群 众 走 到 纯 逻 辑 推理 的 形式 
主义 道路 是 有 别 的 。 这 正 是 直至 16 世纪 以 前 我 国 数学 在 许多 最 主要 的 领域 
内 一 直 居于 最 先进 地 位 的 根本 原因 ,也 是 在 微 积分 的 发 明 上 中 国 式 的 数学 
远 远 优越 于 希腊 式 数 学 的 根本 原因 。 恩 格 斯 曾经 说 过 : 极限 的 概念 ,作为 微 
积分 的 真正 基础 ,对 于 希腊 头脑 来 说 ,完全 像 是 一 个 外 国人 。 

希腊 数学 中 被 认为 最 辉煌 的 创造 之 一 的 无 理 数论 ,对 于 极限 来 说 是 华 
而 不 实 的 。 而 刘 微 以 至 宋代 的 我 国 十 进位 小 数 的 记 数 法 , 却 与 极限 概念 一 
衣 带 水 。 十 进位 小 数 迟 至 16 世纪 在 西欧 重 被 发 明 以 来 ,直接 导致 了 对 数 的 
发 明 。 作 为 微 积分 先驱 者 之 一 的 Kepler, 广泛 应 用 了 对 数 与 十 进 分 数 , 且 
热情 地 传播 这 发 明 的 知识 。”(Cajori, P160) 是 有 一 定 道理 的 。 面 积 体积 的 计 
算 乃 是 微 积分 发 明 的 另 一 重要 问题 。 然 而 ,原来 希腊 欧 几 里 得 以 至 阿 基 米 
德 所 使 用 的 “穷竭 法 是 很 不 得 力 的 , Kepler 用 之 劳 而 少 功 , 直 到 伽利略 的 学 
生 Cavalieri 放弃 了 严密 的 穷竭 法 改 用 粗糙 的 不 可 分 量 法 才 取 得 了 重大 突 
破 。 在 微 积分 的 创造 中 起 了 如 此 重大 作用 为 西方 数学 史家 盛 称 的 所 谓 
Cavalieri 原理 ,事实 上 早 就 见 之 于 祖冲之 、 祖 蜡 父 子 的 著作 , 即 所 谓 “ 客 势 既 
同 则 积 不 容 异 ,并 具体 用 之 于 球体 积 的 计算 , 比 Cavalieri 原理 的 发 现 要 早 
1 100 多 年 。 

微 积分 的 发 明 从 Kepler 与 Calileo 以 至 Leibniz, 经 历 过 一 段 艰苦 漫长 
的 过 程 。 上 面 所 举 两 个 例子 可 以 说 明 发 明 过 程 中 中 国 古代 数学 的 作用 远 优 
于 希腊 式 的 数学 ,我 们 甚至 不 无 理由 可 以 这 么 说 , 微 积分 的 发 明 乃 是 中 国 式 
数学 战胜 了 和 希腊 式 数学 的 产物 。”513 

吴 文 俊 以 上 的 论述 是 以 西方 学 者 的 观点 为 基础 ,分 析 了 中 国 传统 数学 
在 代数 学 .实数 理论 ,无穷 小 分 析 等 领域 的 发 展 情 况 , 从 而 认为 ,相对 于 西方 
的 希腊 数学 传统 ,中 国 古 代 的 数学 在 无 穷 分 析 方面 更 具 优越 性 。 然 而 ,中 国 
古代 的 无 穷 小 算法 在 祖冲之 父子 之 后 ,并 未 出 现 进一步 的 发 展 ,那么 , 吴 文 


[1] 顾 今 用 . 中 国 古 代数 学 对 世界 文化 的 伟大 贡献 L[J]. 数学 学 报 ,1975(1): 20 - 25. 
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俊 先生 的 观点 是 否 言 过 其 实 呢 ? 
日 本 文化 深 受 中 国文 化 影响 ,毋庸 置疑 , 和 算 当 属 中国 式 的 数学 , 它 是 
在 中 国 传统 数学 的 基础 上 发 展 起 来 的 ,以 区 域 文化 整体 而 言 ,和 算 的 成 就 自 
然 也 可 反映 中 国 数学 的 一 些 本 质 特征 ,所 以 我 们 应 当 以 汉字 文化 圈 的 区 域 
文化 视角 来 看 待 吴 文俊 先生 的 上 述 观点 ,和 算 在 无 穷 小 分 析 算 法 方面 的 成 
就 为 吴 先生 的 精辟 论断 提供 了 丰富 而 有 力 的 证 据 。 
汉字 文化 圈 数 学 中 无 穷 小 算法 的 背景 主要 来 自 四 个 方面 : 四 解 方程 
〈 求 一 元 方程 实数 根 一 一 开 方 术 ) 中 的 无 穷 逼 近 ; GO 太阳 系 天 体 不 规则 运动 
的 计算 (插值 与 极 值 );@) 有 理 冯 近 ( 调 日 法 与 零 约 术 );@ 几何 求 积 ( 环 矩 术 
与 雄 抹 术 )。 这 些 问题 起 源 于 中 国 的 数理 科学 ,这 四 方面 的 无 穷 小 算法 在 和 
算 中 都 有 不 同 程度 的 发 展 ,在 本 书 的 各 章 中 均 已 揭示 。 和 算 家 尤其 在 几何 
求 积 方面 ,建立 了 具有 东方 特色 的 微 积 分 ,其 发 展 历程 可 划分 为 五 个 阶段 : 
Q@ 江 户 初期 的 算术 近似 阶段 ; 
@ 关 孝 和 的 增 约 术 阶 段 ; 
@) 建部 贤 弘 的 圆 理 级 术 阶 段 ; 
@ 安 岛 直 圆 的 圆 理 二 次 级 术 阶 段 ; 
@ 和 田 宁 的 圆 理 荐 术 阶 段 。 
和 算 圆 理 研 究 的 基本 问题 是 几何 度量 , 刘 微 制 圆 术 、 阳 马术 的 无 穷 有 逼近 
思想 在 和 算 中 得 到 了 复兴 。 在 圆周 率 计算 方面 ,村 松 蕊 清 、 关 孝 和 的 算法 是 
钦 算 法 的 再 现 , 关 孝 和 、 建 部 贤 弘 在 古典 割 圆 术 的 基础 上 引入 了 数值 通 
近 的 技巧 ;在 弧 长 计算 方面 ,中 国 传统 的 招 差 法 这 一 代数 学 方法 被 关 孝 和 、 
建部 贤 弘 成 功 地 应 用 于 几何 计算 , 它 成 为 和 算 无 穷 级 数 展开 研究 的 起 点 , 建 
部 贤 弘 在 使 用 招 差 法 的 同时 ,又 创造 性 地 应 用 了 等 价 于 Romberg 算法 的 累 
饥 增 约 术 与 零 约 术 , 使 和 算 圆 理 方法 获得 了 飞跃 。 另 一 方面 ,天 元 术 在 和 算 
中 的 广泛 应 用 ,使 圆 理 方法 实现 代数 化 成 为 可 能 ,建部 贤 弘 后 来 在 圆 理 中 引 
用 了 开 方 术 , 实 现 了 圆 理 研究 的 代数 化 ,伴随 着 和 算 点 窗 术 的 形成 与 普及 ， 
加 速 了 圆 理 方法 代数 化 的 发 展 , 终 由 松永 良 弹 与 久 留 岛 义 太 建立 起 无 穷 级 
数 的 代数 运算 与 反 演 演算 。 
在 计算 球体 积 与 球 冠 体积 方面 ,松永 良 强 成 功 地 把 极限 思想 和 方法 引 
入 到 村 松 碟 清 、 关 孝 和 所 使 用 的 有 限 分 割 算 法 ,其 成 功 的 关键 在 于 对 乘 方 霹 
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式 积 公 式 的 应 用 。 松 永 良 强 的 定 积分 算法 成 为 安 铝 直 圆 ,和田 宁 圆 理 方 法 
的 基础 ,尤其 是 传统 埃 积 术 知 识 在 积分 运算 中 发 挥 着 巨大 作用 。 

由 此 可 见 , 中 国 传统 的 无 穷 小 算法 ,特别 是 宋 元 数学 中 的 代数 方法 、 打 
积 招 差 术 在 和 算 圆 理 方法 形成 过 程 中 发 挥 着 重要 作用 ,可 以 说 ,和 算 圆 理 是 
以 刘 微 极限 方法 为 代表 的 中 算 微 积 分 思想 方法 的 新 发 展 , 它 具 有 鲜明 的 机 
械 化 、 程 序 化 的 计算 数学 特色 ,说 明 中 国 传统 数学 具有 强大 的 生命 力 ,与 在 
西方 几何 学 与 三 角 学 的 冲击 下 的 中 国清 代 的 无 穷 小 算法 相 比 ,不 能 不 说 清 
代 级 数论 研究 既 偏 离 了 传统 又 落后 于 西方 。 

回顾 西方 微 积 分 思想 方法 形成 的 历史 ,可 以 发 现 ,希腊 雅典 的 哲人 们 因 
为 陷于 对 “无 穷 ”“ 无 限 ” 观 念 的 迷 思 ,总 缺乏 建立 无 穷 小 算法 的 勇气 ,直至 
亚历山大 的 阿 基 米 德 才 有 所 创造 ,但 他 仍然 不 敢 合 弃 古 代 的 穷竭 法 。 有 别 
于 西方 ,汉字 文化 圈 的 数学 家 们 在 无 穷 小 分 析 方 面 对 竺 无穷 问题 的 态度 ,可 
以 说 是 ”为 而 不 言 ”。 例 如 ,松永 良 咒 在 《方圆 算 经 》 中 给 出 他 的 一 系列 无 穷 
级 数 之 前 ,给 出 几 段 “ 率 引 ”, 以 ( 易 纬 乾 辫 度 》 的 哲学 体系 试图 对 “无穷 >“ 极 
限 ” 观 念 给 出 理论 描述 ,他 说 : 

太 萄 者 , 初 也 。 数 起 于 初 也 。 太 易 之 前 日 之 太 素 ,所 谓 虚 也 。 各 之 
所 不 言 也 者 。 初 之 前 ,不 可 说 也 。 亦 不 言 也 者 ,人 亦 不 言 之 也 。 人 之 所 
言 也 者 ,有 和 象 之 后 可 详 也 。 而 亦 言 之 者 也 ,和 吾 亦 言 之 也 。 夫 唯 不 言 也 
者 ,圣人 亦 所 不 言 也 。 何 不 言 哉 也 者 , 问 之 也 ，, 非 不 言 . 不 可 言 也 [11。 

这 一 思想 很 具 代表 性 ,反映 了 东方 人 对 无 穷 问 题 常 采用 “不 言 " 的 态度 。 
这 样 的 “不 言 ”, 并 不 是 不 想 言 ,而 是 “不 可 言 ”, 因 为 东方 人 注重 实际 ,关心 现 
实 问题 ,只 要 能 够 构造 出 解决 问题 的 有 效 方法 ,对 何谓 “无穷 ? 就 不 必 言 了 。 
关 孝 和 、 建 部 贤 弘 、 安 岛 直 圆 等 大 多 数 和 算 家 ,采取 和 刘 微 一样 的 态度 ,在 无 
穷 小 分 析 上 ,做 而 不 说 ,从 而 在 积分 法 、 求 极 大 极 小 值 .实数 认识 与 实数 盘 
近 , 以 及 无 穷 级 数 展开 式 研究 方面 ,取得 了 一 系列 的 成 果 , 达到 了 文艺 复兴 
时 期 至 牛顿 时 期 欧洲 的 无 穷 小 算法 的 水 平 。 

牛顿 时 代 及 其 以 前 的 半 个 世纪 ,欧洲 数学 家 在 建立 微 积分 方法 时 ,无 穷 


C1] 松永 良 强 《方圆 算 径 当 |LA]. 见 平山 祷 ,内 有 藻 淳 篇. 松永 和 良 强 [C]. 松永 良 线 刊行 会 .有 
京 法 令 出 版 株式 会 社 ,1987. 
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小 算法 也 是 缺乏 逻辑 基础 的 ,极限 概念 也 没有 建立 起 来 , 迟 至 19 世纪 才 建立 
起 极限 概念 乃至 微 积分 的 理论 。 但 近代 科学 革命 时 期 ,欧洲 数学 家 在 无 穷 
小 分 析 上 与 东方 人 一 样 , 并 没有 因 无 穷 小 算法 缺乏 逻辑 基础 而 却步 不 前 , 否 
则 这 方面 的 知识 不 会 积累 起 来 , 微 积分 学 也 就 不 会 建立 起 来 。 

近代 科学 中 很 多 划时代 的 科学 思想 和 方法 ,可 以 在 东方 文化 中 找到 类 
似 的 东西 ,东方 人 没有 建立 起 具有 一 般 性 的 微 积分 方法 和 理论 ,并 非 东 方 数 
学 自身 的 原因 ,而 是 社会 .文化 等 外 部 因素 造成 的 ,和 算 无 穷 小 分 析 的 发 展 
也 是 缺乏 建立 普遍 方法 的 社会 环境 与 动力 。 也 就 是 说 , 微 积分 学 只 能 在 欧 
洲 近代 科学 革命 中 产生 ,并 促进 欧洲 科学 革命 ,但 其 算法 思想 与 东方 数学 是 
一 致 的 。 
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7.6 久 留 岛 义 太 的 平方 零 约 术 与 周期 连 分 数 展开 
7.7 和 算 丢 番 图 逼近 算法 的 中 算 源 流 

第 8 章 ” 极 值 算法 : 极 数 术 
8.1 建部 贤 弘 的 极 数 术 与 久 留 岛 的 极 数 15 问 
8.2 中 国 传统 历 算 中 的 极 值 概 念 萌芽 
本 章 小 结 

第 9 章 ”数值 加 速 逼近 算法 : 黑豆 增 约 术 与 Rontper g 算 法 
9.1 关于 Ri chardson 外 推 法 与 Rontverg 算 法 
9.2 建部 贤 弘 的 累 静 增 约 术 与 Rontper g 算 法 
9.3 关 孝 和 的 一 盐 增 约 术 
9.4 刘 微 的 ″ 以 十 二 舰 寡 率 消 息 ” 探 源 

第 10 章 ”几何 求 积 与 无 穷 级 数 展开 法 : 圆 理 缀 术 
10.1 中 国 古 代数 学 中 的 圆 理 问题 
10. 2 江 户 初期 的 圆 理 
10.3 关 孝 和 的 圆 理 研 究 
10.4 建部 贤 弘 的 圆 理 缀 术 
10.5 宅 间 流 的 圆 理 研究 
10.6 久 留 岛 义 太 与 松永 良 纪 等 人 的 圆 理 研究 
10.7 安 岛 下 圆 的 弧 背 术 与 二 次 圆 理 缀 术 
10.8 ”和 田 宁 的 圆 理 窖 术 与 积分 数值 表 
本 章 小 结 


